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1. EL GRUPO DE LORENTZ

El espacio de Minkowski, My, es un espacio real pseudo - euclideo de
signatura (1,3). Las coordenadas que distintos observadores inerciales
asignan a un mismo punto de My estan relacionadas por transformaciones

lineales que preservan el intervalo
(1.1) s2 = (29) — 2'at = (z29)? — 77

En términos de la métrica del espacio, g = diag(+1, —1,—1,—1), el inter-
valo se escribe

s? =zlgr = Jurha’ =

(1.2)

T'gz = g, Ttz
La relacién entre las coordenadas estd dada por la transformacion lineal
(1.3) z =Lz,
o bien, en componentes,
(1.4) T = A 2,

donde los elementos de matriz A", son reales. La invarianza del intervalo

implica que las matrices L preservan la métrica g,
(1.5) LtgL =g = gWA“aA"B = JoB-

Esto significa que el grupo de Lorentz! es lo que antes hemos llamado grupo
pseudo-ortogonal O(1,3).

actualizado el 2 de marzo de 2018.

!Hendrik Antoon Lorentz (1853 - 1928).
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La relacién (1.5) implica que el determinante de las matrices L sélo puede

tomar los valores
(1.6) det L = #£1.

Dado que todo grupo de matrices es un grupo de Lie, sus elementos son fun-
ciones continuas de los pardmetros del grupo. En consecuencia, un cambio
de signo del determinante en (1.6) no puede ser producto de la variacién
de un parametro continuo. De ello resulta que la variedad del grupo de Lo-
rentz es no conexa. Si det L = +1 (—1) la transformacién L se dice propia
(impropia).

Ademas, de (1.5) surge que

(1.7) 9N oA = goo = (A00)2 - AioAio = 1.

En consecuencia, (A%)? > 1, y las transformaciones son llamadas ortécro-
nas si A% > 1, o bien no ortécronas para A% < —1. Tampoco aqui es
posible pasar de unas a otras mediante la variaciéon de un parametro conti-
nuo.

Por lo tanto, el grupo de Lorentz esta constituido por cuatro componentes
desconectadas entre si, caracterizadas por los signos de det L y de AOO. De
ellas, solo la parte conexa que contiene a la identidad forma un subgrupo
(invariante2), llamado subgrupo propio ortécrono y denotado por ﬁl.
Téngase en cuenta que det 1, =1y 1% = 1.

Las otras componentes corresponden a los cosets que se obtienen de ﬁl.
La transformacién de paridad,

(1.8) P = diag(1,-1,—-1—1),
que cambia el signo de las coordenadas espaciales y satisface
(1.9) det P=—1, P} =1, P? = 14,

es una transformacién impropia ortécrona con la que se construye el coset
ct =pLl.

La inversion temporal,

(1.10) T = diag(—1,1,1,1),

2En efecto, si Lo € ﬁl, existe una curva sobre el grupo que la conecta de manera
continua con la identidad 14. Entonces, VL € £, LLoL ™" se conecta con continuidad con
L1, =1y y, en consecuencia, LLoL ' e £1.
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que satisface

(1.11) detT = —1, Th = —1, T? = 14,
es una transformacion impropia no ortécrona con la que se construye el coset
£t =1clh.

Finalmente, el producto PT = TP = —14 es una transformacion propia

no ortdcrona, con la que se obtiene el coset £h = PTEE_.
El subgrupo propio ortécrono contiene transformaciones que corresponden

a rotaciones en el espacio,

000

(1.12) L= , con R € SO(3).

R

o O O =

En efecto, puesto que R'R = 13, es evidente que LigL = g, mientras que
(1.13) det L=detR=1, L% = 1.

El subgrupo EL también contiene boosts o transformaciones de Lorentz
propiamente dichas. Por ejemplo, para

7Y = 29 cosha + 2! sinh «

71 =29 sinha + 2! cosh a

72 =2

3 =23,

(1.14)

tenemos la matriz

cosha sinhao
1.15 L=
(1.15) 0 0

0
sinha cosha 0
1

0 0 0

= o O O

para la cual det L = cosh? a —sinh?a =1y LOO = cosha > 1, y que también
satisface L'gL = g. El pardmetro « estd relacionado con v, velocidad relativa
de los observadores inerciales en la direccién del eje z!, por

1
(1.16) coshao = ————, sinha = v/e

V1I—02/c V1=
donde c es la velocidad de la luz. Nétese que esa matriz no es una funcién
periddica del parametro a € R, lo que corresponde al hecho de que el grupo
de Lorentz es no compacto.
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2. ALGEBRA DE LIE DEL SUBGRUPO PROPIO ORTOCRONO [,1
Las matrices proximas de la identidad tienen la forma
(2.1) L=1y+¢ = A, =6+
remplazando esta expresién en (1.5) se obtiene

(2.2) I + o€’ + g,msﬁl, + 0 = G

de donde resulta que el producto ge es una matriz antisimétrica.
Definiendo €, := gua€%,, y teniendo en cuenta que g,, es simétrico, de

la anterior ecuacién tenemos®

(2.4) € + v = 0.

En consecuencia, el dlgebra de Lie estd generada por (42 —4)/2 = 6 genera-
dores, de modo que ,CTF es un grupo de Lie de dimension 6.

Para determinar las constantes de estructura seria necesario elegir una
base para el espacio de las matrices reales antisimétricas de 4 x 4, multipli-

I = gy calcular los conmutadores de los generadores

carlas a izquierda por g~
resultantes (hacer como ejercicio).

Alternativamente, daremos una realizacion de esos generadores en térmi-
nos de operadores diferenciales en las coordenadas del espacio - tiempo. Para
ello consideremos la diferencia

Th —ah = 5“Bx6 +0(?) = eo‘ﬂxﬁ(aam“) +0(?) =
(2.5)
2682300 — TaOp)a* + O(?) = %eaﬁﬁagx“ + O(e?),

donde los operadores diferenciales
(2.6) Lop = i(ta0s — 2500) = —Lpa

son hermiticos y antisimétricos en su par de indices. De ese modo, la trans-
formacién que sufre el vector de coordenadas también puede ser descrita
por

(2.7) I= (1 + %e“ﬁﬁaﬁ + 0(52)> x.

SEVidentemente, g(ge)g = € g es también una matriz antisimétrica. En efecto, si e/ :=

e*,g®", donde g** := (g™ )apu (con g~! = g), resulta que

(2.3) e e =0.
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Tomando los conmutadores de los generadores asi representados se obtie-
nen las constantes de estructura del grupo SO(1,3),

(2.8) [fﬂw’ IALPU} = i9vpLyo — 19upLlve — 19voLyp + 19ucLup-

En particular, considerando la subalgebra correspondiente a indices espacia-
les tenemos

(2.9) |:i/ij7 ffkl} = —i8 Ly + 6 Ljy + i85 Lig — 16y L,
en la que se reconoce el dlgebra de Lie de SO(3).
Puede darse a la operacién en el édlgebra de Lie de SO(1,3) un aspecto
mas familiar redefiniendo los generadores como
L= %Ezjk ffjk (:> ﬁij = €ijk ﬁk)
(2.10)
K; = L,

operadores que satisfacen las reglas de conmutacién

~ ~

Li,LJ} = 1€k Ly,

(2.11) _ili,Kj] = i e K,

K;, Kj:| = —i €k Ly,

donde se ve claramente que los L; son los generadores del subgrupo SO(3)
T
de L.

Con las constantes de estructura asi determinadas, es posible construir la
representacion adjunta de esta algebra y, con ella, la correspondiente forma
de Killing. Dicha forma resulta ser regular (lo que corresponde a un &lgebra
semi-simple) pero no positiva definida (lo que refleja el hecho de que el grupo
es no compacto). Su inversa determina el invariante cuadratico de Casimir
como

~ 1/~ .
(2.12) = (2 -&?).

Como el élgebra es de rango 2 (nétese que, por ejemplo, |:i/3, K3:| =0),

existe un segundo invariante, dado en este caso por

(2.13) Cy=il-K,

como puede comprobarse ficilmente empleando (2.11).
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3.  REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES (DEL GRUPO DE CUBRIMIENTO)
T
DE L]

La construccién de las representaciones matriciales del grupo 51 pasa
entonces por encontrar conjuntos de seis matrices, {Ly, Kx;k = 1,2,3},
que satisfagan las reglas de conmutacién de (2.11), para luego exponenciar
elementos de la representacién matricial del algebra de Lie asi obtenida. Esto
es, exponenciar combinaciones lineales con coeficientes reales multiplicadas
por la unidad imaginaria, de la forma i(a*Lj + B*K}), con ay, Br € R.

Como hemos senalado anteriormente, esta construccion se simplifica con-
siderando las combinaciones lineales complejas (elementos de la complexi-
ficacion del algebra de Lie de El) que generan un algebra compacta de la

misma dimensién y rango. En este caso,
1
(3.1) J&E = 5 (L £ i),

cuyos conmutadores se reducen a

19, = el
(3.2)

10 <o,

Esto corresponde a dos subdlgebras su(2) que conmutan entre si (ideales),
que generan en conjunto el dlgebra de Lie del grupo semi-simple compacto
SO(4)%

Ya hemos estudiado las representaciones unitarias irreducibles del algebra
de Lie de SU(2), que estan caracterizadas por un entero o semientero j
y generadas por tres matrices autoadjuntas J,gj ), k = 1,2,3, de dimension

2j 4+ 1. Podemos tomar entonces

J,EH = J,gj” ® 16-),
(33)
=100 0 g,

las que satisfacen trivialmente (3.2).

De esa manera, las representaciones matriciales irreducibles del grupo (de
cubrimiento de) El estdn caracterizadas por un par de enteros o semienteros
(J4,7-), siendo su dimension (254 + 1)(2j— + 1).

40 bien, de su grupo de cubrimiento, grupo simplemente conexo denominado Spin(4).
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Téngase en cuenta que, mientras que las matrices que representan a los
generadores Ly de El,

(3.4) LG+ = g0 g 10-) 4 164) g g0,
son autoadjuntas, las correspondientes a los K ks
(3.5) KU+ = <Jlgj+> ©10-) _ 104 o J]gae)) ’

son anti - autoadjuntas. En consecuencia, las representaciones matriciales
asi obtenidas no son unitarias.

Se puede demostrar que El (que es un grupo de Lie no compacto) no tiene
representaciones unitarias de dimension finita (aparte de la representacién
trivial).

Los invariantes de Casimir en la representacién (j4,j—) se reducen a

o 1 ) . . .
- _ : (Jm)? 210-) £ 109 g Juf)?) -

1 . .
= S{ir Gr 1 +i- G-+ 1) p 109 @267,

(3.6)
- — (J<j+>2 ®10-) — 100 g J<j_>2) -

= (s Gr+ 1) = - G-+ D109 10,

En esas condiciones, los elementos de £1 contenidos en los subgrupos
Abelianos generados por cada vector en el algebra de Lie estan identificados
por un conjunto de seis parametros reales ag, 8, con K = 1,2,3. En la
representacién irreducible (j4,j—) tenemos

. k k
DU+ ) (a, B) 1= K (a L,+p Kk)

_ ei ((ak _ Zﬂk)J}EJJr) ® 1(j7) + (Oék + iﬁk)l(j+) ® Jlgj,)>

(3.7)

i((0f =387 ©169) i((0* +i8H190) @ 7))

=€

_ila—igR o o ia+ig)k g

9
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donde se han tenido en cuenta (3.4) y (3.5) para expresar las matrices de
la representacién como un producto directo® (donde cada factor actiia sobre
distintos conjuntos de indices de las componentes de los vectores del espacio
producto directo). Téngase en cuenta que no se trata de un producto directo
de grupos, pues ambos factores dependen de los mismos parametros. Ademés

resulta claro que, mientras que los pardmetros a”

corresponden a subgru-
beli di jonal tos, 1 k d b
pos abelianos unidimensionales compactos, los 5% corresponden a subgrupos

abelianos unidimensionales no compactos.

En consecuencia, los vectores de la representacion irreducible (j4,j—) tie-
nen componentes identificadas por un par de indices, a y l'), que toman
(2j+ +1) y (2j— + 1) valores respectivamente. Frente a transformaciones de
Lorentz ellas se transforman segin

(3.9) Y, = <ei(a ﬁﬁ)’“c’;?”) (ei(a“ﬁ)kjéj_))“ by -
aa’ b’

Finalmente, senialemos que frente a la transformacién de paridad (que
cambia el signo de las coordenadas espaciales) los generadores expresados
como operadores diferenciales en (2.6) se transforman segin

Pf/ijP_l = f/ij,
(3.10)
Pﬁgkpil = _i/Ok-
Entonces, en una dada representaciéon matricial caracterizada por el par
(j+,7—) tendremos un operador P que transforme los generadores segin

PLkP_l = Ly,
(3.11)
'PK]C'Pfl = —Kk

y, €n consecuencia,
(3.12) PDU+I-) (o, )P~ = DU+I-) (o, = B) ~ DU=7+) (a, B),

resultando una representacion equivalente a la (j_, j1).
Por lo tanto, si j+ # j_ la representacion no es invariante frente a pa-

ridad. En ese caso, para construir representaciones invariantes (a menos de

5En el dltimo paso se ha usado la igualdad

(3.8) eM®1=Z$ (M®1)" Zni —Mei.

n=0
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transformaciones de similitud) frente a P debemos considerar las sumas di-
rectas

(3.13) DU+I-) = pU+I-) g pU-d+)

de dimensién 2(2j4 + 1)(2j_ + 1).

4. GRUPO DE CUBRIMIENTO DE 51

El hecho de que El contenga a SO(3) es indicativo de que no se trata de
un grupo simplemente conexo. Para determinar su grupo de cubrimiento,
primero sefialemos que es posible establecer una relacién biunivoca entre
los vectores del espacio de Minkowski, My, y las matrices autoadjuntas de
dimensién 2 x 2.

Una base para ese espacio de matrices (de dimensién 4) estd dada por
la identidad o9 = 19 y las matrices de Pauli {o1,09,03}, que tienen las
propiedades

(4.1) tI‘{O’k} =0, tr{lz} = 2, tr{akal} = 204
Ahora bien, dado z € My, podemos formar la matriz
o(x) := 215 + zFoy, =
4.2
(4.2) a2+ a3l —ia?
= o(x)f.
ol +ix? 2V —

De (4.1) tenemos que

1
(4.3) H = 3 tr{ou,o(x)},
donde (0,) := (09,0), con o = (01,092,03), mientras que el determinante

de esa matriz es igual al intervalo,
(4.4) deto(z) = (2°)2 — (1)? — (2?)? — (23)% = 52

Inversamente, dada una matriz autoadjunta A de dimensién 2 x 2, ella

determina un vector en My cuyas componentes contravariantes son
1
(4.5) at = 3 tr{o,A},

pudiendo ser escrita como

3
(4.6) A= Z zhoy,.
©n=0



10 H. Falomir

Las transformaciones de Lorentz son tales que preservan el intervalo s2, de
modo que corresponden a las transformaciones lineales de la matriz o(x) que
la mantienen autoadjunta y dejan invariante su determinante. Consideremos
el cambio

G =Ao(x)AT =57,
(4.7)
= det & = |det A|* det o(z).

Entonces, [det A|? = 1 = det A = €. Pero ese valor se debe a una fase global
¢®/2 en A que no tiene consecuencias sobre la transformacién (4.7). De ese
modo, basta con considerar matrices complejas de 2 x 2 cuyo determinante
es det A = 1.

En consecuencia, el grupo de transformaciones que debemos considerar es
lo que hemos llamado SL(2,C) y las coordenadas del vector transformado
estan dadas por

1
(4.8) = itr{auAa(m) A"}, con A € SL(2,C).
Pero aun asi, —15 € SL(2,C) y
(4.9) (—12) o(2) (~12)" = o (),

lo que corresponde a no variar las coordenadas.

Dicho de otro modo, el par de matrices {+A, —A} C SL(2,C) correspon-
den a la misma transformacion de [,1. Por lo tanto, hemos establecido un
homorfismo® entre SL(2,C) y El, cuyo nucleo es el centro del primer grupo,

(410) {+12,—12} ~ Zo.

En consecuencia, SL(2,C) (simplemente conexo) es el grupo de cubri-
miento de [,1. Y éste, por ser doblemente conexo (H1(E1) R~ Zg), resulta

globalmente isomorfo al grupo cociente

(4.11) £l ~ SL(2,C)/Zs.

6Evidentemente, esto se corresponde con el homomorfismo existente entre SU(2) y
SO(3), subgrupos de SL(2,C) y £1 respectivamente.
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5. ALGEBRA DE LIE DEL GRUPO SL(2,C). REPRESENTACIONES
IRREDUCIBLES

Para determinar el dlgebra de Lie de SL(2,C), tengamos en cuenta que
para matrices proximas de la identidad, A ~ 15 + A,

(5.1) det A = 1= tr{A} = 0.

Como A es compleja, una base para ese espacio lineal (de dimensién 2 x 22 —
2 = 6) esta dada por
)

1
(5.2) {ZUk’_QUk’ conk—1,2,3}.

Naturalmente, los conmutadores de estas matrices reproducen las relaciones
de (2.11),

[30i.505] = i€ 3 on,
(5.3) (306, —505] =ieyn (—50%)

i i _ 1
(=501, =5 05] = —i€ij 3 0n,
como corresponde a grupos localmente isomorfos. La correspondencia esta-
blecida es”

L +—— %O'k
(5.5)
Ky +— —%O’k.

Por exponenciacién de elementos en el dlgebra de Lie obtenemos las ma-
trices
i(a—iB)" -0
(5.6) AMa,f)=e \ 2 27 —e 27"
Como J,gl/ 2 - %O'k, por comparacién con (3.7) vemos que esta representa-
cion fundamental del grupo SL(2,C) coincide con la representacién irredu-
cible (1/2,0).

"Nétese que (5.3) también admite la identificacion

Lk < %O’k
(5.4)
K +—— %O‘k .
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La representacién de (5.6) no es equivalente a su conjugada. En efecto,

teniendo en cuenta que
(5.7) oy = —0 0% 02,

vemos que la representacién conjugada de (1/2,0) es equivalente a la repre-
sentacion (0,1/2) de la ec. (3.7) (que corresponde a la segunda representa-
cién fundamental del algebra simple (3.2), de rango 2):

1 1
—i (a+iﬂ)k§ak* i(a—l—iﬁ)k§ak

(5.8) A (a,p)=c¢ =o€ 09,
es decir,
(5.9) (P9, 5)" = 0204 (e, B

Los vectores de la representacién (1/2,0), 11, son llamados espinores de
Weyl de polarizacién izquierda, mientras que los de la representacion
(0,1/2), g, son espinores de Weyl de polarizacién derecha. Los es-

8

pinores de Dirac® son vectores del espacio suma directa (1/2,0)@® (0,1/2),

[ YL
(5.10) Up = ( b ) ,

los que, frente a transformaciones de Lorentz, cambian segin

I A(a, B) 0
(5.11) b ( 0 oz A* (e, B) 02 > o

La transformacién de las coordenadas que induce (4.7), dada en la ecua-
cién (4.8), es la que corresponde a las componentes contravariantes de un
tetravector. En consecuencia, éstos se transforman como vectores de una
representacion equivalente a la (1/2,1/2) (de dimensién 2 x 2 = 4). En
efecto,

(5.12) V! = Naw Viyiy (AN = Mawr AJj, Vi -

Teniendo en cuenta que ¥;, — Ay, con A dada en la Ec. (5.6), vemos que

el producto directo

(5.13) Y @t — Ay @ TAT

8Paul Adrien Maurice Dirac (1902 - 1984).
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también se transforma como un tetravector. Sus componentes contravarian-

tes se obtienen tomando las trazas

(514 S {owr @it} = Luntoun.

Similarmnte, de la Eq. (5.8) se deduce que los complejos conjugados de
los vectores de la representacion (0,1/2) se transforman segin oo™ —
A oopr*, de modo que oat)p* ® r'oy también se transforma como un te-
travector, y los conjugados complejos de sus componentes contravariantes

resultan de tomar
1 * tox 1 T * 1 =
(5.15) St {ouoor* @ YR'or} = 5 Vr'o20302¢R = SUROLYR,

donde hemos definido 69 =09 =12y 0 = —0p, k=1,2,3.

Para un espinor de Dirac tenemos que las expresiones

mhm+w@m=w(%‘?>w=
Opu

(2 5) (2 % e
o

se transforman como las componentes contravariantes de un tetravector,
donde hemos definido las matrices de Dirac (en la representacién de Weyl)
como

0 1 0o —
(5.17) A0 = 2] 4k = % ) k=123,
1, 0 Ok 0

y el espinor adjunto como 1, := ¥piaL.
A partir de las propiedades de las matrices de Pauli, resulta inmediato
verificar que las matrices de Dirac satisfacen el dlgebra de Clifford’

(5.18) {7} =AY A = 29" 1y

El producto directo de representaciones irreducibles de SL(2,C) se des-
compone como suma directa de manera consistente con la descomposicion

de Clebsh - Gordan de productos directos de representaciones irreducibles
de SU(2).

9William Kingdon Clifford (1845 - 1879).
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Por ejemplo, (1/2,0) ® (1/2,0) = (1,0) @ (0,0). Se verifica que la re-
presentacién (1,0), de dimensién 3, corresponde a tensores antisimétricos

autoduales,

(5.19) F,=-F, = %ewaﬂwﬁ.

Similarmente, el producto directo de dos cuatrivectores, que forma un
tensor de segundo rango (4 x4 = 16 componentes), tiene una descomposicién
en componentes irreducibles que corresponden a un escalar (1), un tensor
simétrico de traza nula (9), un tensor antisimétrico autodual (3) y un tensor
antisimétrico anti-autodual (3). En efecto,

(1/2,1/2) ® (1/2,1/2) = (0,0) & (0,1) & (1,0) & (1,1)

representaciones irreducibles de dimensiones 1 + 3+ 3 + 9 = 16.

6. EL GRUPO DE POINCARE

Observadores inerciales cuyos origenes de coordenadas no coinciden asig-
nan a un mismo punto del espacio de Minkowski conjuntos de coordenadas
que estén relacionadas entre si por una transformacién (no homogénea) del

grupo de Poincaré, de la forma
(6.1) T=Lx+a = I'=A2"+a",

donde L es una transformacion del grupo de Lorentz y a es un tetravector
que representa una traslacién rigida en el espacio-tiempo.

Es facil ver que estas transformaciones se componen como elementos de
un grupo, y que las traslaciones no conmutan con las transformaciones de

Lorentz. En efecto, frente a dos transformaciones consecutivas tenemos

(6.2) x—)le—i—al—>L1(L2x+a2)+a1:Llex—i—(Llag—i—al) .

Podemos introducir una realizacién de los generadores correspondientes a
las traslaciones en el espacio-tiempo en términos de operadores diferenciales
de la forma

(6.3) P, =—id,,
de modo que

(6.4) I — ot =i a“P, 2" 4+ O(a?).
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Como las coordenadas son independientes, resulta que los P, conmutan

entre si,
(6.5) [PM,PV} ~0.
Por otra parte, resulta inmediato verificar que
(6.6) [iw, Pa} = —igua Py + i gua By,

lo que corresponde a la transformacién de un tetravector covariante.

Las ecuaciones (2.8), (6.5) y (6.6) determinan el dlgebra de Lie del grupo
de Poincaré. Notese que el rango de esta algebra es 4.
Por su parte, el cuadrado del tatravector ]5,“ P2 .= g“”f?u ]5,,, es un

invariante cuadrético del grupo de Poincaré,

(6.7) [PM,Pﬂ ~0, [iw,fﬂ} —0.

En términos de los operadores L; y K; definidos en (2.10), el élgebra de

conmutadores toma el aspecto mas familiar

/ ~ ~

L;, Lj} = 1€k Ly,

(6.8) -Ei, PJ = iqjk Pk s [K“ p]] = Z'(sz‘j ]50 s

6.1. Representaciones unitarias del grupo de Poincaré. Dado que
el grupo de Poincaré contiene como subgrupo al grupo de Lorentz, sus
representaciones unitarias tampoco son de dimension finita. En ellas, los

generadores estdn representados por operadores hermiticos {1, P,}, con
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w,v=0,1,2,3, que satisfacen el dlgebra de conmutadores'®

[Mplla Mpa] = +igupM;w - Z..g,upjwua - iguUMup + iguUMup )

(69) [M,uuapa} = _igua P, +igua Pua

[P, P, =0.

Como los generadores P, conmutan entre si, pueden ser simultdneamente
diagonalizados, de modo que existen vectores en el espacio de la representa-
cién tales que

(6.10) P,p) =pulp), p=0,...,3,

con p, € R. En esas condiciones, se puede buscar el grupo de estabilidad
(o pequeiio grupo) del conjunto de autovalores p,,, esto es, el conjunto de las
transformaciones del grupo de Lorentz que dejan invariante al tetravector
P

Esas transformaciones estan descritas por el vector de Pauli - Lu-
bansky (o vector de polarizacién),

1 1
(6.11) WH = o PP, Mpy = o """ Moo P, = WY,
donde €**P? es un tensor totalmente antisimétrico tal que €"'?? = 1. En
efecto,
[Py, WH] = %e““P"Py [Poy M| =
(6.12)

= —5 ¢"? B, (igapPs — igacPy) = 0,

de modo que W |p) es también autovector de los operadores P, correspon-

diente a los mismos autovalores p,,.

10En una teorfa cuantica, la realizacién de las transformaciones del grupo de Poincaré en
términos de operadores unitarios (definidos sobre el espacio de Hilbert de los vectores
de estado del sistema fisico) garantiza la invarianza relativista de las probabilidades de
transicién.

El generador de las traslaciones en el tiempo debe ser identificado con el hamilto-
niano del sistema, Py = H, mientras que los posibles estados del sistema estdn descri-
tos por los vectores de la correspondiente representacion lineal del grupo de Poincaré.
Operadores hermiticos que conmutan con P, corresponden a magnitudes conserva-
das en la teorfa cudntica. En ese sentido, (6.8-6.9) muestran que el impulso lineal,
? = (P, P2, P3), y el impulso angular, ]\_/} = (M1, M2, M3), com M; = %Eijijk, son

magnitudes conservadas.
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El operador W# es ortogonal a P,,
(6.13) P = 2 e PP My =0,
y se transforma como un vector contravariante,
(6.14) [Mag, W) = (188 gug — 6% gua) W

De (6.12) y (6.14) resulta que el cuadrado de W*, W? = g, WHW", es

un segundo invariante,

(6.15) (Mo, W?] =0, [P,,W?] =0.
Pero como
(6.16) W, W] £0,

sélo una de sus componentes puede ser diagonalizada al mismo tiempo que
los P,. En lo que sigue veremos cémo conviene elegir dicha componente.

En consecuencia, las representaciones unitarias irreducibles del grupo de
Poincaré (que no son de dimensién finita) contienen conjuntos de autovecto-
res simultédneos de los operadores { P, ?, WH, Wz}, para un valor particular
de p. Se distinguen tres casos segtin el signo del autovalor de P2,

(6.17) P2|p) =m?|p), conm?=py®— .

6.1.1. m? > 0. En este caso existe un sistema de referencia para el cual

Po=mYy ? = 0. La accién del operador W*# esta representada por

1 » po ..
W |p) = 5 """ Myop, |p) = 3 "V M;; |p) =
(6.18)
m . m
= = 0pe My Ip) = = 6 eijMi; [p) = —0f m My [p)
Teniendo en cuenta que
(6.19) [M;, M;] = i€ My,

vemos que el operador de Pauli - Lubansky, restringido al conjunto de vec-
tores de la forma ’po = m,? =0 >, se reduce a la aplicacién de los ge-
neradores de un algebra su(2) (es decir, el pequeno grupo del autovalor
p = (m,0,0,0) es SU(2)).
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La construccion usual muestra que en la representacion del pequenio grupo
. . -
de p existe un conjunto de (2s + 1) vectores ‘po = m,? =0 ,5,33>, con
2s e Ny s3g=—s,—s+1,...,s — 1, s, tales que

(

— —
Pg‘m, 0,3,33>:m)m, 0,8,53> ,

P;

-
m, 0>8783>:07

(6.20)

_Ws
m

— —
m7078753 = 83 m7073553 )

w32
-

— —
m, 0,3,83>:s(s—|—1)‘m, 0,8,33> .

\
El semientero s es el espin de la representacion irreducible considerada,

cuyo espacio de representacién puede construirse a partir de esos vectores

mediante la aplicacién de las transformaciones del grupo de Poincaré!!.

6.1.2. m? =0. En este caso existe un sistema inercial para el cual

(6.21) P = (p0,0,0,p0) ,

con pg > 0. En esas condiciones,
1 v, DPo
(6.22) W |p) = 5 €7 Moopy |p) = 7 (47 + €07) My [p) |

de modo que

WO |p) = po €®2 M5 |p) = po M3 |p) ,
W3 |p) = po €312 M3 |p) = —po M3 |p) ,
Wl |p> — % (610,00 + E13,00) Mpo’ ‘p> —
(6.23)
= po (€197 Mas + 32 My) |p) = —po (M1 + M) |p) |
WZ |p> — % (620,00 + E23,00) Mpcr ‘p> —

= po (2" M3 + ¥ Moy |p) = —po (Ma — Moy) |p) -

HEgta construccién de una representacion irreducible a partir del conocimiento de una

representaciéon del pequeno grupo se conoce como método de las representaciones inducidas.
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Similarmente, dado que la aplicacion de WH* no cambia los autovalores de

P, (ver ecuacién (6.12)), tenemos que

[W3)W1] ‘p> = p02 [M37M1 + MOZ} ’p> =
=ipo? (M2 — M) |p) = —ipo W2 |p) ,

(W3, W2] [p) = po® [M3, My — Mo1] |p) =
(6.24)
= —ipo® (M1 + Mog) [p) = ipo W' |p) ,

(W W2 |p) = po® [My + Mog, My — Moy] |p) =

=ipo? (M3 — M3)|p) =0.

Por lo tanto, aplicados sobre el conjunto de autovectores correspondientes
a los autovalores p = (po, 0,0, po) (es decir, en el subespacio invariante frente
al grupo de estabilidad de p), los operadores W2 conmutan entre si (de
modo que existen autovectores comunes a ambos, dado que son hermiticos),
por lo que pueden ser considerados operadores de traslacién en un espacio
bidimensional, mientras que W? actiia como el generador de las rotaciones
en dicho plano. En este caso, el pequeno grupo del autovalor p = (py, 0,0, po)
es 150(2), el grupo de simetrias de un espacio euclideo bidimensional.

Por otra parte,

Bl W2[p) = (] [ (W0)* = (W) = (W2)* = (%)) ) =
(6.25)
==l [+ (W2)?] ) <.

Ahora bien, si existiera un vector para el cual (p| W2 |p) = —¢? < 0 (por
ejemplo, un autovector de wl y W2 con autovalores q y 0 respectivamente),
de (6.24) vemos que podriamos construir un continuo de vectores con esa

misma propiedad por aplicaciéon del operador e®W? con @ € [0, 27),

ws
(6.26) p) — e 50 |p)

todos ellos autovectores degenerados del tetraimpulso correspondientes a los
autovalores (pg, 0,0, pg). Pero en la naturaleza no se encuentran particulas
de masa nula con esa clase de polarizaciones continuas, por lo que esta
posibilidad debe ser descartada.
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En consecuencia, debemos suponer que (p| W2 [p) = 0, lo que implica que
W2 actian sobre el conjunto de vectores |p) como operadores nulos.

En esas condiciones, podemos elegir un conjunto de autovectores simultaneos
de W3 y de los operadores P, para los cuales

W w3
(627) N P |p7 )‘> = - ‘pa )\> = M3 |p7 )\> =A ’pv A) s
Do Po

donde el autovalor A es la helicidad del vector (autovalor del impulso
angular en la direccién de movimiento). Dado que M3 es un generador de
un grupo localmente isomorfo a SU(2), sabemos que ™5 = 1, de modo
que 2\ € Z.

En el presente caso no disponemos de operadores escalera para construir
nuevos vectores de la representacion con diferentes autovalores para Ms.
Pero teniendo en cuenta que el operador de paridad satisface

(6.28) PRP =+PFy, PPP=-P, PMsP=+M;

(ver ec. (3.11)), vemos que su aplicacién produce un cambio de signo en la
proyeccién del momento angular en la direccién de movimiento, de modo
que en la representacién también existe el vector

(629) P|(p070)0)p0) ¢>\> ~ |(p070707 _pO) 7_)‘> .

Este vector, por efecto de una rotacién en 7 alrededor del eje 2, e™2 (que
cambia el signo de los autovalores de P3 y M3 manteniendo el signo de la

helicidad), es llevado al vector
(6.30) ™ 2P | (po, 0,0,p0) , A) ~ | (po, 0,0, po) , —A)

que corresponde al mismo tetraimpulso y a la helicidad opuesta del vector
original 2.

Por lo tanto, en el caso de masa nula, m? = 0, los vectores de las represen-
taciones irreducibles del grupo de Poincaré con autovalores definidos para

P, tienen dos posibles valores para su helicidad, £, con A = 0, %, 1, %, 2,...

12E5t0 muestra que la existencia del operador de inversién espacial requiere que toda
especie de particulas de masa nula y helicidad no nula esté acompanada por otra de helici-
dad opuesta, que puede corresponder a las mismas particulas, como en el caso de fotones
y gravitones (cuyas interacciones son invariantes frente a paridad), o a otras diferentes,
como en el caso de neutrinos y antineutrinos (cuyas interacciones no son invariantes frente

a paridad).
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También en este caso, el resto de los vectores del espacio de la repre-
sentacién se obtiene a partir del conjunto {|(po,0,0,po), £A), po € R*} por
aplicacién de las transformaciones del grupo de Poincaré.

6.1.3. m? < 0. Finalmente, las representaciones con m? < 0 son taquioni-
cas (corresponderian a particulas que se mueven a mayor velocidad que la
luz), por lo que no nos ocuparemos de ellas.

7. EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Determinar la ley de composicién correspondiente al grupo cociente
entre el grupo de Lorentz y su subgrupo propio ortécrono, O(1,3)/ ﬁl.

2. Mostrar que El es no compacto (Sugerencia: considerar los boosts).
.Cabe esperar que este grupo tenga representaciones matriciales uni-
tarias?

3. Determinar el algebra de Lie del grupo SO(1,3) (Sugerencia: con-
siderar el espacio de las matrices de 4 x 4 reales y antisimétricas).
Qué dimension tiene esa algebra?

Mostrar que los generadores pueden elegirse como

00 0 O 000 O
00 0 O 0 00 -1
Ly =—i , Lo=—i ,
00 0 1 000 O
0 0 -1 0 010 O
0 0 00 0 -1 00
0 0 1 0 -1 0 00
L3 = —1 s K1 = —1 5
0 -1 0 0 0 0 00
0 0 00 0 0 00
0 0 -1 0 0 0 0 -1
Ky = —i 0 0 0 O O Ks— —i 0 00 O ’
-10 0 0 0 00 O
0 0 0 O -1 0 0 0

y que esas matrices satisfacen las relaciones de conmutacion de la Ec.
2.11.
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Construir la representacién adjunta del grupo SO(1, 3). Mostrar que
la forma de Killing es regular (lo que corresponde a un algebra semi-
simple) pero no positiva definida (lo que refleja el hecho de que el
grupo es no compacto). Mostrar que esa representacién adjunta co-
rresponde a la representacién irreducible (54 = 1,j- = 1) (Sugeren-
cia: Construir las matrices correspondientes a las combinaciones J,Ei)

y con ellas los correspondientes invariantes cuadréticos de Casimir).

Mostrar que los operadores diferenciales (definidos sobre funciones
suaves de las coordenadas del espacio-tiempo) f/ag =1 (2q08 — 230a),
con o, = 0,1,2,3, generan un &algebra isomorfa a la del grupo

SO(1,3).

Mostrar que existe una correspondencia biunivoca entre el espacio de
Minkowski M, y el espacio de las matrices autoadjuntas de 2 x 2. Dar
la expresién del intervalo s en esta segunda representacién y deter-
minar el grupo de transformaciones lineales que lo dejan invariante.

: 1
Mostrar que existe un homomorfismo entre este grupo y L.

Determinar el dlgebra de Lie del grupo SL(2,C). Mostrar que es de
rango 2 y decir cuantas representaciones fundamentales tiene esa alge-

bra.

Identificar una representacion fundamental de SL(2,C) (determinar
que par (ji,j—) le corresponde). Mostrar que su conjugada es no
equivalente a dicha representacién fundamental.

Mostrar que un tetravector se transforma como vector de una re-
presentacién irreducible de SL(2,C) equivalente a la representacién
(1/2,1/2). (Sugerencia: ver Ejercicio 6).

Verificar que las matrices de Dirac (definidas en (5.17)) satisfacen el

algebra de Clifford

"7 =2¢" 14
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