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Dedicado a la memoria de mi viejo.



Desocupado lector, sin juramento me paslicreer que quisiera que este libro, como
hijo del entendimiento, fuera elaa hermoso, el &s gallardo y mas discreto que pudiera
imaginarse. Pero no he podido yo contravenir al orden de naturaleza; que en ella cada
cosa engendra su semejante.

Miguel de Cervantes
(Primeras palabras del fogo al
Ingenioso Hidalgo Don Quijote de la Mancha.)

For the most wild yet most homely narrative which | am about to pen, | neither expect nor
solicit belief. Mad indeed would | be to expect it, in a case where my very senses reject
their own evidence. Yet, mad am | not -and very surely do | not dream. But tomorrow | die,
and today | would unburden my soul. My immediate purpose is to place before the world,
plainly, succinctly, and without comment, a series of mere household events. In their con-
sequences, these events have terrified -have tortured- have destroyed me. Yet | will not
attempt to expound them. To me, they have presented little but horror -to many they will
seem less terrible than baroques. Hereafter, perhaps, some intellect may be found which
will reduce my phantasm to the commonplace -some intellect more calm, more logical,
and far less excitable than my own, which will perceive, in the circumstances | detail with
awe, nothing more than an ordinary succession of very natural causes and effects.

Edgar Allan Poe (The Black Cat.)
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1.1 FUNCIONES ESPECTRALES Y OPERADORES SINGULARES

No other question has ever moved so profoundly the spirit of man;
no other idea has so fruitfully stimulated his intellect;
yet no other concept stands in greater need of clarification
than that of the infinite.
(David Hilbert.)

|.1. Funciones Espectrales y Operadores Singulares

En una serie de trabajos publicados entre 1967 y 1969, R.T. Seeley [112, 113, 114]
estudo la existenciay propiedades de la resolvérte \)~! de un operador diferencidll
con coeficientes infinitamente derivables definido sobre secciones de un fibrado vectorial
sobre una variedad de base compddtaon borde suav@)M . El procedimiento utilizado
consiste en construir una aproximaecial riicleo de la resolvented — \)~!, con\ € C,
para grandes valores g a partir de una aproximam al Smbolo de la resolvente. Esto
permite, por su parte, definir e investigar las propiedades del operador pseudodiferencial
A~*, para una variable € C.

Los trabajos [112, 113, 114] contienen un resultado fundamental en la teotas
funciones espectrales: la traza de*, tambien denominada funan- del operadorA,
es una fundn meromorfa de la variablecuyastnicas singularidades consisten en una
sucesbn de polos simples, ubicados en puntos del eje real dados por,

m-—-n

d

Sp = con n=20,1,2,...

1)

donde la cantidad: designa la dimenén de la variedad/ y d el orden del operador
diferencial A.

Es notable que los polos de la fudniespectral4(s) := Tr A~*, slo dependan del
orden del operadad y de la dimengn de la variedad/. No dependen, por ejemplo, de
palmetros externos que aparecieren en los coeficientes del operador diferencial ni de la
forma funcional de estos coeficientes.

No obstante, el resultado (1) ealido bajo las hiptesis que hemos mencionado. La
variedad)M debe ser compactay su bor@é/ suficientemente suave. Por otra parte, exis-
ten restricciones sobre las condiciones de contorno del problema, esto es, sobre el compor-
tamiento de las funciones del domiriig A) del operador en el bord&\/ de la variedad.
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.1 FUNCIONES ESPECTRALES Y OPERADORES SINGULARES

Las condiciones de contorno deben estar definidas por operadores de borde locales que
son combinaciones lineales de las derivadas normales al bdrdse(Va ecuaon 258.)

El operador diferenciall y los operadores de borde deben, adsnuefinir un sistema
eliptico para el cual se satisfaga la conditde Agmon (eanse las definiciones (1V.3.1),
(IV.3.2) y (1V.3.3).) Asimismo, el operadot debe ser regular.e., sus coeficientes deben
pertenecer a la clas®* (1) de funciones infinitamente derivables sobre la variedad.

Antes de mencionar las aplicaciones de este resultado eraTadantica de Campos
hemos de decir que, a pesar de la gran actividad desarrollada en el estudio de las funciones
espectrales, no existe informanisuficiente acerca de la validez del resultado (1) en el
caso de operadores diferenciales con coeficientes singulares.

El objetivo central de esta Tesis es estudiar la estructura de polos de lanfgnci)
de un operador diferencial con coeficientes singulares definido sobre una variedad con
borde. En el cajpulo IV presentaremos sucintamente la derigadiel resultado (1) pero
mostraremos que este resultado pierde validez en presencia de cierto tipo de singulari-
dades. Deduciremos entonces el Teorema V.4.1 que muestra la Gbidadbs polos de
la funcibn< de operadores de Séltlinger unidimensionales cuyos potenciales poseen
ese tipo de singularidad. Veremos que, en este caso, la@odieios polos puede depen-
der de algunos otros g@anetros que caracterizan la singularidad del operador.

Algunos ejemplos san tratados en el céplo VI, en el que calcularemos los polos
y residuos de las funcionéseorrespondientes a algunos operadores diferenciales con
coeficientes singulares que pueden resolverse en formizieahl

Consideraremos, en particular, hamiltonianos de &thger,
A= _8§+Uu($)> (2)

en variedades de base unidimensionalesompactas y no compactas, cuyos potenciales
U,(x) presentan una singularidad en el boédd. Tambgn resolveremos un problema
asociado al hamiltonianos de Dirac,

A=iv(de —ifd(2)), 3)

definidos sobre una variedad no compattale dos dimensiones en la que el campo de
gaugeA, (z) presenta una singularidad aislada.

Es importante dealar que, para ambos operadores, el “grado” de la singularidad pre-
sente en los coeficientés (x) y A, (z) coincide con el order del operador diferencial;
id est el potencial del operador de Sélinger, para el qué = 2, posee unérmino
singular proporcional a—2, en tanto que elérmino singular en el campo de gauge del
operador de Dirac, para el cuél= 1, es proporcional a—'. Esta propiedad permite

1En los casos que hemos estudiado, las autofunciones pueden expresarsgrarstde funciones es-
peciales y los autovalores aatdeterminados por las soluciones de ecuaciones trascendentes.
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1.1 FUNCIONES ESPECTRALES Y OPERADORES SINGULARES

estudiar las funciones espectrales enmninos de las transformaciones de escala en las
proximidades de la singularidad. El $obicer, por su parte, eatrelacionado, tanto en
uNno como en otro caso, con el coeficiente dedositnos singulares, caracterizandolas
“intensidad”de la singularidad.

De acuerdo con el resultado (1), los polos de la fongi de los operadores regulares
de primer y segundo orden definidos sobre variedades de base de una y dos dimensiones
estin ubicados en valores enteros o semienteros del eje real. No obstante, los operadores
diferenciales (2) y (3) que hemos estudiado en eitap VI poseen un coeficiente
con una singularidad regular de la forma® y z~!, respectivamente. En consecuencia,
no podemos afirmaa priori que se verifique (1) pues los operadores no satisfacen las
hipbtesis que lo rigen.

La resolucbn expicita para los operadores (2) y (3) que daremos en étutapV|
muestra que, por el contrario, se verifica la estructura de polos de las fun¢iquegro-
baremos en el caqulo IV para operadores con coeficientes singulares. Como dijimos, esta
estructura no responde a la ec@scil) sedin la cual, enlos casas= 1,2y m = 1,2, los
polos eshn ubicados en enteros o semienteros del eje real. En presencia de las singular-
idades regulares mencionadas, las funcianesrrespondientes tienen polos simples en
el eje real cuyas posiciones dependen con continuidad daingdror que, como hemos
dicho, caracteriza la intensidad de la singularidad. Por consiguiente, com@elgier
v toma valores en un intervalo del eje real, las posiciones de los polos de las funciones-
pueden tomar, incluso, valores irracionales. Asimismo, se observa que, aunque las sin-
gularidades de las funcionésson aisladas, la distancia entre polos sucesivos disminuye
en la direcadn del semieje real negativo y su densidad aumenta conforme la vasiable
tiende a—oo sobre el eje real. En el caso de operadores regulares, por el contrario, las
singularidades de la furtm- estn, como indica (1), igualmente espaciadas.

Daremos a continua@n expresiones para las funciones espectrales que estudiare-
mos en esta Tesis y veremos algunas consecuencias del resultado (1). Las definiciones
y propiedades de las funciones espectrales se presentan con mayor detalle edrta secci
V.2

Si el operador diferenciall tiene un espectro de autovalores dado por},cn en-
tonces,
Cals) =TrA™ =) A", (4)
neN
que converge par&(s) suficientemente grande. Por otra parte, si el valor absoluto de
los autovalores crece suficientemerdépido conforme:. — oo, entonces la traza de la
resolvente existe y eéstlada por,

Tr(A—)\)l—Z)\nl_A. ()

neN

2Nos referimos al potencidl, (z) y al campo de gaugd, (x) como los coeficientes dektmino de
orden cero en las derivadas.
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.1 FUNCIONES ESPECTRALES Y OPERADORES SINGULARES

Asimismo, si la parte real de los autovaloresaestotada inferiormente, la traza del heat-

kernelTr e—t4 verifica,
Tre 4 = Z e~ (6)

neN
siendot € R™.

En la secdn V.2 mostraremos que la transformada de Mellin de la traza del heat-
kernel es la funé@n< y que su transformada de Laplace es la traza de la resolvé&stess
las ecuaciones (245) y (246).) Esto implica que las singularidades deaportan infor-
macibn acerca de los desarrollos aéiitos deTr (4 — \)~! y de Tre~*4 para grandes
valores de\| y para pequigos valores de respectivamente. Si la furigi 4 (s) posee po-
los simples e = s,,, conn € N, entoncedr (A — \)~! admite un desarrollo asiotico
para grandes valores ¢l en potencias de la forme*~! en tanto quélr e~** admite
un desarrollo asiftico para pequeos valores déen potencias de la formas~. Los co-
eficientes de estas potencias en ambos desarrollostagistesan determinados por los
residuos de la fundin 4(s) en el polo correspondiente. En consecuencia, si se cumplen
las hipbtesis del resultado (1), los exponentes de las potenciaydeen los desarrollos
asinbticos deTr (A — \)~! y deTre~*4 estin determinados por el orden del operador y
la dimensbn de la variedad.

Consideremos, por ejemplo, un operador diferencial dedsatger regular,
A=-AN+V(zx), (7)

definido sobre seccionesde un fibrado vectoriall de rangok y conexbn w sobre una
variedad de base compactaque satisfacen la condar de contorno local,

(Om +5) Glop, =0 (8)

donded,, es la derivada respecto de la coordenadanormal al bordé&M y S : OM —
Ckxk, Se demuestra entonces [66] que la traza del heat-kerhebatisface el siguiente
desarrollo asirditico para pequs valores de,

—m+n

Tre 4 ~ Z cn(A)-t7 2 9)
n=0
donde los coeficientes, (A) estin dados por,
1 1
cor(A) = (47T>m/2/h co(A, @) dp(x) + W/BM ey, (A, ) dp’ (),

1

! (10)
b b
m /6M G (A, ) dpr’(),

siendodu(z) y dub(x) medidas de integra@in sobre la variedad y sobre su borde, respec-
tivamente. Como puede verse de la exneqP), los exponentes de las potencias de

cor+1(A) =

16



1.1 FUNCIONES ESPECTRALES Y OPERADORES SINGULARES

estin de acuerdo con la ubicéai de los polos de la fun@n-¢ correspondiente, dada por

(1).

Los coeficientes locales, (4, z), 5. (A, z), b, ., (A, x) de las expresiones (10) son
funciones del potencidl (x), de la coneXn w, de la matrizS, del tensor de curvatura
R.uwpe de la variedadV/ y del tensor de curvatura eutsecalk,, del borded) . Los
valores calculados para los primeros de estos coeficientes son [66, 82, 123],

co(Ax) =k, (11)
c2(A,z) = trgV (z) + é kR, (12)

1
ca(A x) = 360 (60 trg AV (z) + 60 RtrgV (z) 4+ 180 trgV*(z)+

F 12k AR+ 5kR? — 2k Ry R + 2k R pe RVPT + 30 trg€,, Q") (13)

ch(A,z) =0, (14)
cg(A,:c)zé(kK+6kS), (15)

1

1
h(Az) = =0 (96 trgV (z) + 16 kR + 8k RE, , +

+ 13k K*+2k K, K" +96k S K + 192k 5?) . (17)

En estas expresionesz representa la traza de los operadores sobre la fibra, que es iso-
morfa aCF, y Q) es la “curvatura” de la conesn w.

Por el contrario, los resultados obtenidos en eltaépV y verificados con ejemplos
en el cajtulo VI indican que las funciones espectraleg A — \) ' y Tr e~4 del opera-
dor (2) con un potencidl, (x) singular admiten un desarrollo agitito en potencias de
Ay t cuyos exponentes dependen delgpaetror involucrado en elérmino singular. Un
resultado similar para la traza de la resolveht¢ A — \)~! del operador singular (3) es
ilustrado con algunos ejemplos en el taf VII.

En el Cafitulo V estudiaremos, en particular, el operador ded8eatger (2), definido
sobre la variedad de baBg', cuyo un potencial/, () tiene un comportamiento singular

enz = 0 dado por,

vi—1/

U, (z) = 74 +V(2), (18)

siendoV (x) una funcon anaitica e inferiormente acotada. Mostraremos que el desarrollo
asinbtico de la traza de su heat-kernel contiene potenciasldpendientes del pametro
v dadas por,

Z Z bN,n(A) 9N tVN+n/2_1/2 ’ (19)

N=1n=1

17



.1 FUNCIONES ESPECTRALES Y OPERADORES SINGULARES

dondef es un paimetro que caracteriza la condinide contorno en el origen. Daremos
tambien una écnica para determinar los coeficientgs, (A).

Algunas otras divergencias con respecto al resultado (1) ya han sido estudiadas bajo
distintas hifdtesis. La presencia de polos de multiplicidad mayor que uno en labfunci
Ca(s) est relacionada con desarrollos aétitos de la traza de la resolvente y del heat-
kernel que involucran factores de la foriag A y log ¢t multiplicando a las potencias de
Ay t, respectivamente. Se ha demostrado [73, 74, 75, 76, 77] que el desarroftiasint
para pequios valores dede la traza del heat-kern&t ¢ —*4 de operadores diferenciales
definidos sobre funciones que satisfacen condiciones de contorno espégragsntan
terminos logdtmicos ent multiplicando a las potencias de Por lo tanto, la fundn
Ca(s) correspondiente presenta polos de multiplicidad mayor. No obstante, la @bicaci
de estas singularidades en el plano complegst determinada, al igual que bajo las
hipotesis del resultado (1), por el ordénel operador y la dimensbnm de la variedad
de base\/.

Existe, tambkén, cierta controversia [50, 10, 115, 49] con respecto al desarroll@asint
tico del heat-kernel en problemas con condiciones de contorno mixtas, esto es, definidas
por un operador de borde singufareferida a las propiedades de los coeficientes e, in-
cluso, a la presencia dérminos logatmicos ent. No obstante, una vezas los expo-
nentes de las potencias g consecuentemente, la ubicgatide las singularidades de la
funcibn- estin determinadas por el orden del operador diferencial y la diens la
variedad.

En 1980, C. Callias y C.H. Taubes [26] conjeturaron que el desarroll®gdsmtie la
traza del heat-kernel de operadores diferenciales con coeficientes singulares paesentar
factores logdatmicos ent multiplicando potencias decuyos exponentes pddn, aderas,
depender de los pametros que caracterizaran las singularidades de los coeficientes. Sin
embargo, no proveyeron en esa ooasargumentos o ejemplos que sostuvieran su conje-
tura.

En 1983, C. Callias [25] estutliel operador de Schdinger (2), conr € R*, dado
por el potencial
v2—1/4
U,(z) = T/ ; (20)
conv > 1 pero demosfr que la traza de su heat-kernel admite un desarrollotdgsiaten
potencias de cuyos exponentes responden a la ecual).

Sin embargo, en el caplo VI mostraremos que, para operadores de la forma (2) con
un potencial (20) pero coh < v < 1, los exponentes de las potencias dependen, en

3Condiciones de contorno espectrales son un tipo de condiciones no locales que aparecen en el Teorema
delindice de Atiyah-Patodi-Singer para variedades con borde [6].

4Tambien llamadas condiciones de contorno de Zaremlgacondiciones de contorno del tipo Dirichlet
en una subvariedad d&\/ y condiciones de contorno del tipo Neumann en su complemento.
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1.1 FUNCIONES ESPECTRALES Y OPERADORES SINGULARES

general, del pametrov. La diferencia se debe a que este operador admite una familia in-
finita de extensiones autoadjuntas st v < 1 en tanto que es esencialmente autoadjunto
siv ¢10,1).

Si el operador es esencialmente autoadjunto, como es el caso considerado en [25],
las condiciones de contorno en la singularidadrestrivocamente determinadas. Por el
contrario, el caso en el que< v < 1, estudiado en el céplo VI de esta Tesis, admite
un conjunto infinito de condiciones de contornozer- 0. Como veremos, la presencia
de esta variedad de condiciones de contorno posibles es esencial para obtener potencias
det con exponentes dependientesde

Larelevancia de las condiciones de contorno para el estudio de operadores de la forma
(2) con un potencial singular dado por (18) se deduce de un argumento dimensional que
desarrollaremos con mayor detalle en elitidp IX. En efecto, como el orden de la singu-
laridadz =2 coincide con el orden del operadar£ 2), éste es “formalmente” invariante
de escala. Por consiguiente, el problema presenta estaisisiett dominio del operador
0, equivalentemente, las condiciones de contorno que lo definen soretaimariantes
de escala. Utilizando la teélar de von Neumann para las extensiones autoadjuntas, que
expondremos en el ceplo Il, puede probarse que existen dos condiciones de contorno
particulares, esto es, dos extensiones autoadjuntas, que presentan esta invariancia. Estas
dos condiciones de contorno no involucran, por lo tanto, imngaémetro con dimen-
siones. Es plausible, por ello, que los exponentes del desarrollotasirdel heat-kernel
respondan, para estas dos extensiones, al resultado (1).

Para comprender esto observemos, en primer lugar, que los autovglatekope-
rador de Sclhirdinger tienen dimendn correspondiente a la inversa del cuadrado de una
longitud, L—2. Por lo tanto, el p@metrot en la trazalr e~** tiene dimengin L? y, conse-
cuentemente, el coeficiente de la potericia en el desarrollo asiatico del heat-kernel
tiene dimensiones?s~. Si, con excepdin del €rmino singular proporcionala 2, el po-
tencial es andico en la coordenada entonces el operadr mvolucra paametros cuyas
dimensiones son potencias enterag.d€omo, aderas, las dos condiciones de contorno
invriantes de escala no involucran nimgpaémetro adicional con dimensiones, se puede
probar que las dimensiones de los coeficientes de la poterfciaon potencias enteras
de L. De modo que, para estas dos extensiones autoadjuntas particulares, los exponentes
s, Y, €n consecuentemente los polos de la fongi, deben ser semienteros, como indica
la ecuaadn (1).

Contrariamente, las deéim extensiones autoadjuntas que admite el operador diferen-
cial involucran un pametrof cuya dimengin, como se deduce de la conditide
contorno correspondiente §ase el cdpulo 1), es una potencia dé dependiente del
paametro adimensionaldel ttrmino singular. Silos coeficientes del desarrollo @sicd
del heat-kernel dependen de la exténsautoadjunta esh, entonces, relacionados con el
patametrod por lo que resulta plausible que sus dimensiones sean potendiaguis al
igual que el exponente dedependan tamén dev.
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1.2 APLICACIONES EN TEORA CUANTICA DE CAMPOS

En conclusbn, existen dos extensiones autoadjuntas invariantes de escala para las
gue los exponentes deen el desarrollo asiftico del heat-kernel obedecen a la ecua-
cion (1). Las condiciones de contorno de las restantes extensiones autoadjlaras est
caracterizadas por un anetrod cuya dimengn depende del coeficiente définino
singular del operador diferencial. Para estas extensiones autoadjuntas los coeficientes del
desarrollo asirittico del heat-kernel involucran al @anetrof y, por consiguiente, los
exponentes de las potenciasidambién dependen del coeficiente detrhino singular
en el operador.

Esta dependencia, uno de los resultados centrales de esta Tésenseciada en el
Teorema V.4.1.

La demostradin de este Teorema se basa en una generdizatg la brmula de
Krein. Esta brmula relaciona las resolventes de dos extensiones autoadjuntas de un ope-
rador regular. En el Teorema V.3.11 extendemos este resultado al caso de un operador de
Schibdinger (2), conr € R™, cuyo potencial presenta u@arimino singular proporcional
ax~2. De esta manera podemos expresar la resolvetite- \)~! de una extenén au-
toadjunta arbitrarial’ del operadord como una combina6n lineal de las resolventes de
las dos extensiones autoadjuntas caracterizadas por condiciones de contorno invariantes
de escala. Los coeficientes de esta combarelaneal presentan desarrollos aétitos en
potencias de\ cuyos exponentes dependen del coeficiente&taiiho singular del oper-
ador diferencial. Este es el origen de la dependencia con la intensidad de la singularidad
de los exponentes de las potenciag da el desarrollo asiatico del heat-kernel y de la
posicbn de los polos de la fun@in- del operador.

1.2. Aplicaciones en Teota Cuantica de Campos

1.2.1. Funciones espectrales en Tet@ Cuantica de Campos

Las funciones espectrales encuentran aplicaein diversasreas de laiica y la
matenatica. Completas descripciones y referencias acerca de estas aplicaciones pueden
encontrarse en los trabajos de K. Kirsten [82], D. Vassilevich [123], Gotp[53] y E.
Elizaldeet al.[52].

En Teora Cuantica de Campos las amplitudes de disgersle paficulas represen-
tadas por campos éaticos¢(z) se calculan enérminos de las funciones de Green
definidas como el valor de expectacide vat del producto ordenado temporalmente
de esos campos. En la formulagibasada en la integral funcional, esos valores de ex-
pectacbn esén dados por,

<O {8(m1) - 6w)} 0 >= / Do p(ar) . dlaa) e #59, 21)

dondeN es una constante de normalizatily S[¢| es la acdn que rige la diamica de
los campos)(z) evaluados en una variedad de bagel a integral funcional (21) puede
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1.2 APLICACIONES EN TEORA CUANTICA DE CAMPOS

calcularse perturbativamente, con respecko @tilizando la écnica de los diagramas de
Feynmann. Esteatculo permite regularizar, perturbativamente, losapatros que inter-
vienen en la acén S[¢] mediante la introducoin de contr&rminos en el lagrangiano.
Las funciones espectrales proveen un mecanismo de regulanzdgrimer orden per-
turbativo, esto e)(h), equivalente alalculo de los diagramas de Feynmann con 1-loop.

Consideremos la funcional,

N/®¢€ £ Slol+4 () (22)

donde(-, -) es el producto interno en el espacio de funciones sobre la variedad de base
M. La funcionalZ[.J] se denomina funcional generatriz, pues sus derivadas funcionales
permite calcular los valores de expectac(21),

)
6J(x1) 0 J(xy)

< O[T {(21) - ¢(xn)} [0 >= A" Z1J] (23)

Por consiguiente, la informami obtenida perturbativamente utilizando los diagramas de
Feynmann se encuentra contenida en la funcigid). Las contribuciones de los diagra-
mas conexos e&h dadas por la funcional,

W[J] = hlog Z[J] . (24)

Por su parte, las contribuciones de los diagramas conexos e irreducibles a tndapart
estin dados por la transformada de Legeridrg;| de W [J],

Llgs] = (J,¢5) = W[J], (25)
donde, 5
6s(x) i= 57 W (26)

Esta ecuaéin permite expresar a la fuenf¢z) en €rminos del campa;(z), en virtud
de lo cual podemos eliminar en la ecuat{25) la dependencia de la funciofad ;| con
J(z).

En consecuencia, el campg(z) satisface,

)

La funcionall'[¢,] se denomina acon efectiva pues coincide, a orden dominantéien
con la acadn clasicaS|¢,|. Haciendo una traslamn en la variable de integrai ¢ de
(22), obtenemos la siguiente exp@spara la acéin efectiva,

1 )
I'[¢s] = —hlog {N / D e~ nSWstalti (@D (28)
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1.2 APLICACIONES EN TEORA CUANTICA DE CAMPOS

Si desarrollamos la admi S|¢; + ¢] alrededor del campg,(z) obtenemos,

1 1 1
Ll¢,] = —hlog {N e 1o /®¢ 6_2”(¢’A’¢)+"} ; (29)

siendo,

6% S[¢]
A-p(x) = / _— o(z'). 30
() v So@do) |,_, (') (30)
Como la acadn es local el operadot es un operador diferencial. Gese taml@n que, al
orden que estamos considerando, &raiinos lineales en los campos en (29) se cancelan

en virtud de la ecua6n (27).

Si representamos la variable de integbach en (29) enérminos de las autofunciones
del operador y definimos la constante “infinita¥’ convenientemente, la integral en (29)
satisface,

/ D e~ @A49) L Det~/2(A). (31)

Este resultado esalido para campo bésicos. En el caso de campos feomicos, la
integral es proporcional al determinante del operatior

Obtenemos finalmente la aproximagial orden de 1-loop de la aéei efectiva,

(6] = S16,] + 5 logDet(4) + O() (32)

Como A es un operador diferencial su determinante debe ser correctamente definido. En
efecto, si designamos pok,, },n al espectro del operador, el producto de sus autovalores

[ 1, A resulta divergente por lo que requiere una “regularizaGiesto es, una definimn
consistente que conduzca a un resultado finito. Esto equivale a las divergencias que se
encuentran en ebdculo perturbativo a 1-loop. Las funciones espectrales proveen algunas
tecnicas para regularizar el determinante de un operador diferencial y, consecuentemente,
regularizar la acéin efectiva.

Para introducir una de las regularizaciones del determinante de operadores diferen-
ciales coninmente utilizadas consideremos la identidad,

loga — logh = — / % (e_m — e_tb) , (33)
0

valida paraz, b € R*. Podemos entonces proponer,

oo dt

log Det(A) ~ —/ - Tre 4. (34)
0

No obstante, com@r e *4 ~ t~"/¢ cuandat — 0 (véase la ecuadn (9)), la integral en

(34) no es convergente y requiere una regular@@adDefinimos entonces,

, (35)

s=0

log Det(A) := —u%/ dtt" ' Tre™ ™4
0
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1.2 APLICACIONES EN TEORA CUANTICA DE CAMPOS

siendop un paametro con dimensiones de erarg

De acuerdo con la relam entre la traza del heat-kernel y la fumci( que probaremos
en la secdn V.2 (vease la ecuagn (246)),

log Det(A) = —u*T(s)¢(s)

= O 2108 4¢0) + 1 0) - C0). (36)

s=0 -

Como la funcbn ((s) es regular es = 0 [112, 113, 114], las divergencias del determi-
nante del operadot estin representadas por el primérrhino de la ecuaon (36), que
es proporcional g (0). En la secdn 1V.2 se demuestra que este valor de la fangj
est dado por uno de los coeficientes del desarrollo atsiat de la traza del heat-kernel
(véase la ecuagn (247)),

C(0) =cn(A), (37)

siendom la dimensbn de la variedad de bagé. Es importante observar en este punto
que, dado que ektmino divergente en la adn efectiva resulta proporcional al coefi-
cientec,,(A, ), es esencial que este coeficiente dependa localmente del campo de modo
gue la divergencia pueda removerse mediante una redéfirde los paametros del la-
grangiano (@anse las expresiones (11-17).)

A modo de ilustradn consideremos un campo escalar sin cargg con un la-
grangiano dado por,
L=0,0-0,6+m’¢* + \p*. (38)

Suponemos que el campo &stefinido en una variedad eucidea, plana y compacta.
Omitiremos aderas los efectos del bordeV/.

De acuerdo con las expresiones (30) y (38), el operddesulta, en este caso,
A=—-A+m*+6)¢,(x). (39)

En consecuencia, si la variedad de basdiene dimengin m = 4 (véase la ecuagon

(13)), ;
0 = eald) = g5 [ (mPAa3 (o) +33%05 () (40)
M
Vemos que la dependencia (@) con el campab;(z) permite remover logrminos di-
vergentes de la adm efectiva redefiniendo los @anetrosn y A\. De modo que, teniendo
en cuenta las ecuaciones (32), (36) y (40), la@teifectiva resulta finita si introducimos
en el lagrangiano los cont&minos de modo que,

3 1
2 _, 2 + 2
m m {1+h167r2>\5+0(h )}, (41)
A= A|1+h ) A1+0(h2) (42)
16m2 " s '
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Mencionamos tamen la regularizaéin del tiempo propio que consiste en modificar

la integral (34),

< dt

log Det(A) = —/ — Tre 4, (43)
A2 t

gue permite expresar logérminos divergentes de la aoni efectiva ené@rminos de la
enerda de corte\. De ese modo, las divergencias ultravioletaarsieterminadas por los

primeros érminos del desarrollo asitico del heat-kernel.

Existe una regularizagn “analtica” del determinante basada en la furc(s) =
Tr A—*. Si el operadord actia sobre un espacio de dimeamsifinita y tiene un conjunto
de autovalores dado p§n,, },.—;n entonces se verifica,

77777

(44)

s=0

Generalizando esta igualdad al caso de operadores en espacios de alinnivsia,
definimos [79, 100],
log Det (A) := —¢'(0) — 2log £¢(0) . (45)

Esta definidbn conduce a una regularizanifinita de las constantes de acoplamiento.

Las funciones espectrales poseen inforiaccerca de otras cantidades en Taor
Cuantica de Campos. Si el lagrangiaribosposeeé&rmino cuadaticos se puede ver, com-
pletando cuadrados en la exp@®s({22), que la funcional generatiiz[.J] de los campos
libres esh dada por,

ZolJ] = % e~ I J@ AT @) I Dep=1/2( 4), (46)
Las funciones espectrales aportan inforraaccerca de la estructura de singularidades
del propagadod—!(z,z’). En efecto, en la sedm IV.2 veremos que el(tleo de la
resolvente(A — \)~(z,2’) es la transformada de Laplace déicteo del heat-kernel
e~'(x,2'). En consecuencia, el propagador o famoile Greeml~*(z, 2') esé dado por,

ANz, ") :/0 dte "z, 2'). 47)

Por consiguiente, el desarrollo agitico del rucleo del heat-kernel para pedjios valores
det determina las singularidades que presenta el propagador en puntos coincidentes
x'.

Por otra parte, elaculo de la eneii@ de Casimir del campo electroméa&gico clanti-
co tambén conduce a la aparamn de cantidades divergentes de la forma - > w,
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siendo{w, }.en las frecuencias de los modos electron&@os. Las funciones espec-
trales son utilizadas, en este contexto, para regularizar laiangegCasimir. Una des-
cripcion ilustrada con ejemplos de la regularizacde la enerig de las oscilaciones del

vado puede consultarse en [111]. En el trabajo de M. Boetaa. [18] se encuentra un
estudio detallado del efecto Casimir y de sus aplicaciones. Los resultado recientes pueden
consultarse en el trabajo de K.A. Milton [92].

Finalmente, mencionemos que las funciones espectrales permite@maehidlculo
de anomahs en Teda Cuantica de Campos. Las anofi@ representan una variagide
la accbn efectiva ante un grupo de simatde la acén clasica. Teniendo en cuenta las
ecuaciones (32) y (36) vemos que las andasaesan determinadas por las propiedades
de transformadin de la funaddn (4 (s) ante el grupo de simé&®,

3C(s) =6 (Tr A=) = —sTr (6AA1) . (48)

Consideremos, por ejemplo, la anomatonforme que eatdada por la variach de la
accbn efectiva frente a la transformacig,, (z) — €2#*)g,,(z) y puede escribirse en
términos de la traza del tensor eriargnpulsoZ ), (x),

orio) - | OO om0 dpu(a) = —2 /M VT T () 9 () Bl2) dp(x) =

M(Sgu,,(ilﬁ)
:/M\/gT:‘(x)é@(:c)du(x)- (49)

Si la teora clasica posee simé#r conforme la transformamn del operadod est dada
por A — e¢~2¢®) A de modo que la variagh conforme de la funon ¢ 4(s) es, de acuerdo
con la expregin (48),

6¢(s) = 2sTr (dp(z)A™") . (50)

Como la cantidadr (6p(z)A~*) es regular e = 0 [66], la transformadin conforme
de lafuncon(a(s) ens = 0 verifica,

0Ca(0) =0,  6¢4(0) =2 Tr (6p(x)A™)

De acuerdo con las ecuaciones (32) y (36), junto con (51), conokique la anom&
conforme no es divergente ni depende debpaatro de escala. Utilizando aderas la
ecuacdn (49) y la reladdn entreTr (5p(x) A=) y Tr (dp(z)e~ ), similar a la ecuaéin
(246), obtenemos la correéti clantica a 1-loop de la traza del tensor emigipulso,

(51)

s=0 "~

TH = —hen(A,x) + O(R?). (52)

I

La expresbn (48) puede aplicarse tangial @lculo de la anoméa quiral’ y de esta
manera se obtiene una relacientre las funciones espectrales y el Teoreméandide.

SEstas identidades pueden demostrarse formalmente en baséanlaas de [7, 107].
El método de K. Fujikawa para determinar la andmajuiral [59] equivale a la regularizéci del
determinante mediante la ecuati(43).
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1.2.2. Potenciales singulares

Los fundamentos de la tdarde losindices de deficiencia de von Neumann para el
estudio de las extensiones autoadjuntas pueden consultarse en [101, 4]. La contdbuci
las singularidades aisladas a laglices de deficiencia de los operadores de &tihger
es estudiada en [23]. En [17] se encuentra una diéoystdag@gica de las extensiones
autoadjuntas.

Los operadores de Sditinger definidos por un potencial singular(x) cuyo &rmi-
no dominante cerca de la singularidad tiene la forma dada por la expi@s) han sido
estudiados como modelos de invariancia conforme eraniea cantica [44]. Con este
objetivo, se analiza en [28] este tipo de potenciales mediante una regufanizizmien-
sional en tanto que en [12, 35] se consideran regularizaciones del potencial en las proxi-
midades de la singularidad. En [121] se describen diversos aspectos de las extensiones
autoadjuntas debidas a la presencia de singularidades.

El modelo de Calogero es un sistema exactamente resoluble [96, 98] que describe un
conjunto de partulas icenticas en interacoh mediante un potencial de la forma (18).
En sus trabajos, Calogero [27]6ase taml@n un tratamiento algebraico en [20, 99, 78])
impone la anulaéin de la funddn de onda en los puntos en que dosipalas coinciden.
Sin embargo, condiciones de contornasrgenerales, determinadas por las extensiones
autoadjuntas del hamiltoniano, han sido consideradas en este modelo en presencia de
potenciales confinantes [14] y en ausencia de ellos [15].

Potenciales de la forma (18) adquieren especialésten tedas supersirgtricas pues
proveen un mecanismo de ruptura espoph de la supersime&tren modelos de manica
cuantica con superpotenciales singulares [55]. Este mecanismo se debe a que, en general,
las condiciones de contorno admisibles en la singularidad no respetan la sup@&asimetr
La ruptura espo@inea debida a la presencia de singularidades [80, 108, 36] ha generado
cierta controversia pues en [43, 41, 65] se sostiene que una regufamizitipotencial
apropiada preserva la supersirngtr

Por otra parte, en virtud de la presencia de singularidades de la forma (18) existe una
descripcbn microsépica de los agujeros negros en las proximidades del horizonte en
terminos de modelos de invariancia conforme [33, 69, 1E8]j., en [13] se considera
un campo escalar en las proximidades del horizonte de widca de Schwarzschild
mediante un ratodo algebraico y se estudia la relevanciaadigébra de Virasoro y la in-
variancia de escala en relanicon las extensiones autoadjuntas. Las extensiones autoad-
juntas del operador de Klein-Gordon en distintos tipos de agujeros negros soartambi
consideradas en [71, 94].

La dispersbn de paiculas boénicas y fermbnicas por agujeros negros de

Schwarzschild ha sido calculada en [122¢dnse tamigin los estudios detallados de
[110, 64].) Sin embargo aculos recientes [86, 87] basados en el comportamiento de las
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funciones de onda asociadas a potenciales (18) muestran efegiicas que se mani-
fiestan en una redud@m de la secéin eficaz de absor@n y en la posibilidad de eman
de partculas chsicamente confinadas al interior del horizonte del agujero negro.

Ademas de su aplicaon al @lculo de la entroa de agujeros negros, las singularida-
des de la forma (18) tienen inéx en el estudio de cuerdasmicas [124, 81] y en Telar
de Cuerdas [46, 47, 11].

La construcdn de una teda clantica de la gravedad exige el desarrollo de la iEeor
Cuantica de Campos en espacios curvos [22] en el contexto de la cual, como hemos men-
cionado, las funciones espectrales determinan los cénimatos del lagrangiano nece-
sarios para renormalizar la té@mal orden de 1-loop [125].

Aunque se conoce el comportamiento de los desarrollosbtisivg de las funciones
espectrales para el caso de variedades de base sudodmrssido resueltos problemas de
Teofia Cuantica de Campos en espacios con singularidades en algunos casos particulares
(véansee.g.[31, 62, 8].)

Operadores diferenciales con un potencial singular de la forma (18) se obtienen a
partir del estudio del laplaciano en variedades con singularidanesas; el paametro
v que caracteriza la intensidad de la singularidad,est este caso, relacionado con el
angulo de deficiencia del cono. El desarrollo asiab del heat-kernel del laplaciano en
variedades con singularidadesnicas fue tratado, quas por primera vez, en [30, 119].
J.J. Cheeger [32] realiza un tratamiento detallado del problema en el que se prueba que la
contribucbn de la singularidad al desarrollo agitito de la traza del heat-kernel puede
calcularse en las proximidades de la singularidad. En [21] se calcula el desarrollo de la
traza del heat-kernel para ciertos operadores singulares que incluyen al laplaciano en un
cono para la exten@n de Friedrichs.

Existen numerosos trabajos en TiedClantica de Campos referidos a variedades con
singularidadesanicas. En [34] se estudia la aoniefectiva al orden de 1-loop de campos
escalares con masa y autointeraocsobre singularidadegwicas. Se han calculado tam-
bien propiedades del heat-kernel para campos con spines mayores en [88] efrconexi
con las correcciones auticas a la entrdp de los agujeros negros.

En [61] se calculan las correcciones a los primeros coeficientes del desarrollo asin-
totico del heat-kernel del laplaciano para campos de spin 1/2, 3/2 y 2 y se obtienen las
divergencias ultravioletas aunticas para la entrog de agujeros negros. Es interesante
notar que los resultados no siempre se reducen al caso de una variedad suave cuando se
considera elimite en el que ehngulo de deficiencia que define al cono tiende a creo. Se
sugiere que esto puede relacionarse con la formadade [120, 29] en la que é@ngulo
de deficiencia es una variableaniica conjugada a@rea del horizonte.

El heat-kernel en casos especiales de variedades con singularifades camtin
es tratado en detalle en [48, 60, 63, 19, 45, 51]. Sin embargo, en ninguno de estos casos
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se consideran las condiciones de contorrés generales que admite el operador en la
singularidad. De este modo, se calculan las contribuciones de la singularidad a los coefi-
cientes del desarrollo asotico del heat-kernel en los casos en que los exponentes de las
potencias de son las usuales éase la ecuaon (9).)

En [93] E. Mooers estudia las extensiones autoadjuntas del operador laplaciano defini-
do sobre las formas diferenciales de una variedad con una singuladiciadl ¥ encuentra
gue el desarrollo asiatico de la traza del heat-kernel posee potencias que dependen del
angulo de deficiencia de la variedad. Este resultado coincide con nuestro estudio del ope-
rador (2) en el cast'(z) = 0. Este es, a huestro entenderjeico trabajo que describe un
desarrollo asirdttico con potencias dependientes deapagtros externos. Por otra parte,
la extensbn de la brmula de Krein que derivamos en la séecV.3 se basa en la formu-
lacion planteada en [93].

1.3. Plan de la Tesis

Capitulo II: Extensiones Autoadjuntas

Como hemos mencionado, la poéiciinusual de los polos de la fuci< de algunos
operadores con coeficientes singulares, dependiente de la intensidad de la singularidad,
se manifiesta en virtud de la variedad de condiciones de contorno que hacen autoadjunto
al operador. Los operadores &tricos no son, en general, autoadjuntos; pero existe la
posibilidad, determinada por el valor de $ndices de deficiencia, de extender el dominio
de un operador sigtrico de modo de obtener un operador autoadjunto.

En la secdn 1.2 expondremos las ideaddicas necesarias para la constroccle las
extensiones autoadjuntas de un operador cerradogtrsim. En primer lugar, daremos las
definiciones y teoremasabicos de la te@a de losndices de deficiencia de von Neumann.
Estos conceptos st ilustrados mediante el ejemplo sencillo del operador impllseo
—i0y.

Existe una perspectiva que permite comprender algunas propiedadégjiopeidel
conjunto de extensiones autoadjuntas qua peesentada brevemente en la saedl.3.
En este contexto se defiair las subvariedades de Cayley, relacionadas con la topolo-
gia no trivial del conjunto de extensiones autoadjuntas, con la existencia de estados de
borde y con la ausencia de una cota inferior Goma todas las endi@ps de los estados
fundamentales de las distintas extensiones autoadjuntas.

Capitulo Ill: Ruptura Espont anea de SUSY en Me&nica Cuantica

En este caipulo ilustraremos la importancia de considerar el conjunto de todas las
condiciones de contorno que hacen autoadjunto a un operador a partir de un ejemplo en

28



1.3 PLAN DE LA TESIS

el contexto de la meé&mica c@antica supersigtrica unidimensional. La variedad de condi-
ciones de contorno admisibles en este caso provee un mecanismo de ruptura de la super-
simetiia. Esto es posible pues, aunque el operador hamiltoniano conmuta “formalmente”
con las supercargas, existen condiciones de contorno que no preservan la suparsimetr
Este es uno de los resultados originales de esta tesis.

En particular mostraremos que en el conjunto infinito de extensiones autoadjuntas del
hamiltoniano existenddamente dos, definidas por condiciones de contorno invariantes de
escala, para las cuales puede realizargdgelbra de supersimérN=2. En estos casos,
el espectro del hamiltoniano es doblemente degenerado. Sin embargo, para una de estas
extensiones la supersimigtres manifiesta y existe un estado fundamental con energ
nula, en tanto que para la otra existe una ruptura eapeatde la supersimgéry la
energa del estado fundamental es estrictamente positiva.

Para las restantes extensiones autoadjuntas los dominios de las supercargas no coinci-
den, de modo que cada una de ellas, junto con el hamiltoniano, constituye una r@alizaci
delalgebra de supersiméirN=1.

Capitulo IV: Funciones Espectrales

En la secdn IV.1 introduciremos los espacios de Sobolev y los operadores pseudo-
diferenciales o de Caldan-Zygmund. En este contexto definiremos, en la $&chV.2,
las funciones espectrales que se obtienen de las trazas de los operatires — \)
y A~*, siendoA un operador diferencidl Asimismo, estableceremos las relaciones que
las vinculan y las consecuentes relaciones entre sus desarroll@diesmt

Mostraremos que la traza de la resolverité A — \)~! es la transformada de Laplace
de la traza del heat-kern@t e=4 y que la funodn (4(s) := Tr A=* se obtiene a partir
de la transformada de Mellin de la traza del heat-kernel. Esto implica ciertas relaciones
entre sus comportamientos asitntos. Veremos que, efectivamente, el comportamiento a
pequéios valores de de la traza del heat-kernel determina el comportamiento a grandes
valores dg\| de la traza de la resolvente y la poéitide los polos de la fun@n (4 (s) en
el plano compleje.

En la secdn 1V.3 daremos una derivami del resultado (1) basada en la constroicci
del desarrollo asiatico del nicleo de la resolvented — \)~! para grandes valores de
|A|. Esta construcon, por su parte, se realiza a partir de una aproxiomgara grandes
valores dg\|, del dmbolo de la resolvente.

Capitulo V: Operadores Singulares

El cagtulo V est dedicado a la descrif@zi de un tipo de operadores de Satinger
singulares cuyas funcionéstienen una estructura de polos que se aparta del resultado

"Recterdese que el operader?4 se define 8lamente para operadores positivos.
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(1). Estudiaremos, en particular, operadores diferencitids la forma:

V2 —1/4
vol4
xXr

A=-02+ V(x), (53)
dondex pertenece &* o al intervalo[0,1] y V(z) es una fundn anaitica. El valor
del paametror € (0,1), de manera que el operaddradmite un conjunto infinito de
extensiones autoadjuntas caracterizado por uanpeiro reab.

Debido a la presencia de un coeficiente singular en el operador, los polos de la fun-
cion< no eshn ubicados en semienteros negatiy@®mo indicafa la ecuadn (1), sino
gue sus posiciones dependen debpaetrov. En efecto, el procedimiento descrito en la
seccon V.3 para demostrar (1) no puede ser aplicado a un operador con coeficientes sin-
gulares. Por un lado, las cotas que permiten obtener un desarrolfatiasipara el aicleo
de la resolvente a partir de una aproxindecde su Bnbolo pierden validez en presencia
singularidades. Por otra parte, en el caso regular, los coeficientes del desarrdikicasint
de la traza de la resolvente se expresan como integrales sobre la variedad de base y sobre
su borde de combinaciones lineales de potencias del potencial y de sus déricagtas
tamente, esto pierde sentido si el potencial contien@umiho no integrable de la forma
x 2,

Para describir entonces la estructura de polos de ladorcdel operador singular
(53) tendremos en cuenta la existencia de dos extensiones autoadjuntas caracterizadas por
condiciones de contorno invariantes de escala. Los polos de las fungioleesstas dos
extensiones autoadjuntasestin dados por la ecuasi (1).

En la secdn V.2 presentaremos l&rimula de Krein que relaciona las resolventes
de distintas extensiones autoadjuntas de operadores regulares. A coatiraoastruire-
mos, en la secon V.3, una brmula similar que relaciona las resolventes correspondientes
a distintas extensiones autoadjuntas del operador con coeficientes singulares (53). A par-
tir de esta relaéin expresaremos, en el Teorema V.3.11, la resolvente de una éxtensi
autoadjunta arbitraria dé como combinadin lineal de las resolventes de las dos exten-
siones caracterizadas por condiciones de contorno invarintes de escala. De esta manera,
identificamos en los coeficientes de esta combarael origen de los exponentes depen-
dientes de’ en el desarrollo en potencias Aele la resolvente.

Finalmente, en la sedm V.4, utilizamos el Teorema V.3.11 para deducir el Teorema
V.4.1 que permite calcular expltamente el desarrollo asatico de la resolvente del
operador (53). De acuerdo con la retatientre el desarrollo asitico de la resolvente y
los polos de la funéin< demostrada en la seéei V.2, deducimos que la posiri de los
polos de la fun@n< del operador de Sctdinger singular depende del paretrov. En

8Téngase en cuenta que, para un operador dé8ictyer unidimensionall = 2y m = 1.
9Estos coeficientes son, a su vez, proporcionales a los coeficientes del desarrditagietla traza
del heat-kernel que &8t dados por las expresiones (10).

30



1.3 PLAN DE LA TESIS

efecto, si0 < v < 1, se prueba que la furam- del operador (53) tiene una sudaside
polos en los puntos del plano complejo dados por,

st:—yN—g N=12.. n=01,... (54)

cuyos residuos son proporcionales'a siendd) el padmetro que caracteriza la extedsi
autoadjunta. La funbn< posee, adeas, una segunda serie de polos en los puntds n
conn =0,1,2,...,como indica el resultado (1).

Finalizamos el capulo V con algunas consideraciones acerca del caso compacto para
el quex € [0,1]. Aunque no se pudo obtener una forma &itd de los polos de la
funcion< para este caso, las conclusiones de la éac¥i4.2 sean Gtiles para verificar
los resultados del caso particular estudiado en lageddi.2.

Capitulo VI: Ejemplos

En este calpulo resolveremos dos ejemplos particulares de operadores diferenciales
con coeficientes singulares para los que el resultado (1) pierde validez. En ambos ca-
sos, el estudio de las funciones espectrales se basa en la obtdecuna resoluon
espectral exfitita del operador. En las Secciones VI.1 y VI.2 estudiaremos operadores
de Schodinger (2) con unérmino singular proporcional @2 sobre las variedades de
baseR" y [0, 1], respectivamente. Estos ejemplos ilustran los resultados obtenidos en las
Secciones V.3y V4.

= Seccon VI.1: Un operador de Schiddinger en una variedad de base no com-
pacta

En la secdn VI.1.1 estudiaremos el operador,

v —1/4
—2/+
T

A= -0+ 2 (55)
definido sobre un subconjunto apropiadoldg€R ™). El paé&metror € (0,1), de

modo que el operador diferencial (55) admite una familia de extensiones autoad-
juntas.

Como la teora de von Neumann para las extensiones autoadjuntas se aplica a ope-
radores siratricos y cerrados, definiremos primeramente un dominio de défmici
sobre el cual (55) sea setrico. Luego calcularemos la clausura del operador y
posteriormente caracterizaremos el dominio y la@tciel operador adjunto. Re-
solviendo finalmente la ecu@cti de autovalores del operador adjunto determinare-
mos los subespacios de deficiencia del operador que describen sus extensiones au-
toadjuntas.
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A partir de los resultados obtenidos en la sendil.1.1 y utilizando la teda de von
Neumann de logdices de deficiencia, calcularemos en la setdil.1.2 las exten-

siones autoadjuntas del operador (55). De esta manera, caracterizaremos las condi-
ciones de contorno que admite el problema y determinaremos el espectro de cada
extensbn autoadjunta. En este punto, reconoceremos la existencia de dos exten-
siones autoadjuntas particulares que, como s& eerresponden a las condiciones

de contorno invariantes de escala a las que ya nos hemos referiddtifor, es-
tudiaremos elimite regularr — 1/2, esto es, en ausencia defrnino singular en

(55); verificaremos, en relam con la secéin 11.3.1, la existencia de estados de
borde para las extensiones autoadjuntas cercanas a la subvariedad de&2Cayley

En la secdn VI.1.3 construiremos una represenbacintegral de la funéin ((s)

del operador (55) que perméiobtener su estructura de singularidades. Demostra-
remos que la funéin- presenta un polo simple en= 1 con residuo igual a/4.

Este polo no obedece al resultado (1) debido a que la variedad de base no es com-
pacta. En efecto, en la seoni X.1 del Agendice mostraremos un argumento que
indica la posiddn del primer polo de la funén ((s) de un operador de Sdhdinger

en una variedad de base no compacta con un potencial lermaopeste resultado
predice la existencia de un polo en= 1 si el operador eatdefinido sobré&R* y

el potencial es homdmneo de grad® en el infinito. En consecuencia, no atribuire-
mos la existencia de este polo que contradice el resultado (1) a la singularidad del
operador sino a la no compacidad de la variedad de base.

La funcibn ((s) posee, adefs, otras singularidades ubicadas sobre el eje real que
consisten en una sucénmisy, = —v N —2n,conN =1,2,...yn =0,1,....
Estos polos simples confirman el resultado (54) calculado en lsbse¢d para un
potencial arbitrarid/(z) considerando que, en el cagdx) = =2, los residuos de

los polos dados en (54) son no nul@ossin es un niiltiplo de4.

En la secdn VI.1.4 estudiaremos la reld@xi entre la estructura de polos de la fun-
cion((s) y el comportamiento asiatico de los autovalores mencionada al finalizar
la seccdbn IV.2. Verificaremos, a partir de un estudio aétito de la ecuadin de
autovalores, la estructura de polos encontrada en ladge¥til.3 mediante la rep-
resentadn integral de la funé@n ((s).

Finalizaremos el estudio del operador (55) considerando algunos casos particulares;
en la secdn VI.1.5 analizaremos las funcioné&) de las extensiones correspon-
dientes a condiciones de contorno invariantes de escalaryité Fegular, — 1/2

de (55) que corresponde al oscilador amceo en la semirrecta.

= Seccon VI.2: Un operador de Schrodinger en una variedad de base compacta
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En la secdn VI.2.1 estudiaremos las extensiones autoadjuntas del operador singu-

lar,

vi—1/4
$2

A=-0%+ (56)
definido sobre un subconjunto apropiadoldg|0, 1]). Nuevamente, el pametro

v € (0,1) de modo que el operador (56) admite un conjunto infinito de extensiones
autoadjuntas.

En lugar de utilizar la teda de von Neumann, como en la séecVI.1, para deter-

minar las extensiones autoadjuntas del operador (56), describiremos las condiciones
de contorno en el origen eartminos de los mapeos suryectivos definidos en el Teo-
rema (V.2.1). Estos mapeos definen una forma sta respecto de la cual los
subespacios lagrangianosasidentificados con las extensiones autoadjuntas. En

el extremox = 1 impondremos condiciones de contorno de Dirichlet, de manera
gue las extensiones autoadjuntas de (56) resultan caracterizadas poametpar

real relacionado con el comportamiento de las funciones en el origen; el espectro
depende, consecuentemente, del valor de esésrero.

Al igual que en el ejemplo estudiado en la séacVI.1, los espectros de las ex-
tensiones autoadjuntas del operador (56) no poseen una cota inferior uniforme, de
modo que, aungue el espectro de cada extenssa acotado inferiormente, todo
nimero real negativo corresponde al autovalor del estado fundamental de alguna
extensbn autoadjunta.

En la secdn VI.2.2 construiremos exXjgitamente las resolventes de las exten-
siones autoadjuntas del operador (56). Para ello, reconoceremos primeramente la
existencia de dos extensiones autoadjuntas definidas por condiciones de contorno
invariantes de escala, cuyas resolventes presentan el desarrolfiesiosual.
Posteriormente, expresaremos la resolvente de una eédttemgioadjunta arbitraria

como combinadin lineal de las resolventes de estas dos extensiones particulares.
De esta manera, reconoceremos en los coeficientes de la corbhifiaeal el ori-

gen de las potencias con exponentes dependienteedes| desarrollo asiatico

de la resolvente.

A partir de las relaciones entre las funciones espectrales presentada enda secci
IV.2, en la sec@n VI.2.3 utilizaremos el desarrollo asiico de la traza de la
resolvente para demostrar que los polos de la tm¢iy los exponentes de las
potencias de en el desarrollo asiatico del heat-kernel dependen del g@etro

v. En efecto, los resultados de la séecVI.2.3 indican que la fundin ((s) posee
polos en los puntos, = —vk conk = 1,2,... Existe tambgén una suceén de
polos en los puntos, = 1/2 — n, conn = 0,1, ... que obedece al resultado (1).
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Como hemos mencionado, la presencia de polos de ladfiigoen posiciones de-
pendientes de se manifiesta en aquellas condiciones de contorno que no son inva-
riantes ante una transforménide escala. Finalizamos la séntVI.2.3 verificando

con un aalisis dimensional la consistencia del resultado obtenido para la dependen-
cia de los residuos de la furici-C con el paametro que caracteriza las extensiones
autoadjuntas.

Porultimo, como el comportamiento de las funciones en el origen es esencialmente
distinto cuandas = 0, estudiaremos este caso por separado en latsevti2.4.

A pesar de la existencia de un conjunto infinito de extensiones autoadjuntas, la
construcadn explcita de la resolvente y de su desarrollo asicb muestra que los
polos de la fun@n- obedecen, en este caso, al resultado (1).

Capitulo VI: Operadores de Dirac

En este capulo estudiaremos dos operadores de Dirac con coeficientes singulares
para los que el resultado (1) tar@hipierde validez.

Enla secan VII.1 estudiaremos un operador de Dirac (3) sobre la variedad de base
[0, 1] cuyo campo de gauge posee @mtino singular proporcional.a.

En la secdn VII.2 consideraremos el hamiltoniano de unaigeata cargada, sin
masa y con spin en 2+1 dimensiones en presencia de un camp@tiagm-
mogeneo y de un flujo maggico de Aharonov-Bohm.

Seccon VII.1: Un operador de primer orden

En la secan VII.1.1 estudiaremos las extensiones autoadjuntas del operador de
Dirac,

T

D=
o, +2 0
T

: (57)

definido sobre un subconjunto @& ® L,([0,1]) sobre el cualD sea singtrico.
Estudiaremos el cajar| < 1/2 para el que el operador (57) admite un conjunto
infinito de extensiones autoadjuntas.

Primeramente estudiaremos el comportamiento de las funciones del dominio del o-
perador adjuntd' en proximidades de la singularidad= 0. Esto permitia definir

los mapeos suryectivos referidos en el Teorema (V.2.1) que definen una forma sim-
pléctica respecto de la cual los subespacios lagrangiar@sidsntificados con las
extensiones autoadjuntas fie En el extremor = 1 impondremos una condim

tipo Dirichlet para una de las componentes de las funcioné® deL, ([0, 1]).
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Posteriormente, determinaremos el espectro de cada una de las extensiones autoad-
juntas. Veremos que estos espectie son singtricos respecto del origen para las
extensiones autoadjuntas caracterizadas por una condiei contorno invariante

de escala.

En la secdn VII.1.2 calcularemos las resolventes de las extensiones autoadjun-
tas del operador (57). Para ello, expresaremos la resolvente de unatxsehsi

traria como una combinam lineal de las resolventes de las extensiones caracteri-
zadas por condiciones de contorno invariantes de escala, que admiten el desarrollo
asinbtico usual. Como se varel comportamiento asistico de los autovalores,

de las extensiones del operador (57) satisfgce n. Por consiguiente, no existe la
traza de las resolventes que son operadores de Hilbert-Schmidt. En consecuencia,
calcularemos las trazas de los cuadrados de las resolventes.

Mostraremos entonces que la traza del cuadrado de la resolvente de unaextensi
autoadjunta caracterizada por una cor@iaile contorno que no es invariantes de
escala admite un desarrollo agitito en potencias d& cuyos exponentes depen-
den del paametroa. El origen de estas potencias reside en los coeficientes de la
combinacbn lineal que expresa esta resolvente@minos de las resolventes de

las extensiones correspondientes a condiciones de contorno invariantes de escala.

En la secdin VII.1.3 calculamos la estructura de polos de las funciones espectrales
C(s) yn(s) definidas en la sedan I1V.2. Comenzaremos estudiando los polos de una
funcién< parcial, que se calcula teniendo en cueida fas contribuciones de los
autovalores positivos. Como veremos, la famgj(s) de una extenén autoadjunta
correpondientes a una condinide contorno que no es invariantes de escala pre-
senta polos en posiciones dependientes dépetrow dadas pos, = —2|a|k con

k = 1,2,... Cabe sBalar que, a diferencia de los casos considerados en las sec-
ciones anteriores, la furam ((s) completa del operador de primer orden (57) no
posee otras singularidades. Por consiguiente, las funcigrise las extensiones
definidas por condiciones de contorno invariantes de escala son funciones enteras.

Asimismo, las funciones(s) de estas extensiones se anulan, en virtud de la $anetr
de sus espectros. Sin embargo, las fongi(s) de una extenén correspondiente a

una condiaddbn de contorno que no es invariante de escala no se anula trivialmente y
posee polos en los puntes = —2|«|(2k + 1) conk = 0,1, ...

Finalizaremos la seaen VII.1.3 con una discuéh acerca del comportamiento de
las funciones espectrales ante una transforbmegé escala que nos permativeri-
ficar la dependencia de los residuos de los polos de ladng¢i) con la extendin
autoadjunta considerada.fiaéaremos adeas que la estructura de polos de la fun-
cion< se reduce a la indicada por el resultado (1) en el aasa.
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= Seccon VII.2: El problema de Aharonov-Bohm

En esta secon estudiaremos el hamiltoniano de Dirac de unai@alet con spin,

de masa nulay cargaenl + 2 dimensiones, en presencia de un campo reagm
homogeneo y de un flujo maggtico singular de Aharonov-Bohm. EI hamiltoniano

de Dirac correspondiente es un operador del tipo (3) en el que el campo de gauge
A posee unérmino singular en el origen = 0 de la forma®/27r, siendo®

el flujo magretico singular. Demostraremos, al finalizar la séocVIl.2, que el
desarrollo asirtttico de la traza del heat-kerd@k 2 correspondiente al cuadrado

del hamiltoniano de Dira® presenta potencias decuyos exponentes dependen

del flujo singulard.

En la secdn VII.2.1 calculamos las extensiones autoadjuntas del hamiltolano
Como el campo de gauge es invariante ante rotacionéssgfciente considerar la
restriccbn D, del hamiltoniano a los subespacios de momento angular caracteriza-
dos por el Casimif+1/2, conl € Z. Mostraremos quedamente la restricon D,

admite un conjunto infinito de extensiones autoadjuntas en tanto que las restantes
son esencialmente autoadjuntas.

Los autovalores de los operadoies conl > 0 es&n dados poh,, = +2./n, por
lo que las correspondientes funciorgs) son el producto de una fur@ei entera
por la funcbn (z(s/2) de Riemann, que posee un poloses 2.

Por su parte, los autovalores de los operaddrgscon! < 0 estn dados por
Ao = £24/n + |I] + e®/27 por lo que las correspondientes funcioggs) son el
producto de una funén entera de por la funcbn(y (s/2, |l|+e®/27) de Hurwitz,
gue posee un polo simple en= 2.

El espectro correspondiente a la restbecD, est dado por las soluciones de una
ecuacbn trascendente. A diferencia del case4 0 el espectro no es sigtrico

con respecto al origen, excepto para las dos extensiones autoadjuntas definidas por
condiciones de contorno invariantes de escala.

En la secdn VI1.2.2 calcularemos la estructura de polos de la fm¢? (s) corre-
spondiente a la exterisi autoadjuntaD® de la restricédn D, del hamiltoniano de
Dirac D al subespacio caracterizado pee 0. Como veremos, esta furdei (°(s)
tiene un polo simple em = 1. Aunque este polo no es previsto por la ec@aci
(1), no atribimos esta discrepancia &rimino singular en el operador sino a la no
compacidad de la variedad de base.

1Como la variedad de base no es compacta, deberemos substraer cantidades divergentes. Para ello cal-
" 2 2 . . .
culamos el desarrollo asitico de la traza del operader”” — e~*2" | siendoD el hamiltoniano en el
casod® = 0, esto es, en ausencia del flujo singular.
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Los polos restantes de la fudci(s(s) estin ubicados en puntos dependientes del
flujo magretico @,
ed
SNn = —N (1——) —2n, N=1,23,... n=0,1,2,... (58)
s
Como hemos mencionado, debido a la presencia de un campo de gauge singular, la
estructura de polos de la fuei((s) depende del flujo singulal.

Finalizaremos la seaon VII.2 y con ella el caftulo VII, calculando el desarrollo
asinbtico de la traza del heat-kernet'?* — ¢—t2* siendoD el hamiltoniano de
Dirac correspondiente al casp = 0. Mostraremos que este desarrollo presenta
potencias de cuyos exponentes dependen del flujo singdldvéase la expreSn
(716).)

Capitulos VIl y IX: Conclusiones y Problemas de interées

En el cajptulo VIl resumiremos las principales conclusiones de esta Tesis en tanto
gue algunos problemas que merecen consid@nagipartir de los resultados que hemos
obtenido sean discutidos en el c#plo 1X.

En la secdin 1X.1 describiremos una perspectiva dotmente adoptada en el estudio
del desarrollo asidtico del heat-kernel. Se ha demostrado [66] que los coeficientes del
desarrollo asirditico en potencias de que admite el heat-kernel correspondiente a un
operador regular pueden escribirse como integrales sobre la variedad dé basebre
su borded M, de ciertas cantidades localegénse las ecuaciones (10) y (11-17).) Estas
cantidades son combinaciones lineales de los invariantesgjeons del problema y los
coeficientes de estas combinaciones lineales son, bajo las mismésstgmue las del
resultado (1), constantes universales independientes del problema en corid&taci
ello, ha sido motivo de intenso estudio la determidaae estos coeficientes universales.

Determinaremos luego, a partir de argumentos dimensionales, los prireerisds
del desarrollo asiftico del heat-kernel del operador (53) y verificaremos algunos de
los resultados obtenidos en las secciones anteriores. Consideraremos luego la posibili-
dad de extender el resultado acerca de la universalidad de los coeficientes del desarrollo
asinbtico del heat-kernel al caso de este operador singular.

En la secdn IX.2, por su parte, analizaremos la posibilidad de generalizar nuestros
resultados a operadores diferenciales con otro tipo de singularidad. En ese sentido, estu-
diaremos un operador de Sédinger en una dimer@n cuyo potencial posee uarmino
singular proporcional a=!. Como en este caso el orden de la singularidad no coincide
con el orden del operador diferencial, no pueden aplicarse directamerdenasat uti-
lizadas en el caso del operador (53). No obstante, el ejemplo que trataremos admite una
solucbn explcita y permite observar que la estructura de polos de la correspondiente
funcion< es de una naturaleza distinta.
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En efecto, aunque el operador admite una familia de extensiones autoadjuntas, mos-
traremos que,@ imponiendo condiciones de contorno del tipo Dirichilet, invariantes
de escala, los polos de la fuboi((s) no obedecen el comportamiento (1). La furci
((s) posee un polo es = 1/2 con residuad /27 en coincidencia con el caso regular.

Sin embargo, demostraremos taétbia existencia de un polo doble en= —1/2.
Verificaremos posteriormente que la presencia de este polo doble corresponde a un com-
portamiento asiidtico de los autovalores dado pay ~ logn/n. Como hemos men-
cionado, esto implica la presencia éeminos de la forméog ¢ en el desarrollo asiatico
del heat-kernel a peqgiies valores de.
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.1 INTRODUCCION

In mathematics you don’t understand things.
You just get used to them.
(John von Neumann.)

11.1. Introducci 6n

En la fisica chsica, las condiciones de contorno de un problema sobre una variedad
con borde esin generalmente determinadas por consideraciones fendgaas. En
ocasiones, estas condiciones de contorno son locales. Enconteagna@sndiciones tipo
Dirichlet para el potencial electr@ico en una re@n limitada por conductores, condi-
ciones tipo Neumann en el movimiento de una cuerda finita con extremos libres o tipo
Robin en la emigin de calor de un cuerpo sumergido en un medio de temperatura con-
stante. No obstante, tan@ni se presenta la necesidad de estudiar condiciones de contorno
no locales, como las condiciones de contornoqukcias en el caso de problemas sobre
una variedad con topol@gno trivial. Este tipo de condiciones de contorno son relevantes
en teofras de gauge, gravedadaruica y teora de cuerdas, en las que deben sumarse las
contribuciones de distintas topoleg de la variedad de base.

En mea@nica c@ntica las condiciones de contorno apropiadaanesiacionadas con
la conservadin de la probabilidad, garantizada por la unitariedad del operador evolu-
cion temporalll(t). Las traslaciones temporales infinitesimalesieggeneradas por el
operador hamiltoniand/, de modo que el operaddi(t) = ¢ est bien definido y
representa un grupo unitario dependiente de uarpatro y fuertemente contintibsi el
hamiltoniano es autoadjunto.

En general, no es ddil determinar un dominio de definim sobre el cual el hamilto-
niano sea sit@trico pero puede ser necesario extender este dominio para que el hamiltoni-
ano sea tambn autoadjunto. Esta exteasirequiere un aisis cuidadoso que determine
las condiciones de contorno apropiadas del problema. Por otra parte, existen operadores
simétricos que admiten distintas extensiones de su dominio que resultan en sendos ope-
radores autoadjuntos. Este conjunto de extensiones autoadjuntas determina una variedad
de condiciones de contorno admisibles que corresponden a sistisinas flistintos y
caracterizan el efecto de las propiedades micnpisas del borde.

11 a funcibn U(t) con valores en el espacio de operadores lineales sobre un espacio deJMiéseun
grupo de un pametro fuertemente continuol$it)U(s) = Ut +s) y V¢ € H, U(t)¢p — U(0)p Sit — 0
(véase el Teorema de Stone [103].)
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1.2 TEORIA DE VON NEUMANN

El presente cdfulo esh dedicado al estudio de las extensiones autoadjuntas de ope-
radores siratricos. En el transcurso de este estudio distinguiremos operadofts i
de operadores autoadjuntos y mostraremos, en particular, que existen operadeires sim
COS que no son autoadjuntos. En estos casos, extenderemos el dominio dedbdefmici
modo de obtener operadores autoadjuntos. Veremos el modo de determinarcasag!
esta extensin es posible y, si el operador admitésnde una exter@n autoadjunta, es-
tudiaremos 6mo caracterizarlas. Estos planteamientos son resueltos poriladeoron
Neumann de logndices de deficiencia, que describiremos a contirunaci

Enlasecdn II.3 daremos las propiedades tajgicas del conjunto de extensiones au-
toadjuntas que admite un operador &irico y finalizaremos este cilo considerando,
en la sec@n lll, un problema en mémica c@ntica supersigtrica con un superpotencial
singular en el que la presencia de extensiones autoadjuréagkesionada con la ruptura
espondnea de la supersimer

[1.2. Teoria de von Neumann

Dado un operadad definido en un subespacio derBgA) de un espacio de Hilbert
H dotado de un producto interrg, -), decimos qued essimétrico si todo par de ele-
mentosp, ¢ € D(A) satisface,

(¢, Ag) = (A, 9). (59)

En el caso de operadores diferenciales, la coadis9) suele verificarse mediante unain-
tegracon por partes; la anulamn de los érminos de borde que surgen de esta integraci
imponen restricciones sobre las condiciones de contorno. No obstante, como hemos men-
cionado, las condiciones de contorno apropiadaimdeben asegurar que el operador

sea singtrico en su dominio de definimn sino tamk&n autoadjunto.

Consideremos, por ejemplo, la propiedad (59) para el caso del operador impulso de
una paricula en un segmento,
P=—io,. (60)

Si definimos su dominid(P) como el conjunto dens@’s°((0,1)) de las funciones
suaves del intervalf, 1] C R cuyo soporte no contiene a los extremos entonces el oper-
ador P resulta sirgtrico con respecto al producto interno usuale(|0, 1]):

(4, P) = / ¥ (2)(—idf (2)) do = (61)

i @0t + [ (it (@) 0o do = (Po.0).

En efecto, los@rminos de borde se anulan en la ecaacinterior en virtud de la adecuada
eleccbn del dominio de definion D(P) = C5°((0,1)).
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1.2 TEORIA DE VON NEUMANN

La definicibn (59) tiene sentido si tantocomo¢ pertenecen al dominio de defirdci
de A. No obstante, podemos considerar el producto,

(v, Ag) (62)

aln para aquellos vector@sque no pertenezcan al dominio de defiaicde A, siempre
queg € D(A). Nuestro objetivo es estudiar el subconjufitpA’) de H constitlido por
aguellos vectores para los cuales la cantidad (62) es una funcional lineal y continua de
¢. Esto es,

D(A") = {¢ € 7 : 3K > 0, V$ € D(A), (v, A9)| < K[|¢][}, (63)

donde|| - || = /(, ). La desigualdad en (63) indica que la cantidadA¢) tiende a cero
si la norma dey lo hace o quéy, A¢) es una funcional lineal acotada sobre el conjunto
¢ € D(A) : ||o|l = 1, lo que garantiza su continuidad en

Esta definicdbn es relevante cuando tratamos con operadores no acotados pues si el
operadorA es acotado existgA| := supp4){[[A||/||4]} y se verifica que|Ag| <
| Al - ||#]| para todap € D(A). Por consiguiente, en virtud de la desigualdad de Cauchy-
Schwartz|(v, Ag)| < [[¢] - [A¢]l < [l - [|A]l - [[#]| y, en consecuencid)(Af) = K.
En tanto que, si el operadof no es acotado|A¢|| no esk acotada por una cantidad
proporcional a|¢|| y la desigualdad en (63) impone restricciones que no se satisfacen
para todo) € H.

No obstante, debemos notar que si el operati@s sin&trico entonces, utilizando
nuevamente la desigualdad de Cauchy Schwartz, vemo§(quée)| = [(Ay, ¢)| <
[A¥[ - ]l que implica,

D(A) € D(AT), (64)

que es taml@in un subconjunto denso @€ El operador adjunto A se define sobre el
conjunto (63) que, por esta i@z, hemos designadd(AT).

Para definir la acoin del operador adjuntd’ sobre los vectores dB(A'), notemos
quevy € D(AT), existe, en virtud del Lema de representaciie Ries2?, un vector:)
enJ que representa la funcional lineal y continua A¢), esto es,

(v, Ap) = (1, 9). (65)

Este vector e@inico puesto qu®(A) es denso efi(. Definimos entonces la aéei de A’
sobrey como,

Al =14 (66)

El operadorA esautoadjunto si A = AT, lo que requiere qu®(A) = D(AT). La
ecuaobn (64) muestra entonces que el operadogsiito A no es autoadjunto toda vez

12E| Lema de Riesz [102] indica tan#én que si la funcionaly), A¢) est acotada, entonces su norma,
esto es, el faximo de la funcional en el conjuntpe D(A) : ||¢|| = 1 coincide con|y]|.
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1.2 TEORIA DE VON NEUMANN

que existan vectoreg € H — D(A) para los que la funciondl), A¢p) sea continua para
todo¢ € D(A).

Podemos en este punto explicar el origen de la exgmesitensiones autoadjuntas
Es inmediato ver, a partir de la defirbai (63), que si definimos una extemsisinétrica
de un operador entonces el dominio del operador adjunto se reduce. En efecto, si dos
operadores sigtricos satisfacerl C A, i.e, D(A) € D(A)y A = A|p4), entonces
el conjuntoD(A") de vectores) € H para los que el producta, A -) es una funcional
lineal y continua erD(fl) esh contenido en el conjunto de vectores para los que el mismo
producto es una funcional lineal y continua®0A). Por consiguiente,

D(A) € D(A) € D(AT) c D(AT). (67)

De modo que si extendemos en formairita un operador, reducimos el dominio del
operador adjunto. Nuestro objetivo es realizar esta exterdg modo que su dominio

de definicon coincida con el dominio de su operador adjunto. Obtendremos, entonces,
una extengin que no 8lo es sinitrica sino tamkén autoadjunta. La telar de losindices

de deficiencia de von Neumann establece e casos es posible hacer coincidir los
dominios de las extensiones tricas con los dominios de sus operadores adjuntos e
indica ®mo caracterizar las diversas extensiones posibles.

Consideremos nuevamente el operadogsiivo P y determinemos el dominid ( PT)
de su adjunto, que satisface,

D(P) = €X((0,1)) € D(P" ¢ H = Ly([0,1]). (68)

El dominioD(PT) es el conjunto de funcionesx) € Ly([0, 1]) para las que la funcional
(¢, Pg) es continua para todp € C3°((0,1)). Por el Lema de Riesz, esto implica la
existencia de una funin ¢/ (x) € L2([0, 1]) que satisface,

/qw (—i0,0(x dx—/mw (z)dz . (69)

La funcion ¢ pertenece entonces al espacio de Sob®lev0, 1)) (véase la definiéin
(IV.1.3)) que coincide con el conjunto de funciones L ([0, 1]) con derivada generali-
zaday’ € Ly([0, 1]) definida pot?,

/ V(@ / V(@) 0,0(c) de, Vo€ €F((0,1).  (70)
Por consiguienteD(PT) = H;((0,1)) y la forma en que operB' est dada por,

Phy = = —i)’ € Ly([0,1]) (71)

13 as funciones con derivada generalizadd.g({0, 1]) son aquellas que definen una distrilfurciegular
cuya derivada &bil es otra distribuéin regular.
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1.2 TEORIA DE VON NEUMANN

dondey’ es la derivada generalizada o derivadahit) en el sentido de las distribuciones
de la distribucdbn regulan).

Vemos, entonces, que el operador= —id, definido sobre2((0,1)) es sinétri-
co pero no es autoadjunto, puesto geP’) = H;((0,1)) no coincide corD(P) =
C3°((0,1)) mas lo contiene.

Como hemos swlado, debemos extender el dominio de defamalel operador si-
métrico P, reduciendo dsel dominio de su adjuntd, de modo de lograD(P) =
D(PT). Como buscamos una extedisisimétrica los &rminos de borde que surgen de la
integracon por partes que conduce a la propiedad (59) deben permanecer nulos. De todas
maneras, veremos que no existe ani&a extengin autoadjunta del operadéYsino un
conjunto infinito de ellas que tiene la topolagleS".

De acuerdo con la tefa de von Neumann, para caracterizar las extensiones autoad-
juntas de un operadot debe resolverse la ecuanide autovalores,

Al = X, (72)

cony € D(AT) y I(\) # 0. Esta expresin exige algunas observaciones. En primer
lugar, rotese que st es un operador diferencial satrico entonces, como indican las
ecuaciones (65) y (66}4" se obtiene “formalmente” reemplazando las derivadad en
por derivadas generalizadas soprévéasege.g, la ecuadn (71).) Por otra parte, en los
ejemplos que estudiaremos padrerse que la propiedad (72) implica quec C> N

L., de manera que la ecuéni(72) equivale a una ecuaai diferencial sobre funciones
infinitamente derivables cuyas solucionesfépertenecen D(AT).

Notese que un operador ftnico no tiene autovalores complejos puesto que-5i0
es un autovector dé con autovalor\ entonces,

(0, A9) = (¢, @) = M9, 0) = (A, ) = (M), &) = A'(p,0) = AR (73)

De modo que la existencia de soluciones de (72) ko@ R indica que el conjunto
D(AT) — D(A) no es vam Yy, por consiguiente, el operaddres sin@trico pero no au-
toadjunto. Comalim Ker(A" — )\) es constante en los semiplanos abiertos superior e
inferior del plano complejox [104], sea suficiente para determinar la existencia y carac-
terizar las extensiones autoadjuntasAdeonsiderar las soluciones de (72) cba= +i.

Por ello, damos las siguientes definiciones.

Definicion 11.2.1 Losespacios de deficienci& . son los subespacios caracisgticos del
operadorA' de autovalort: respectivamente.

Esto es,
K, = Ker(Af F4) . (74)
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1.2 TEORIA DE VON NEUMANN

Definicion 11.2.2 Losindices de deficiencia:s. son las dimensiones de los subespacios
de deficiencia.

ny :=dim K . (75)

De acuerdo con la discusi anterior, si alguno de Idsdices de deficiencia es distinto

de cero entonces el operador no es autoadjunto. Presentamos ahora dos Teoremas. El
primero de ellos, Teorema 11.2.3, establece lapexa de estaltima afirmacon, i.e.,

si losindices de deficiencia son nulos, entonces el operador es autoadjunto. El Teorema
siguiente, Teorema 11.2.4, permite construir las extensiones autoadjuntagnslites de
deficiencia son iguales y distintos de cero.

Teorema 11.2.3 Si A es un operador cerradd, simétrico y densamente definido en un
espacio de HilberfH entonces A es autoadjunto sigl@sin. = 0.

Demostracbn: Notese primeramente que,
Ker(A" +4) = Ran™ (A F4). (76)
Esta propiedad es inmediata a partir de la siguiente igualdad,

(AT £y, ¢) = (v, (AF )9), (77)

valida para todo par de vectoresc D(AT)y ¢ € D(A). La ecuaddn (77) implica la
ecuaodn (76) en virtud de qu®(A) es un subespacio denso del espacio de Hithert
Por lo tanto, sin, = 0 entonceRan(A + ¢), que para un operador s@tmico y cerrado
es un subespacio cerrado, coincide con el espacio de Hilbelin consecuencia todo
vector perteneciente® es la imagen pod + ¢ de aldin vector deD(A).

En particular, siy € D(AT) entonces existg € D(A) tal que(AT +i)¢ = (A +i)x
0 bienAf(¢ — x) = —i(¢ — x) puesto qued es la restricéin de AT a D(A). Pero si,
aden@s,n_ = 0 entonces no existen autovectoresAfecon autovalor—:, por lo cual
¢ = x. Por consiguiente) € D(A) y el operador es autoadjunto.

O

El Teorema 11.2.3 prueba que si losdices de deficiencia de un operador &irto
y cerrado son nulos entonces el operador es autoadjunto. A confinuaadstraremos
como se debe proceder cuandoiladices de deficiencia son no nulos. Veremos que si los
indices de deficiencia no coinciden entonces no pueden construirse extensiones autoad-
juntas. Por el contrario, si ldadices de deficiencia son no nulos e iguates= n_ > 0,
entonces existe un conjunto de extensiones autoadjuntas en correspondeneadiun
con los elementos dé(n..).

14Un operador es cerrado si stafica es un conjunto cerrado g0 K.
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1.2 TEORIA DE VON NEUMANN

Teorema ll.2.4 SeaA un operador cerrado, sigtrico y densamente definido. Las ex-
tensiones sigtricas A de A eséin en correspondencia biiwoca con el conjunto de
isometias lineales parciales d&, enX_.

Si U es una de tales isom&s, con dominidD(U) C X, entonces la extertsi
simétrica correspondientel tiene dominid®,

D(A) = D(A) @ DU) @ Im(U), (78)
y su accbn queda definida por,

Algo + ¢4 + U(¢s)) = Al(¢o + b4 + U(d)) = Al¢o) + iy —iU(ds),  (79)

dondeg, € D(A)y ¢, € D(U) C K,. Adends, si losindices de deficiencia son finitos,

ne(A) =ns(A) —dimD(U). (80)
Véase la demostram en [101].

O

Definicion 11.2.5 Un operadorA simétrico y densamente definido esencialmente au-
toadjunto si su clausura® A es autoadjunta.

Corolario 11.2.6 Dado un operador sigtrico y densamente definido:

» Sj susindices de deficiencia son distintos entonces no admite extensiones autoad-
juntas.

» Si susindices de deficiencia son nulos entonces el operador es esencialmente au-
toadjunto y admite unénica extengin autoadjunta, que estdada por su clausura.

» Si susindices de deficiencia son iguales y distintos de ceto,= n_ > 0, se
pueden establecer? isometias lineales con dominio en todo el subespdkip
cuyas inagenes sof_. En ese caso, la extesi asociada a cada isomédrten-
dra indices de deficiencia nulos y &epor lo tanto, ella misma autoadjunta. El
conjunto de extensiones autoadjuntasesitonces en correspondencia diwota
con los elementos del grugd(n..).

Finalizamos esta se@si considerando nuevamente el operalloe —i0, definido
sobreD(P) = CF((0,1)) con el fin de ilustrar los resultados del Corolario 11.2.6.

15Esta descomposian deD(/l) en una suma directa debe entenderse con respecto al producto interno
(v )a=0(,)+(A,A L

18E| operador clausurd de un operadod es aquel cuya @fica es la clausura de lagdica deA con la
norma inducida efi{ ® . Puede probarse que= (A")T.
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Ya hemos demostrado que se verifica,
D(P) = €5°((0,1)) € D(PF) = Hy((0,1)) € 3 = Ly([0,1]), (81)
de modo que el operadét no es esencialmente autoadjunto.

Para calcular losdices de deficiencia del operaddidebemos resolver,

Pl = —if, = tinhy (82)

enH = Ly([0, 1]). Recordemos que’. representa, en principio, la derivad&l) en el
sentido de las distribuciones. Sin embargo, como ya hemos adelantado, la propiedad (82)
implica que las autofunciones. son infinitamente derivables. En efecto, la ecaa¢B2)

indica quey’, € La([0, 1]); esto significa que las funciongs admiten una derivada gen-
eralizada ey ([0, 1]) o que las distribuciones que definen admiten una derivada regular.
Utilizando reiteradamente la ecuani(82) conclimos quey. admiten derivadas regu-

lares de todo orden. Las funciones que admiten una derivada generalizhgg(en))

son funciones absolutamente continuas y, consecuentemente, continuas. Por consiguiente
Yy € €(]0, 1]). En otros érminos, coma),. admiten derivadas generalizadas regulares

de todo orden, pertenecerf y. Hq((0,1)); el Lema de Sobolev indica, entonces, que

¢ admite infinitas derivadas en el sentido ustiaLa ecuaddn (82) es, entonces, una
ecuaobn diferencial en el sentido usual cuyas solucioneaegéneradas por,

Yi(z) =77, (83)
v_(z) =e". (84)

Los subespacios de deficienfi{a son entonces subespacios de una dinbengénerados
por las funciones (83) y (84), respectivamente. Ldices de deficiencia resultan, en
consecuencia,

De acuerdo con el Corolario 11.2.6, el operaddmo es esencialmente autoadjunto y
admite extensiones autoadjuntas identificadas con las iSasd&X, ~ C enX_ ~ C.

De modo que el conjunto de extensiones autoadjuntasdesttificado con el grupb (1)

y sus elementos &st caracterizados por un panetro realy € [0, 27). Para construir una
extensbn autoadjunta particular consideramos una isdméty € U(1) de X, enXK_
gue definimos de acuerdo con su éccsobre el elemento de la base (83),

U, : K, — K (86)
U, (¢) = e, (87)

De acuerdo con el Teorema 11.2.4, el domifii¢P,) de las extenéin autoadjunta’, del
operador impulso eatdefinido por,

D(P) ={: ¢ =¢+ A, +e"Ap_, ¢ € D(P), AeC}. (88)

17El Lema de Sobolev [67] demuestra que'si Hq (M) entonces) € C*(M) paratodd: < d —m/2,
siendok € Ny m = dim M.
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Asimismo, resulta inmediato mostrar que,

D(P) = {6 € Hi((0,1)) : 6(0) = &(1) = 0} (89)

Hemos sBalado que la condion de autoadjunto del generador de las transforma-
ciones unitarias determina las condiciones de contorno apropiadas anicaesoantica.
Estamos ahora en condiciones de establecer estas condiciones de contorno para el op-
erador impulso. Para ello calculamos los valores de las funcipnes D(P,) en los
extremos del intervalf®, 1] (véanse las ecuaciones (88), (83) y (84))

Y(0) = Ae+ VA, (90)
Y(1) = A+ eAe. (91)

A partir de estas expresiones @ésif ver que,

14y
*i’yl + [

P(1) =e Treon (92)

Esta reladdn indica que los valores de borde de la funciones de onda difieren en una fase,

U(1) = e(0), (93)

donde hemos definido,

o = —7v + 2arctan (SIL) . (94)
1+ ecosy

En conclusbn, el operadop definido sobre las funciones @&°((0, 1)) no es autoad-
junto. Las funciones d&3°((0, 1)) y todas sus derivadas se anulan en los bordes y esto
asegura qué sea singtrico pues se cancelan las contribuciones de borde,

—i(*(1)e(1) = 4*(0)¢(0)) , (95)

en la integra®n por partes de la ecuéci (61). Sin embargd;°((0, 1)) es un conjunto
muy restringido de funciones, por lo que el dominio Bees demasiado amplio y el
operadorP no resulta autoadjunto.

Como el objetivo es encontrar extensionesé&tiinas deP, el comportamiento de las
funciones en los extremos debe sén&al que se anule la contrib@ci de los érminos
de borde (95). La condioh de contorno apropiada para el operador impulso, dada por la
ecuacbn (93), es la misma que hadmos obtenido de haber impuesto el merignaro
posible de restricciones que exige la anaaile las contribuciones de bor#). En
efecto, la anulaéin de estosarminos en el caso particular en el gue- ¢ implica que el

18puede demostrarse con logtodos de las Secciones Ill'y VI.1 que la fusrep € D(P) no contribuye
al orden dominante.
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valor de la funadbn en los extremos difiere en una fase. Es inmediato ver, luego, que esa
fase debe ser la misma para todas las funciones del dominio del operaéticginEn
consecuencia, la conda (93), a la que hemos arribado independientemente a partir del
Teorema 11.2.4, es la mima necesaria para la anukagide (95).

Existe otro argumento en favor de la conditide contorno (93). Como el operador
es autoadjunto, el operador de trashaci®*” resulta unitario. Pero la transformanic’”
solo conserva la norma de las funciones definidas sobre el intdfvalcsi la funcbn de
onday () satisfacd|v(0)]|? = ||(1)|?, que es una consecuencia de la corddi¢d3).

Finalizamos esta se@ri con dogiltimas observaciones. En primer lugar la conatici
de contorno no local (93) modifica la topolagle la variedad de bafg 1] identificandola
conSt. Sia = 0, la condicon de contorno describe el movimiento de unaipata en
S1y el espectro del operador impulép = 27n indica que ledrbita de la paitula es un
multiplo de su longitud de onda de de Broglie. Sin embargo, la existencia de una familia
de extensiones autoadjuntas del operador impulso, que implica la necesidad de considerar
condiciones de contornoas generales, canarbitrario, tiene consecuencidsitas,.e.,
afecta el resultado de las mediciones. En efecto, los autovaipms operador impulso
definido por las condiciones de contorno (93kestlados pokS = 27n + «, de modo
gue dependen de las ext@siautoadjunta. En este caso, elgmaetroa representa el
“flujo magnético” encerrado pos'’.

Es interesante, finalmente, observar que las condiciones de contorno (93) para la fun-
cibn de onda)(x) de una paitula confinada en el intervalo, 1] no incluyen la condién
tipo Dirichlet(0) = (1) = 0. Esto significa que, bajo esta condicj el operador im-
pulso, si bien siratrico, no es autoadjunto. Como consecuencia, el operador impulso con
condiciones de contorno tipo Dirichlet no tiene autofunciones; de hecho, si las hubiera no
se verficala el principio de incerteza. En efecto, las autofunciones del operador impulso
tienen dispergin Ap = 0 en tanto queAr ~ 1; la desigualdad de Heisenberg no se
verifica pues esalida para operadores autoadjuntos.

11.3. Topologia del conjunto de extensiones autoadjuntas

En esta secbn presentaremos algunas propiedades égpchs de la variedad( de
las extensiones autoadjuntas de un operador diferencial de segundo orden a partir del
estudio realizado por M. Asorest al. [5].

Consideremos el operaddr= A + V' sobre secciones de un fibrado vectofiatle
rangok sobre una variedad de bakede netricag sobre la cual se define un potendial
y un campo de gaugé. El laplaciano est dado poA = —deA, siendod 4 la derivada
covariante exterior.
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El espacio de estadossicosH es isomorfo d.z(M) @ C*. El producto interno de
dos estadogV), ¢(?) ¢ H esh dado por,

(W, @) = / (WO, )5 /G dr, (96)

M

siendo(y", 4?)); el producto interno en la fibra, que es isomorfa‘a

El operadorA es singétrico enCy° (M), el subespacio de funciones #ecuyo soporte
es disjunto con el bord@)M . El dominioD(A™) del operador adjuntd’ es isomorfo al
espacio de SoboleM. (1), que coincide con la clausura @° (M) con respecto a la
meétrica derivada del producto escalar,

WM, @)y o= (v (A + 1)@, (97)

Definimos ahora para toda fuiciv del espacidH, sus valores de borde. Llamamos
¢ a la restricadn dev al borde dé)M y ¢ a la restricobn de su derivada con respecto al
versor normal interior. Definimos tanéi los valores de borde, := ¢ + i y la forma
simplecticaX: sobre el espaciby(0M, F) @ Ly(0M, F),

Definicion 11.3.1

Z(¢(1)7¢(2)) — %/aM {(¢(+1)’¢f)) _ (¢9)7¢£2))} (98)

Puede entonces probarse, sin dificultad alguna, el siguiente Teorema,
Teorema 11.3.2
¥, 9@ € D(AN) = (W, ATY®) — (Afp®, @) = S, ¢®). (99)

En consecuencia, el conjunto de extensiones autoadjdMitasé en corresponden-
cia biurivoca con el conjunto de transformaciones unitarias de funciones del borde, que
anulan la forma simgictica (98),

M ~ U(Ly(OM, E)). (100)

De este modo, a cada transform@acunitariall € U(L2(0M, E)) le corresponde una
extensbn autoadjunta?V; el dominio D(HY) esh constitiido por las funciones €
Lo (M, E) cuyos valores de borde satisfacen,

6 =U-oy. (101)

Esta caracteriza@n se corresponde con la determinada por ldaeste von Neumann.
Esto es evidente para el caso particular de aquellas variedades cuyos b@nles esti-
tuidos porn puntos aislados. En ese caso, el espacio de valores de borde es isomorfo a
C" y el grupo de transformaciones unitariasles= U(n). Por su parte, la tet de los
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1.3 TOPOLOGA DEL CONJUNTO DE EXTENSIONES AUTOADJUNTAS

indices de deficiencia indica que cada uno de estos bordes contribuye en una unidad al
indice de deficiencia, de modo que de acuerdo con lgtéervon Neumann el conjunto
M de extensiones autoadjuntas taémbse identifica con el grugd(n).

Puede verse, en forma inmediata, que las transformaciones unitarfas¥1 de-
finen las extensiones autoadjuntas caracterizadas por condiciones de contorno Dirichlet y
Neumann, respectivamente.

Por otra parte, para una extemsicaracterizada por el operadopodemos definir los
operadores autoadjuntés.

1-U

=i (102)
B.=ii il (103)
y caracterizar la condiéh de contorno por,
¢p=DB_-o, (104)
0, equivalentemente, por, .
¢=DBi . (105)

Sin embargo, no debe pensarse que el conjiMitde extensiones autoadjuntas puede
identificarse, mediante los operadofeso B_, con el conjuntd.(0M, E) de operadores
autoadjuntos definidos sobre el bottle . En efecto, el conjunté tiene topologg trivial,

en tanto que la topoldg del grupo unitaridl(Lo,(0M, E)), que $ est identificado con
M, est dada por,

) 0 sinespar,
T (U(L2(OM, E))) = { Z sinesimpar. (106)
Para comprender la diferencia entre los conjurits)M, E) y M definimos los subcon-
juntos dell(L2(0M, E)) cuyos operadores contienerra en su espectro,

C+ :={U € WL2(OM, E)) : F1 € o(U)}. (107)

Estos subconjuntos se denomirerbvariedades de CayleyDe acuerdo con las ecua-
ciones (102) y (103), ¢V € C+ entonces los operador&s. no pueden definirse. En otros
terminos, la caracterizam de las extensiones autoadjuntas o, equivalentemente, de las
condiciones de contorno mediante la ecGadi104) ((105)) no es posible para aquellas
extensiones autoadjuntas pertenecientes al confun{@. .)

Por su parte, el conjuntd(L,(0M, E))—C_ estidentificado col.(0M, E) y define
extensiones autoadjuntas que pueden caracterizarse por una@on@dicontorno de la
forma (104). Lo mismo puede decirse de las extensiones autoadjuntas pertenecientes a
U(Ly(OM, E)) — C, con respecto a la condan (105).
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En conclusbn, la topoloda de la variedadl(L2(0M, E)) no es trivial pero todos los
ciclos intersecan tanto@. como aC., . Por consiguiente, las variedades,

Ly~ UL2(0M, E)) — €y, (108)
tiene topoloda trivial.

En los ejemplos que veremos a lo largo de esta Tesis, las extensiones autoadjuntas
provienen del estudio de fibrados lineales, £ = C, sobre variedades unidimension-
ales cuyo borde es un puntb(a excepan del ejemplo considerado en la séecVIl.2.)
En estos casos la variedadl de extensiones autoadjuntas es isomorfa al grupo de trans-
formaciones unitariadl(Lo(P,C)) = U(1). Notese que, como indica la ecuaci(106),
m(U(1)) ~ Z, todos los ciclos intersecan a las variedades de Cajey= F1y las
subvariedade$ ;. (véase la ecuagn (108)) tienen, en efecto, topolagrivial.

Aunqgue no discutiremos los detalles, mencionamos adejue, dado que el grupo
fundamental de homotg der, (M) es isomorfo a los enteros y qOé es conexa, el
grupo de cohomoldg H'(M) ~ Z y se puede entonces construir, sobre el fibrado de
determinantes, la 1-forma diferencial que lo caracteriza.

[1.3.1. Estados de borde

Consideraremos, ahora, una propiedad interesante de las subvariedades de Cayley en
relacbn con la existencia de estados de borde [5].

En primer lugar, s@alemos que el operaddy = —d;dﬂ definido sobre2i° (M, F)
es positivo definido. No obstante una exténsautoadjuntaAY, caracterizada por un
operador unitarid/ ¢ C_, puede no ser positiva definida. Consideremos el producto
interno de dos funcioneg?), (2 € D(AY),

(da™, dap®) = (61, 6®) + (AT, ) = (B_ - g1, @) + (ATpM, ).
(109)
En consecuencia, para todo vectoe D(AY),

(AU% ¢) = (d/lw7 dﬂw) - (B— ’ ¢7 ¢) : (110)

De modo que el operaddx puede no resultar positivo definido si el seguritonino del
miembro derecho de la ecuanianterior es suficientemente grande. El siguiente Teorema
relaciona esta posibilidad con la “proximidad” del operadax la subvariedad de Cayley
C_.

Teorema 11.3.3 U € C_ entonced/; := U define una extensin autoadjuntaA’ que

tiene un “estado de borde” de enémgnegativa para suficientemente pegiie. La en-
ergia de este estado tiende-axo cuandot tiende a cero.
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Demostracibn: Daremos indicaciones para una demosémacionstructiva omitiendo los
detalles écnicos. El estado de borde; est dado por,

o tan ()
¢£,t c— £<y) €xXp ( tan (t/?)) ) (111)
siendoy la coordenada sobre el bordéd/, = la coordenada normal al bordeyy) un
estado dd.»(0M, F) que satisface

Ul(y) = —&(y). (112)

El estadct(y) existe puesto quE € C_. El estado de borde; ,, por su parte, pertenece
a la extengin autoadjunta caracterizada por el operador unitéi6, como puede verifi-
carse sin dificultad. Asimismo, eadil ver que el estado, ; se concentra en el borde/

a medida que tiende a cero.

Finalmente, puede calcularse el miembro derecho de la érugici0) para el estado
de bordey, y probar que tiende aoco a medida qué tiende a cero.

O

En conlusbn, podemos construir extensiones autoadjuntas caracterizadas por un o-
peradore*U, conU < C_ (e.g., condiciones Dirichlé?), cuyos estados fundamentales
tienen ener@as que tienden aoco cuandot tiende a cero. Estas extensiones contienen,
adends, estados de borde cuyas normas tienden a cerg'con

Ejemplo

Consideremos el operador laplaciano en una dindensb? con dominio de defini-
cion D(—d?) = €5°((0,1)). Como el conjunto de funciones de boddg oM, C) es iso-
morfo aC?, el conjunto de extensiones autoadjuntaé est correspondencia biwoca
conU(2).

Construiremos un estado de borde a partir de una ertersiC_. Sea entonces,

. ( —01 e(i)ﬂ ) | (113)

gue define condiciones de contorno Dirichlet en el origen y condiciones de contorno
Robin enl caracterizadas por el @anetros. El autovector correspondienfeest da-

do por,
(8)-(2)

195j hubieimos realizado el mismo alisis a partir de extensiones caracterizadas por operadofes en
(e.g., condiciones Neumann) h&mos obtenido estados con edasggrbitrariamente grandes que tienden,
en el imitet — 0 a modos ceros del operaddf.
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De acuerdo con el Teorema 11.3.3, el estado de bordesggbnces dado por,

___tan(z/e€) . < g < ¢X
Ves = exp ( etan(t/2)> st 0 <z <ef (115)
0 st €5 <wr<l1,

dondel) < e < 1.

Es inmediato verificar que, ; pertenece a la exterdsi caracterizada pet'U y que el
valor de expectadin del hamiltoniano con respecto a este estado ti€rale co conforme
t tiende a cero. La norma del estado (115), cuya éaexg arbitrariamente negativa para
valores suficientemente pedises det, esh acotada pot, de modo que este estado no
existe en elimitet — 0.

Notese que las extensiones autoadjuntas caracterizadas por operadores Un@arios
la intersecdn C_ N €, representa un cambio de topolagen la variedad de basé,
i.e, en este caso, condiciones de contorno@uicas. Eventualmente, una fase en los
elementos dé/ representa condiciones de contorno pseudoge@s, correspondientes
a parfculas con estddtica fraccionaria.

208 ¢ < 1/4/2.
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Parte llI

Ruptura Espontanea de SUSY en
Mecanica Cuantica.
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.1 INTRODUCCION

| have done a terrible thing: | have postulated a particle
that cannot be detected.
(Wolfgang Pauli.)

[11.1. Introducci 6n

La supersimeta (SUSY) es considerada una exténsnatural de las te@s de gauge,
contribuye a la cancelam de divergencias en la TéarCuantica de Campos y es un
ingrediente esencial de la Té@de Cuerdas. Sin embargo, la degenérade los niveles
de energa asociada con esta simatimplica la existencia de comiparos supersigtricos
de igual masa que no existen en la naturaleza.

En consecuencia, esta simatsdlo puede realizarse bajo un mecanismo de ruptura
esponanea (diamica). Pero a diferencia de lo que ocurre con las siagtrdinarias, la
ruptura espoinea de la SUSY es muy @ifl de implementar.

Modelos de me&nica ci@antica supersigtrica (SUSYQM) en una dimerisi fueron
estudiados primeramente por H. Nicolai [95] y E. Witten [126, 127, 128]. En este contexto
se propuso la ruptura de la SUSY a partir de mecanismos no perturbativos basados en
potenciales asociados a soluciones de instantones [126, 127, 109, 36, 37, 38].

Mas recientemente, A. Jevicki y J.P. Rodrigues [80] han sugerido que la SUSY tam-
bien podra ser espodneamente rota mediante superpotenciales singulares por efecto de
condiciones de contorno inusuales en la singularidad. Para ello consideraron un operador
diferencial de segundo orden, estudiado previamente por L. Lathouwers [89], correspon-
diente a un hamiltoniano superstrico derivado de un superpotencial con una singula-
ridad en el origenr = 0 proporcional az~!. Sin embargo, los autores no han tenido en
cuenta si las autofunciones analizadas corresponden a un mismo hamiltoniano autoadjun-
to.

Posteriormente, A. Das y S. Pernice [41, 43] han mostrado que una regutarizaci
del superpotencial conduce a una SUSY ®ia, es decir, a un sistema con un estado
fundamental de enei@nula y estados excitados doblemente degenerados.

En este cajpulo presentaremos uno de los resultados originales de esta tesis referido
a este superpotencial en SUSYQM [55]. En patrticular, estudiaremos la relevancia de las
extensiones autoadjuntas de las supercargas (generadores de la SUSY) y del hamiltonia-
no del sistema en reldam con la ruptura espcgmea de la SUSY. Mostraremos que, en
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general, las extensiones autoadjuntas poseen una SU3SMidamente rota por efecto
de las condiciones de contorno y, por consecuencia, sus espectros presentan un estado
fundamental de enei@no nula y estados excitados no degenerados.

El hamiltoniano y las supercargas de este sistema constituyen, asimismo, ejemplos
de inteés en reladin con el objetivo central de esta tesis, referido a las propiedades
inusuales de las funciones espectrales correspondientes a operadores singulares. En la
seccon X.2 del Agendice calcularemos algunas de las funciones espectrales asociadas a
este problema.

1.2. N=2 SUSYQM

La med@nica cantica supersigtrica N = 2 es la realiza@n en0 + 1-dimensiones
del algebra de supersiméir

{Q.Q}=1{0"QY=0, {Q.Q'}=4,
[H,Q] = [H,Q"] = 0.

El generador de las traslaciones temporales es el hamiltohianés generadore® y

Qf, adjuntos uno a otro, son las supercargas que generan traslaciones en el superespacio
y constituyen el sector ferimnico delalgebra. Todos los generadoresitact sobre un

mismo espacio de Hilbeft. Si definimos las combinaciones lineales autoadjuntas,

Qr=Q+Q" Q- =i(Q-Q"), (117)
el algebra (116) toma la forma,

{Q+,Q_}:0, {Q+7Q+}:{Q—7Q—}:2H7

[HaQ-i-} = [HvQ—] =0.

(116)

(118)

Una representagn de las relaciones (118) astada por,

0 Df 0 —iDf D'D 0
Q+:(D 0 ) Q:(z‘D 0 ) H:( 0 DDT>’(119)

donde,

1 1
D=—(-0,+W(x), D'=—
7 ( (z)) 7
son operadores diferenciales definidos sobre un subespacio denso de funciones de una
variedad unidimensional en el cual la compdasicesé bien definida. La funén W (x)
se denomina superpotencial.

(O + W(x)) , (120)
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De las relaciones de anticonmui@ti(118) se puede ver que el operador hamiltoniano
H es positivo definido y autoadjunto. Adés) si el estado fundamentaj del sistema es
invariante ante las transformaciones de supersimélrest

Q1o = Q—thy = 0, (121)

entoncesHvy, = 0, la ener@a del estado fundamental es cero. iRemcamente, si la
enerda del estado fundamental es distinta de cero, entonces existe una rupturarespont

de la supersimeia; el hamiltoniano conmuta con las supercargas pero sus autoestados no
son invariantes ante una transforntacde supersimdt.

El mecanismos de ruptura espaméa de la supersim&rque estudiaremos consiste
en considerar variedades con borde y determinar la Endej estado fundamental en
terminos de las condiciones de contorno. Con este objetivo, estudiaremos a cobtinuaci
un superpotencial que posee una singularidad en el borde de una variedad unidimensional.
Las distintas condiciones de contorno admisibles en la singularidad ésterminadas
por las extensiones autoadjuntas del hamiltoniano. La supersmestultad espordnea-
mente rota para aquellas extensiones autoadjuntas cuyos estados fundamentales tengan
enerda distinta de cero.

Se debe tener presente que, aunque la represemtdada por las expresiones (119)
y (120) indican que los operadorés, D' son “formalmente” los operadores adjuntos
de @, D, respectivamente, esta propiedadhasindicionada por la adecuada eléocile
los dominios de definiéin de los operadores. Mostraremos que estos dominios quedan
determinados por el procedimiento que utilizaremos para construir las extensiones au-
toadjuntas del hamiltoniano.

I11.3. Superpotencial singular

Consideremos entonces el problema en SUSYQM definido por un superpotencial
W (z), con una singularidad en el origen, dado por,

w=2 "z, (122)
X

siendor € R y a € R. Teniendo en cuenta las expresiones (120) definimos los opera-
dores diferenciales,

Dy = % (—ax + % . 1:) , (123)
DQZ%(@;-I—%—J?) , (124)

con dominio en el subespacio der§p(R*) de funciones infinitamente derivables y con
soporte compacto disjunto del origen.

61



1.3 SUPERPOTENCIAL SINGULAR

Es conveniente definir ahora el operador de supercargen el subespaci®(Q ) =
Cs°(R™) ® C?* cuya acadn sobre los vectoreB de componentes;, ¢, est dada por,

0 Dy b1
o = : 125
Q+ ( Dl 0 ) ( ¢2 ) ( )
Su cuadrado, que ésbien definido, permite definir,
H=Q. (126)

El operador@,, al igual queH, es singtrico debido a las restrictivas condiciones de
contorno de su dominio de defindei, sin embargo, no es autoadjunto (ni cerrado) sino
gue admite una familia de extensiones autoadju@fﬁ%caracterizada por un p@Enetro
realy (la clausura del operador $edeterminada, posteriormente, en la sae¢lll.7).)

Ahora bien, en virtud de un teorema de von Neumann [106], el operador hamiltoniano
definido por,

H = Q- o, (127)
es autoadjunto en el dominio de defibiaj
D(HD) = {y € DY) : QY v € D@QY)}. (128)

En consecuencia, las extensiones autoadjuntas del opé&padawnstituyen distintas re-
presentaciones de la supercarga caracterizadas poraeh@i@o~ y determinan los do-
minios sobre los cuales los operadores hamiltonianos (127) son autoadjuntos.

Por otra parte, se puede definir una segunda supercarga linealmente independiente de

)+ como,
(0 —iD,
que tambén resulta sirétrica enC*(R™) ® C? y verifica,
QP =Q1=H, {Q,Q}=0. (130)

Sin embargo, los generador@s, ) _, H no son autoadjuntos e?§°(R*) @ C=.

Dado quel)_ se obtiene d€), mediante una transformaxi unitaria,

Q— _ eiﬁO’3/4 Q+ e—l'7TO'3/4, o3 = ( (1) 01 > (131)
toda extengin autoadjuntaig(j) de . determina una exteri autoadjuntaQ(j) de@_
cuyo dominio es la imagen dD(Q(j)) por la transformadin unitariae’™**/4. En conse-
cuencia, ambas extensiones presentan el mismo espedésoadélante estudiaremos la
compatibilidad entre los dominios de estas supercargas endrelean la posibilidad de
realizar elalgebra (118).

El primer paso en la construéei de las extensiones autoadjuntagdeconsiste en
determinar su adjunt@’, . Este es el tema de la siguiente séoci
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l11.4. El operador adjunto

Para determinar las extensiones autoadjuntdg,déebemos estudiar sus subespacios
de deficiencia,

Ky = Ker (QL + z) . (132)

Para ello, determinaremos el dominio y el espectr@ﬁe

.4.1. Dominio de Q'

Un vector® € Ly(R*) @ C? pertenece al dominio @',

v = ( o ) e D(QL), (133)

si (U,Q.®) es una funcional lineal y continua de € D(Q.). Esto implica, por el
Teorema de Riesz, la existencia de una fandr,

U = ( U1 ) € Ly(R"), (134)
tal que,
(v,Q,9) = (¥,@), Vo € D(Qs). (135)

La funcion ¥ esh urivocamente determinada en virtud de g, ) es un subespacio
denso. Consecuentemente, la @odieQ’, para cadal € D(Q'), esh definida por,

QLU =T, (136)
Se debe recordar que, corgq es sinetrico, D(Q.) € D(Q).

Determinaremos ahora las propiedades de las funciones perteneci@ﬁ@&)ay el
modo en qu@i actla sobre ellas. La ecuaci (135) implica,

— + (% - a:) b1 = V2 1, (137)
U+ (S —a)va = V23, (138)

donde las derivadas se consideran en el sentido generalizado. Esto muestta:fjes
una distribuadn regular,i.e., localmente integrable. Por lo tantd(x) es una fun@n
absolutamente continua para> 0, y el dominio de@i resulta,

D(Q) = {¥ € AC(R* — {0}) NLy(R*); Dyvyy, Dathy € Ly(RT)} . (139)

Por consiguiente, podemos realizar una inte@ragior partes en el miembro izquierdo
de la ecuadin (135) y concluir que la aazn deQi sobreV € D(QL) esh dada por,

av-(52)(2)

donde las derivadas deben interpretarse en el sentido generalizado.

63



.4 EL OPERADOR ADJUNTO

I11.4.2. Espectro de Ql

Consideremos ahora el problema de autovaloreg/de

Q@) = Ay, (141)
0 equivalentemente,
Digr =X, Doy = Ao, (142)
con,
D) - ( o ) eD(Q'). (143)
yAeC.

A partir de las ecuaciones (123), (124) y (142), se deducebque) es tambén una
funcibn absolutamente continua. En consecuencia, aplicaciones sucesiyasidenbos
lados de la ecuadn (141), demuestran qug (z) € C*(R* — {0}), y la ecuaddn (142)
resulta equivalente a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Reemplazandg, en £rminos dep; en la ecuadn (142) obtenemos,

—%¢’1’+%{%Jrﬁ—l—m}@:ﬁm, (144)
1 , o
A¢2=E{—¢1+(5—x> &} (145)

Haciendo la substitucn,
¢1(x) = 2 e~ /2 F(xQ) (146)

en la ecuadin (144) obtenemos la ecuanide Kummer [1] pard’(z),

() + (b= 2) F'(2) —a F(2) =, (147)
con, )
a= . b=aty. (148)

Para cualquier valor de los @amnetrose y b, la ecuaddn (147) tiene dos soluciones
linealmente independientes [1] dadas por las funciones de Kummer,

y1(z) =U(a,b,z) =

. M{(a,b, ) M4+ a—b2-b2) (149)
sin b {m Ta—-bIb) T'(a)l(2 —b) } ’
Y,
ys2(2) =€e*U(b—a,b,—z). (150)

En la ecuadn (149),M (a, b, z) es la funcdbn hipergeoratrica confluente £ (a; b; z).
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Para grandes valores @# [1],
Ula,b,z) =2z {14+ 0(|z| ")}, (151)
de modo que solamentg(z?) conduce a una fungh ¢,(x) € Lo(1,00) al ser reem-
plazada en la ecudmi (146).

Por consiguiente, una de las componente$ gdest dada por,

a —x2/2 \? 1 2
o1(x) =a%e¢ U —?,oﬁ—ﬁ,x . (152)
Por su parte, reemplazando la ecoadi152) en la ecuan (145), obtenemos para la otra
componente dé,,
2
¢o(x) = —% gt e 2 (1 — %;oz + g,ﬁ) , (153)

que tambén pertenece By (1, co).

Sin embargo, debemos targhiconsiderar el comportamiento @g(x) cerca del ori-
gen; esto permita la determinad@n del espectro. De la ecuéaai (149), y del desarrollo
para pequi@os argumentos de las funciones de Kummer [1], se concluye que existen tres
casos que deben analizarse por separado, de acuerdo con el valoadwtpay:

1. Sia > 1/2, se puede ver qué,(x) € Ly(0,1) siy lo si —\?/2 = —n, con
n=0,12...
En este caso, teniendo en cuenta guen, b, z) se reduce al polinomio de La-
guerre de grade enz,
U(=n,b,2) = (=1)"n! LY™D(2) (154)

obtenemosp, () ~ =%y ¢o(x) ~ x> para0 < r < 1. En consecuencia, Si
a>1/2, QL tiene un espectro real no degenerado yesino respecto del origen,
dado por los autovalores,

Ao =0, Ain = +V2n, n=123,... (155)
gue corresponden a las autofunciones,
OIS e/ ( é ) , (156)
Y, )
Ly (2?)
Oy, =(—1)"nlz” e /2 , (157)
Fo= L)
N
respectivamente.

65



.4 EL OPERADOR ADJUNTO

2. Por su parte, sk < —1/2 se puede ver qué,(z) € Ly(0,1) siy lo si—)\?/2 =

1
a—35—n,conn=0,1,2,...

En este caso, teniendo en cuenta la transforbmade Kummer (@ase [1], pg.
505),

U(l—n—5b2—bz2) =2"""U(-n,b,z), (158)

y la ecuaddn (154), obtenemog, (x) ~ 'y ¢o(z) ~ 7 paral < z < 1.
Por lo tanto, sic < —1/2, QL tiene un espectro real no degenerado yétimo
respecto del origen, dado por los autovalores,

Ain =EV22n+1-2a, n=20,1,2,..., (159)

correspondientes a las autofunciones,

P
x L )(xQ)
Dy, = (—1)"nla e /2 : (160)

ol
:F,/n+%—ozL£L 2)(xQ)

Notese que no existen modos cero para este rango de valoresatakpary.

3. Pordltimo, si—1/2 < a < 1/2 se puede ver, a partir de (152), (153) y (149), que
®,(z) € Ly(0,1), VA € C.

Esto implica que, div| < 1/2, todo rimero complejo es un autovalor no degenera-
do dte. En consecuencia, la autofut’mide@*+ correspondiente a = i esh dada
por,

U3, a+ 3, 2%
D, (1) = Pyy(x) = 2% e/ ‘ , . , (161)
—\/LixU(i,oz—Fi,x )

en tanto que la autofurtm correspondiente & = —i est dada por su complejo
conjugado,
B (2) = By_i(z) = Dy (2)", (162)

dado que los coeficientes del operador diferencial de la gnuét#2) son reales.

Notese que, como hemodsdado, la dimenén del subespaciler (QL —\) escons-
tante en cada uno de los semiplafips) # 0. En la secdn siguiente determinaremos las
extensiones autoadjuntas @e .
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1.5 EXTENSIONES AUTOADJUNTAS DE LA SUPERCARGA

[11.5. Extensiones autoadjuntas de la supercarga

Para construir las extensiones autoadjunta@ delebemos tener en cuenta, de acuer-
do con el Corolario 11.2.6, los subespacios carasteos deQT+ correspondientes al au-
tovalor+i calculados en la sed@m anterior. Veremos quesi| > 1/2 los subespacios de
deficiencia son triviales y el operad@r, es esencialmente autoadjunto. Por el contrario,
si |a|] < 1/2 los subespacios de deficiencia son undimensionales y el opépadmmite
un conjunto infinito de extensiones autoadjuntas.

Si|a| > 1/2 el operador (), es esencialmente autoadjunto

Como hemos visto en la sebailll.4.2, losindices de deficiencia dg, ,
ny = dim Ker (QL - z) , (163)

se anulan pargy| > 1/2. Esto significa qué) ;. es esencialmente autoadjunto y admite
unatnica extengin autoadjunta dada por su claus@ra.

De acuerdo con las ecuaciones (126) y (128), el hamiltoniano admite entonces una
Unica extengin autoadjunta dada por,

H = @Jr '@Jr ) (164)
cuyo dominio de definiéin es& dado por,
DH)={veD(Q,):QveD(Q,)}. (165)

Notese que toda autofurdei de@) ., correspondiente a un autovalgmpertenece & (H).
Por lo tanto, es tambn una autofunéin deH con autovalo = \?. Obtenemos entonces
la siguiente descripon del espectro del hamiltoniano en el casp> 1/2:

» Sia > 1/2, las autofunciones d& estin dadas por las ecuaciones (156) y (157).
No6tese que existe umico modo cero, en tanto que los restantes autovalorés de

E,=2n, n=1,23,... (166)

son positivos y tienen una degenegacdoble (ase la ecuagn (155).)

Las combinacione$, ,, + ®_, (véase la ecuadn (157) representan estaduos-
sbnicosy fermionicos esto es, con la componente inferior o superior nula, respec-
tivamente. Para estos valores delgmaetroa el indice de Witten ef\ = 1y, por
consiguiente, la supersimgtres exgdcita.
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1.5 EXTENSIONES AUTOADJUNTAS DE LA SUPERCARGA

» Sia < —1/2, las autofunciones d& estin dadas por la ecudéci (160). Notese
gue, en este caso, no existen modos cero. Los autovalorés de

E,=2n4+1-2a>2 n=0,1,2,... (167)

son todos estrictamente positivos y tienen una degerderaitble (ver ecuaon
(159)).

Las combinacione$ . ,, + ®_ ,, (véase la ecuadn (160) representan estadosios
nicos y fermonicos. Para estos valoresdda supersimeta esh esporineamente
rota y, consecuentemente,etlice de Witten e\ = 0.

Si|a| < 1/2 el operador @) admite extensiones autoadjuntas no triviales

De acuerdo con las ecuaciones (161) y (162) de la@edhi4.2,si—1/2 < a < 1/2
losindices de deficiencia son. = 1. En consecuencid), admite una familia de exten-

siones autoadjunta@ﬂf) caracterizadas por un f@anetro realy, que esi en correspon-
dencia biuivoca con el grup@/(1) de isometrasU(y) deX, enX_,

U(Y)D (2) == €7D, ~ € [0,7), (168)
siendod, y ¢ _ las funciones dadas por las ecuaciones (161) y (162), respectivamente.

Notese que la variedadll de extensiones autoadjuntas es isomorta(8) y posee,
en consecuencia, la topolagséialada en la seamn 11.3: 79(M) es trivial ym; (M) = Z.
Las subvariedades de Cayley son = {—1}, correspondientea = 7/2,y €, = {1},
correspondiente @ = 0. Las variedaded( — C;. tienen, en consecuencia, topaiag
trivial.
El operador autoadjunl@(j) es la restricdin deQL al subespacio denso,
DY) cDQL) =D@Q,)aK, ©K_, (169)

gue consiste en las funciones de la forma,

U= ( Zl ) =Ty +c(Pp+ed_), (170)
2

conV, € D(Q,)yceC.
La accbn del operado@f) esh dada por,
QU = QL Ty +ic(d, — D), (171)
conQ' dado por la ecuash (140).
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La ecuaaddn (170) caracteriza completamente el comportamiento en el origen de las
funciones?¥ € D(Q+(7)), de modo que permite determinar el espectr@@é. En efecto,
en la secdn III.7 estudiaremos el dominio de la clausgra y mostraremos que,

Tolo) € 2@, Tte) = (7)) (172)

parax — 0T. Por su parte, se puede ver, a partir de las ecuaciones (143), (152), (153) y
(149), que el comportamiento en el origen de las autofunciéneke QL esh dado por,

I (% — Cl{) « l—a
¢1 xTr) = N VR x~ + O X s
(z) (2 ) (=) .
bo(z) = \/75 FF((ij%Q_O;) 2 4+ Oz,

Las ecuaciones (172) y (173) muestran que no existen autofuncio@éspt&tenecientes
aD (Q+). Por consiguiente, son las contribucionesideen la ecuadin (170) las que
determinan el espectro dg. ). En efecto, elimite,

lim ——=

20t T Py(w) —El"(l_’\2 —a)F(5—|—a) "

2

oo DY) o e

obtenido a partir de la ecudci (173), debe coincidir con,

aun(e) _ [r eot(y) T(3-a)
xlirg+m__\/;F(l—a)F(z+a)’ (175)

obtenido a partir de las ecuaciones (170) y (172).

Por lo tanto, los autovalores dﬁj) son las soluciones de la ecuatitrascendental,

2

M(5) R
fA) = T (1;A2 _ a) = - T(1—a) = 06(7). (176)

Notese que-co < B(v) < oo paral < v < . La funcibn f(\) es impar en la variable
Ay ha sido representada en la Figura 1 para un valor de 1/4. Los autovalores de
Q. eshn determinados por labscisaale las intersecciones de lsafica def(\) con

la recta horizontal correspondiente a la constaiite. En la Figura 1 se ha representado
adends la recta horizontal(~) = 3. Las autofunciones correspondientes se obtienen de
las ecuaciones (143), (152) y (153). Cabaadar que, de acuerdo con las expresiones
(173), estas autofunciones son singulares en el origen.
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Figura 1:Las intersecciones de la fuidci f(\), representada en la figura para= 1/4, con una
recta horizontal determina el espectro de la extenautoadjunta correspondiente; consideramos
en la figura el cas@(v) = 3.

Los autovalores dé)ﬂj) son, en general, no degenerados. En efecto, el espectro es
simétrico con respecto al origells para las extensiones autoadjuntas correspondientes
af=—oo(y=0)ys=0(y=m/2) cuyos autovalores &st dados por,

Ain==xV2n, n=1223,... a77)
sif = —ooy por,
An=EV2n+1—-2a, n=0,1,2,... (178)
sig=0.

En general los autovalores correspondientes al espectro de cualquier@xi@msi
toadjunta estn contenidos entre adotas contiguas de (—\?/2),

V21 < [Aial < V2 +1). (179)

Por su parte, las extensiones autoadjufit&id del hamiltoniano eéin dadas por,

HY =0 . QY (180)

sobre los dominios definidos por la ecuat{128). Estos dominios contienen, en particu-
lar, a las autofunciones dg, ) que resultan, por consiguiente, autofunciones/ée.

Describimos el espectro del hamiltoniano considerando separadamente distintas ex-
tensiones autoadjuntas:
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» Laextensbn caracterizada por= 0 (6 = —o0) es lalinica extensin que posee un
modo cero que es, por otra parte, no degenerado. El estado fundamentidest
por la ecuadn (156). La ecuabin (177) muestra que los autovalores no nulos de
H© son doblemente degenerados,

E,=M\n)’=2n, n=123,... (181)

Las combinacione®., ,, + ®_,, (véase la ecuadn (157) representan autoestados
bonicos y fermdnicos del hamiltoniano, respectivamente.

Por lo tanto, las condiciones que satisfacen las funciones del domir@éfhdan
lugar a una extendn autoadjunta supersétrica del hamiltoniand/. El indice de
Witten es, en este casq, = 1.

» La extensbn caracterizada por = 7/2 (5 = 0) no posee modos cero y tiene un
espectro doblemente degenerado. En efecto, de la écuddi8) se deduce que las
enerdas deH (/) son,

En=M\n)’=2n+1-2a, n=0,1,2,... (182)

que son todas estrictamente positivas. Las combinacibngst+ ¢_ ,, (véase la
ecuaobn (160) representan autoestadosinisos y fermonicos del hamiltoniano,
respectivamente.

Las condiciones impuestas sobre las funciones del domir@(ﬁé> rompen es-
ponfaneamente la supersinmietpero preservando la degenetacdel espectro. En
consecuencia, @hdice de Witten ea\ = 0.

» Los valores dey # 0, /2 definen extensiones autoadjuntas del hamiltoniano que
no poseen modos cero y que tienen un espectro no degenerado. Los autovalores de
H® estin dados por los cuadrados de las soluciones de la écudd6).

Estas extensiones autoadjuntas, a diferenci&@dey H(/?), no poseen autofun-
ciones correspondientes a estadohaos ni fermbnicos (\eanse las ecuaciones
(152) y (153).) La condidin de contorno que define el dominio @éﬁ) no solo
rompe la supersimétr, sino tamk@n la degeneragn del espectro. Eindice de
Witten es, por consiguientdy = 0.

[11.5.1. L imite regular

Es interesante considerar el caso= 0, en el que el superpotencial, dado por la ecuaci
(122), es regular en el origen.
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En este caso, las funciones@(\Qf)) tienden a valores finitos para— 07, como se deduce
de la ecuadin (173),

Do(z) = o(2?),

- (183)
Dy (x) + 27D _(x) =232 M ( V'3 sy > +O(x).

—sinvy

Por lo tanto, el dominio d&_ (") puede ser caracterizado por una cortiaie contorno local de
la forma,
de D)= (siny /7 cosy )- < zlggg ) =0. (184)
2
Los valores particulareg = 0 y v = 7/2 conducen a las condiciones de contog@)) = 0y
¢1(0) = 0, respectivamente.

Como hemos mencionado en la sécxcill.5, paray = 0 la supersimeta es exgkita. El
modo cero d&/(?) est dado por,
e—z2/2
D) = ( > . (185)

0

Por su parte, los autovalores del hamiltonian@estador potE,, = 2n,n = 1,2,... (véase
la ecuadbn (181)), son doblemente degenerados y las correspondientes autofunciones toman la
forma (Wanse ecuaciones (152) y (153)),

—x2/2 H n
Penlt) =~ ( iQﬁQHi:)l(x) > : (186)

dondeH, (z) son los polinomios Hermite. dlese que la componente inferior y la derivada de la
componente superior de los autovectores se anulan en el origen.

Paray = 7/2 la supersimeta esé esporineamente rota pues no existen modos cero. Los
autovalores deé7("/2) eséin dados pof,, = 2n + 1, n = 0,1,... (véase la ecuadh (182)),
son doblemente degenerados y las correspondientes autofunciones toman la é&anse (as
ecuaciones (152) y (153)),

—x2/2
_¢ Hany1 ()
Pien(w) = 22n+1 < FVan + 2 Hop(x) )~ (187)

En este caso, la componente superior y la derivada de la componente inferior del autovector se
anula en el origen.

Para valores del pametroy # 0,7/2, la supersimeta tambén esh esporineamente rota
pues no existen modos cero pero el espectro es no degenerado. Vemos entonces queda excepci
de~ = 0, las condiciones de contorno en el origen que definen el operador autoa@[ﬂ)ny)el
operador autoadjuntd (") rompen la supersiméé.
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I11.6. Realizacion delalgebra de N=2 SUSYQM

Como hemos s&lado, las extensiones autoadjurt@ﬁ_’é) de la supercarg®@_ se ob-
tienen a partir de la transform@ai unitaria,

Q(_’Y) — ei?TO'g/4 QS_W) e—i7T03/4 ) (188)
Los correspondientes dominios de defidicesén dados por,

DQY) = {v: ey e DY)} =M/ (DQ))) . (189)

En consecuenciaQ(_”) constituye una representani equivalente de la supercarga que,

desde luego, presenta el mismo espectro@ﬁé Asimismo, su cuadrado, definido sobre
el conjunto,

D ((QV) = {v e D@): Qv e DQM) | =
— {¢ . e*iﬂ'o‘g/ﬁldj c ®(Q(j)) A efiﬂ03/4Q(j)¢ — Q(J)efiﬂ*ag/élw c D( (j/))} —

_ imos/4 (D(HM)) ,
(190)
constituye una representani equivalente de la extedsi autoadjunta del hamiltoniano
HO.

Ahora bien, las dos representaciones equivalentes del hamiltoriénaladas por
los cuadrados de las supercar@;{,%) coincidendnicamente si el domini®( SZ)) es
invariante ante la transforméci unitariae’™?s/* y, en virtud de la relaéin (175), esto
solo es \alido para las extensiones autoadjuntas correspondientes@ /2.

En consecuenciapto para los valores = 0, 7/2 tienen sentido las composiciones,

QUQY vy QUQY, (191)
en el dominigD(H ")), donde se satisface adaselalgebra de la SUSY coN = 2,
2 2
{@0.0 =0, O = (@) = (). (192)

Para los restantes valores geel dominioD(Q(j)) no es invariante frente @™ :/* y
no existe un dominio denso del espacio de Hilbert donde puedan definirse las composi-
ciones (191). Por lo tanto, para estos casos existénitca supercarga y élgebra de la
SUSY se reduce a,

HO = (Q@)2 . (193)
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Cabe sBalar que la doble degenerémide los autovalores no nulos d&”) para
~v = 0,7/2 es consecuencia de la existencia de dos supercargas. En efecto, si,

Dy = Ay, (194)

parag, € D(Q(j)) y A # 0, entonces las relaciones (192) implican que,
QY (Q%r) = -7 (@061 ) = -2 (@71 . (195)

por lo queQ "¢, es un autovector de autovalen deQ(j) y, en consecuencig)” ¢, L
®x, con,

| Qon [1*= (m, (Q@)%) =X | o |P#0. (196)

En conclusbn, las condiciones de contorno en= 0 rompen, en general, la SUSY
N=2, eliminando un generador. Esto implica que el espectro de la supercarga no sea
simétrico y el del hamiltoniano resulte no degenerado.

Las Gnicas excepciones son a las extensiones autoadjuntas correspondigntes a
0,7/2, para las que se obtiene SUSY cin= 2 (dos generadores de la SUSY). Las dos
supercargas presentan espectro€sigos y los estados excitados del hamiltoniano son
doblemente degenerados.

Finalmente, parg = 0 el estado fundamental tiene eri@rgula y la SUSY es ma-
nifiesta, en tanto que para= 7/2 el estado fundamental tiene eniergstrictamente
positiva y la SUSY et esporéineamente rota.

l11.7. Clausura del operador

En esta secon estudiaremos la clausura del opera@ardefinido sobreD(Q.) =
C°(R*) @ C? y demostraremos que, cerca del origen, las funcidngs) € D (Q, )
verifican el comportamiento (172), para todd < 1/2. Esto permitb omitir las con-
tribuciones de las funciones pertenecientd3 @)_ ) en el imite z — 0 del miembro
derecho de la ecudmi (170) y arribar a la ecudui (175).

Para determinar la clausura de lafira de() . debemos considerar las sucesiones de
Cauchy,

{cbn - ( DL )} CD(Q) = EF(RY), (197)
¢2,n neN
tales que{Q, P, },, .y SON tamben sucesiones de Cauchy.

En este casofdin},cnr 1920 nens 101810 nen Y {D202:n } ey SON SUCESIONES de
Cauchy enL,([0, 1]), siendoD; y D, los operadores diferenciales dados por las ecua-
ciones (123) y (124) respectivamente.
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Por otra parte, como est acotado eff0), 1] y la suma de dos sucesiones de Cauchy
es tambén una suceéh de Cauchy, se deduce que,

{0hn@) = Zona@)} (198)

Y,
{ab’g,n(x) + % cbz,n(m)} : (199)

neN
son sucesiones de Cauchyler(0, 1).

Asimismo, comar™® € Ly([0, 1]) para todo-1/2 < o < 1/2 se verifica,

{o7 (0hn@) = Z010@) | ={@0r@)} (200)

neN

« ! o o e /
{2 (@) + So0a(@) | = {(@00u(@))'} ey (201)
son sucesiones de Cauchyley([0, 1]).

Ahora bien, teniendo en cuenta que estas funciones se aneélaticaimente en una
vecindad del origen, se puede probar Que® ¢, ,(z)}, . Y {7% ¢2..(2)}, . CONVErgen
uniformemente efD, 1]. En efectoy = € [0, 1] se verifica,

‘ 2t [py (7)) — b1 n ()] ‘ _

/0 ' (v (61,0 () — 1w ()’ dy‘ < (202)

!/

< || @ 61u(@))' = (@ 1,0(a))

—n,m—oo 0.
L]_(O,l)

Por lo tanto, existen dos funciones continuas; ¢, (z) y 2%¢,(z), que son susimites
uniformes er0, 1], B
276y (2) = lim 27 gru(2),

B (203)
2% Gal) = 1 2% Ga(2)
Por consiguiente, B

lim 7% ¢, (x) = 0,
(204)

h'r% 7% ¢y (7) = 0.

Por otra parte, efinite de la suceéin {®, }, _ enL3[(0,1)] esh dado por,

lim ®, = Ty — ( o1 ) . (205)
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En efecto, teniendo en cuenta que, para todo0,

‘ 2 [f1.0(2) — ()] ‘ <& Vaelo1], (206)

sin es suficientemente grande, se deduce,

R

1
— / x2a
0

Se procede @logamente para la componente inferior. La ecua¢il72) se deduce de
las ecuaciones (205) y (204).

¢ (qbln(:r) — &, (x)) ‘2 < (207)

2
<¢e? HxaHLz(O,l) :

Como la géfica dte es cerrada [101], contiene a leafica de@_, . Verificaremos,
para finalizar, que efectivamente la fuiici®, pertenece & (QL)

Seap; (x) el limite enL; (0, 1) de la suce$in de Cauchy dada por la ecuaci(200),

pi(z) = lm (a7 1a(2))". (208)

n—oo

Entonces, dade > 0, Vx € [0, 1], se verifica,

(fafbl,n(fﬁ) - /Ox p1(y) dy’ =

/O ) [(y‘“cbl,n(y))' - pl(y)} dy‘ < (209)

<[ 10) = )]

<e,
L1(0,1)

paran suficientemente grande.

Como el Imite uniforme edinico, se deduce de las ecuaciones (203) y (209),

¢1(x) = 2° /0 x p(y)dy, (210)

conp; € Ly(0,1). Por consiguientep, (z) es absolutamente continua para- 0. La
misma conclugin se obtiene @érlogamente para la componente inferiofx) de ®,.
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IV.1 OPERADORES PSEUDODIFERENCIALES

The divergent series are the invention of the devil,
and it is a shame to base on them any demonstration whatsoever.
By using them, one may draw any conclusion he pleases
and that is why these series have produced
so many fallacies and so many paradoxes.
(Niels H. Abel.)

IV.1. Operadores pseudodiferenciales

Los trabajos precursores en la teode los operadores pseudodiferenciales u opera-
dores de Caldén-Zygmund se deben a Mikhlin [91] y Caldery Zygmund [24]. Re-
ferencias acerca del desarrollo de estaitepueden encontrarse en los trabajos de P.B.
Gilkey [66] y S.G. Krantz [83].

En este capulo haremos una breve presentacde los operadores pseudodiferen-
ciales como generalizam de los operadores diferenciales. El orden de un operador
diferencial es, desde luego, un entero positivo, en tanto que el orden de los operadores
pseudodiferenciales puede tomar cualquier valor real. En este sentido, veremos que, en
una dimengn, los operadores pseudodiferenciales de orden menortjuepresentan
operadores integrales. De modo que al considerar el conjathite operadores pseudo-
diferenciales de orde#h € R podremos tratar en un mismo formalismo a los operadores
diferenciales y a sus inversos.

Sin embargo, dscomo los operadores diferenciales de ordeg N actian sobre
funciones que admiteshderivadas, para tratar con operadores de odderR deberemos
definir, primeramente, un conjunto de funciones que admitan “derivada” de drdéhn
Este conjunto se denomina espacio de SobHIgvTanto la definicdn de los espacios de
SobolevH4 como la de los operadores pseudodiferencidésse expresan e@tminos
de la transformadin de Fourietf.

Seand € Ry f(x) una funcon que pertenece al espacio de Schwartz Ly(R),
esto es, tal que admite derivadas continuas de todo orden que deci&s@&pito que
cualquier potencia de cuando|xz| — oco. Definimos a continuadn la transformada de
FourierF{f}(p), lanormal| - ||; enS'y los espacios de Sobold¥,(R).

Definicion IV.1.1 Dado queS C L;(R), definimos ldransformada de Fourier { f } (p)

de la funcon f(z),

F(f}p) = / e—Wﬂx)%. (211)
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Definicion IV.1.2
12 = / L+ [ [T ) dp (212)

Definicion IV.1.3 El espacio de SoboleH,(RR) es la clausura de&s con respecto a la
norma|| - |4

Enunciamos, sin demostraai, dos propiedades de los espacios de SoboleV:(z$ic
Hy(R) entoncesf(z) € C*(R), para todok < d — 1/2 (Lema de Sobolev [67].) Esta
propiedad indica que una furdei admite derivadas continuas de cierto orden si pertenece
a un espacio de Sobolev cordice suficientemente grande.

Por otra parte, si es un entero positivdla(R) coincide con el conjunto de funciones
de L,(R) que admiten derivadas generalizadad.g(R) de ordend (véase la ecuadn

(70).)

Consideremos, ahora, un operador diferencial regdlde ordend € N que aclia
sobre elementos dH4(R) ® C*, i.e, sobre funciones con dominio é que toman
valores en un espacio vectorial de diménsi y que admiteni derivadas el (R). El
operadorA puede expresarse de la siguiente manera,

d

A= Ay(a)(—id,)". (213)

n=0

Los coeficientesl,, (z) son funciones infinitamente derivables soRrgue toman valores
en el espacio de matric&€$>*,

Es conveniente, antes de introducir el concepto de operador pseudodiferencial, definir
el simbolo o { A}(z, p) del operador diferencial:

d

o{A}(z,p) =) An(z)p". (214)

n=0

De acuerdo con esta defirfci, la acobn de A sobre una funéin f(x) del espacio de
SchwartzS est representada por la aonide su Bnboloc{A}(z, p) sobre su transfor-
mada de Fourie¥{ f}(p),

Af(x) = / 7o {A}(x,p) - T} () j—g_ﬂ (215)

El simboloo{ A}(z, p) de un operador diferencial de ordeni es un polinomio de grado
d en la variablep. Para definir operadores pseudodiferenciales simplemente extendemos
la definicbn de $mbolo.
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Definicion 1V.1.4 Seand € Ry S¢ C €>=(R?) un subconjunto de funcionééz, p) para
las que, dado un par de enteros positivesn, existe una constantg,, ,, tal que,

10705 €(x,p)| < Crrn(1+ [P (216)
Sea, tamléin, S~ := ), 5%

Notese que elimboloo{A}(z, p) de un operador diferencial, que es un polinomio en
p de gradad € N, pertenece al conjuntg?. Asimismo, toda fundn ¢(x, p) que sea un
polinomio de grada enp con coeficientes dependientesadigene asociado un operador
diferencial de orded cuyo $mbolo esh dado pok(z, p). Definiremos el conjunt@ de
operadores pseudodiferenciales asociando un operador a todanféficip) € S¢.

Definicion IV.1.5 Dadosé(z,p) € S¢,d € Ry f(z) € 8, definimos ebperador pseu-
dodiferencial P como aquel que asigna a la fudai f(x) la imagen,

Pf(z) = / eip’”f(:v,p)-?{f}(p)j—g—ﬁ- (217)

El conjunto de operadores agefinido sed denotado por®d. Llamaremos, a su vez,
¥~ al conjunto de operadores definido&ngamente por funciong€gz, p) € S—=.

Aungue la definidn IV.1.5 asigna a cada furdgi £(x, p) € S¢ un operador pseudodife-
rencial P que aclia sobre las funciones @ees posible extender el dominio de defibiti
de P alos espacios de Sobolev.

Para extender la a@m del operadoP a las funciones dél,,(R), conn € R, enun-
ciamos sin demostramm la siguiente propiedad [66]. §i € S, entonces, se verifica
|Pf(x)|ln-a < C| fll. (vEéase la ecuadn (212)), donde” es una constante indepen-
diente def. Por consiguiente, si una sua@side funciones efi converge a una funan
en lanormd| - ||,,, entonces sus iagenes poP convergen en la norma. ||,,_q. De esta
manera, la acon deP puede extenderse a las funcionedigR).

Por otra parte, se verifica [66],
Pe V%= P:Hy(R) — H, 4(R). (218)

Esta propiedad es bien conocida en el caso de operadores diferencialesicuaddoos
operadores diferenciales de ordéactian sobre funciones que admitemerivadas ge-
neralizadas y sus iagenes son funciones que admiten d derivadas. Esta propiedad se
extiende al caso de operadores pseudodiferenciales definidos sobre espacios de Sobolev.

Cabe destacar que, de acuerdo con (218), los operadores pseudodiferenciales de orden
negativo hacen as “suaves” a las funciones. Veremos, por ejemplo,gu& contiene a
los operadores integrales daateo infinitamente derivable y puede probarse sin dificul-
tad que la imagen de una fubai por uno de tales operadores admite a su vez infinitas
derivadas.
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El conjunto de operadores pseudodiferenciales contiene a los operadores diferenciales
y a los integrales. En el presente ttafw deseamos estudiar algunas propiedades del ope-
rador integral resolventgl — \) ! correspondiente a un operador diferencial a teoifa
de los operadores pseudodiferenciales nos permite obtener una aprériaieldmbolo
del operadoftA—\)~! en €rminos del Bnbolo del operadad. Para ello necesitamos una
manera de obtener €insbolo de la composion de dos operadores pseudodiferenciales.
Una vez nas, comenzaremos por estudiarigiisolo de la composién de dos operadores

diferenciales.

Si Py () son dos operadores diferenciales de ordigre, respectivamente,

d

P =3 Py(a)(~id.)".

Q=

sus $mbolos esin dados por,

n=0

e
n=0

d

o{P}(x.p) = 3 Pula)p".

n=0
e

o{Q}(z,p) = > Qu(x)p".

n=0

De acuerdo con la regla de Leibnitz,

(—10:)"(f(2)g(x))

n

m=0

3 ( " ) (—i0,)"™ f (2)(=i0,)" ™ g(z) .

(219)

(220)

(221)

(222)

(223)

Por lo tanto, la composicn PQ es un operador diferencial de ordes d cuyo $mbolo

o{PQ} est dado por,

n=0 m=0

o{PQ} =0 {Z > Pala)(—id,)" (Qm(x)<_iam)m)} =

D HWIE)S ( i ) (=i0,)" (Qu(2)) p " =

(n—k)!
n!

_ ( " ) Po(a) =L gk (i) (o{Q}) =

SN P @) (i) (o)) =
=3 L0 (P - (-id.) (o))
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IV.1 OPERADORES PSEUDODIFERENCIALES

Cabe preguntarse si @hsbolo de la composion de dos operadores pseudodiferen-
ciales esi dado por una ecudxi similar a (224).

Puede probarse [66] que ldstolos de los operadores pseudodiferenciales satisfacen
la siguiente relaéin,

a{P@}~Z 105 (0{P}) - (=i02)" (o{Q}) . (225)

en la que~ significa que para tod®&/, no importa can grande, existe uR (V) suficien-
temente grande tal que la diferencia,

K(N)

o{PQ} - Z S0k (o {PY) - (—i0.)* (1@} € 57 (226)

En otros érminos, la reladén (225) significa que la diferencia entre el operadqry el
operador pseudodiferencial cuyiondolo esh dado por un iimero finito de &rminos de
la suma del miembro derecho de (225) pertenece a la #1a¥e para/N arbitrariamente
grande, si se consideran uamero suficiente deetminos de la suma. La ecuéani(225)
no implica la convergencia de la serie sino que provee un desarrollotasirdel $mbolo
de la composidn de dos operadores pseudodiferenciales; esicséiciente para nuestro
proposito de estudiar el desarrollo agitito del nicleo del operador integréi — \)~!
para grandes valores (.

IV.1.1. Operadores integrales

Antes de definir las funciones espectrales de un operador diferehealre las que
se cuenta la resolventel — \)~!, presentaremos a los operadores integrales desde la
perspectiva de los operadores pseudodiferenciales.

La accbn de un operador integr&l sobre una funén f(x) de su dominio eétdada
por,

:/RK(x,a:')f(x') dx’. (227)

La funcibn K (x, y) es elnlcleodel operado®. Como los operadores integrales pertenecen
al conjunto de operadores pseudodiferenciales, cabe preguntansdagbn existe entre
el nicleo K (x,y) del operado” y su Smboloo{P}(z, p).

Esta reladin se obtienedcilmente a partir de las siguientes expresiones,

Pf(z) = / e o PY (. p) - F{FHp) L =

V21
- [ e atrye p>/ e fla >j%jp_—
= [ [ e otPyen 52 s a (228)
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Comparando las ecuaciones (228) y (227) deducimos que ladelewtre el acleo y el
simbolo del operadoP est dada por,

K(z,z') = /R e~ P2 oL PY(x, p) dp (229)

2
De acuerdo con esta exprésj el valor del facleo K (z, z') en la diagonal, esto es, para
xr = a2, se escribe,
d
K(zz) = [ o{PYap) 52 (230)
R 2m

Debe observarse que estas ecuaciones abidag en tanto exista la posibilidad de in-
tercambiar el orden de integréai en la ecuadin (228). De acuerdo con el Teorema de

Fubini, esto es posible si el integrando converge absolutamente, estd es;si.

En consecuencia, como hemos mencionado, los operadores pseudodiferenciales de
ordend < —1 en una dimens$in son operadores integrales. La rebaoentre el acleoy el
simbolo del operador estdada por la ecuam (229) en la cual la integral es convergente.

IV.2. Funciones espectrales

Consideremos, sobre una variedad de bdsde dimenshn m con borde, un opera-
dor diferencial autoadjuntd de ordend que admite un conjunto de autovalores reales
{A\n}nen correspondientes a autovectores, } .y que forman una base ortonormal y
completa del espacio de Hilbéxt. El dominioD(A) del operador eatcaracterizado por
condiciones de contorno que aseguran gusea autoadjunto.

Definiremos tres funciones espectrales de nuestroésitasociadas al operaddr
Todas ellas corresponden a la traza de sendos operadores integtalest) !, e='4,
A~*; siendoX € C — {\, }nen, t € RT y s € C conR(s) suficientemente grande. Es-
tos operadores &8t caracterizados por sus respectivosl@os:G(z, ', \), K(z,2',t),
Ca(z,2',s). El operador(A — \)~! es laresolvente K(xz,2',t) es elheat-kernel y
Ca(s) := Tr A~ es lafuncién-¢ del operador diferencial.

Enunciamos a continudmi algunas propiedades de estos operadores integrales:

= Dada una fundin f(z) € K, el operadofA — \)~' permite resolver la ecuami
diferencial:

(A=XNo(z) = f(2), (231)

en la quey(z) satisface las condiciones de contorno sobre el boddeque definen
el dominio del operadod. La solucon de este problema @stlada por,

$x) = (A=) f(z), (232)
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siendo(A — X\)~! un operador integral cuydieleo es,

G(z, 7', \) Z%A _A , (233)

neN

En consecuencia, la traza de la resolventa datla por,

Tr(A— )\t = / (x,2,\) S (234)
u _

La convergencia de la serie en la ecoac{234) esa condicionada por el com-
portamiento asirdtico de los autovalores dé que, como veremos en esta misma
seccon, se rige por la estructura de singularidades de la®mrigi(s).

En el caso de operadores regulares sobre variedades compactas, las singularidades
de la funcon 4 (s) estn dadas por la ecud@ci (1) que, como mostraremos, impli-

can un comportamiento asitico de los autovalores de la forma ~ n®™. En
consecuencia, la serie de la ecaac{234) converge, para operadores regulares, si

el ordend del operador diferencial es mayor que la diménsi. de la variedad de

bases.

Si el operador diferenciad est definido sobre funciones del intervalp 1] C R,
existe otra manera de expresar la traza de la resolvente gyerdo sucesivo, de
mayor utilidad. El ficleoG(x, 2, \) del operadof A — \)~!, denominado tambn
funcion de Greendel operadord — ), satisface, en virtud de la ecuani(233),

(A= XN)G(z,2',\) = d(x —2'). (235)
Esta ecuadin define, junto con las condiciones de contorno apropiadas-efi y
x =1, lafunconG(z, a2, \).
La solucbn de la ecuaén (235) esi dada por,

;v 0@ —x)L(z, \)R(2', \) + 0(x — ') L(2', \)R(z, \)
Gz, 2", \) = — WIL RO . (236)

Las funcioned.(z, \), R(z, \) pertenecen alircleo del operador diferencial — A

pero no al dominio del, pues no satisfacen las condiciones de contorno que carac-
terizan aD(A). En efecto,L(z, \) satisface la condion de contorno apropiada en

x = 0 pero no ent = 1 en tanto queRk(x, \) satisface la condibn de contorno

21En la secdn X.1 del Agendice, mostraremos que si la variedad de base no es compacta, el com-
portamiento asirdttico de los autovalores se rige por el comportamiento de los coeficientes del operador
diferencial en el infinito.
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enxz = 1 pero no lo hace er = 0. La funcibn 4(-) es la funcbn Heaviside y
W(L(z, \), R(z, \)] es el wronskiano,
WL, R|(A) = L(x,\)0,R(x, \) — 0, L(z, \), R(x, \) , (237)

gue es no nulo sk no pertenece al espectro dey, para los operadores dados por
las expresiones (2) y (3), no dependerde

De acuerdo con la ecudci (236), la traza de la resolvente resulta,

! (A”‘Z;1X1gA)EXx,A)dx. (238)

TI"(A — )\)71 = _I/V[L—R

Si A es un operador diferencial positivo definido, podemos resolver el sistema:
(0 + A)p(z,t) =0,
(239)
¢z, t =0) = f(x),
dondex € M, t € RT y ¢(z,t) satisface las condiciones de contorno apropiadas

sobred M. El problema planteado por las expresiones (239) puede invertirse de la
siguiente manera,

$a,t) = e f(2), (240)
dondee*4 es un operador integral cuydicieo esh dado por,
K(z,2',t) = Z e b, (1)l (), (241)
neN
y su traza por,
Tre 4 = / K(xz,z,t)dx = Z e A, (242)
M neN

En [112], R.T. Seeley defiailas potenciasA— de un operador diferencial y

demostd que siR(s) es suficientemente grandd,* tiene un ricleo continuo
Calz,2',s). Ademas, siz # x’ el nicleo,(z, 2, s) es una fundn entera de,

en tanto que 4(z, x, s) admite una extensh meromorfa al plano complejocon

polos simples dados por la ecuati(1).

La traza del operadot —* est dada por,
Cas) :==TrA™° = / Calz,x,8)dx = Z)\;S. (243)
M neN

En [6] se define, en coneéxi con el Teorema déhdice para variedades con bor-
de, la funcdon n(s) de un operador cuyo espectro egtdado por los autovalores
{A\n}nen. SiR(s) es suficientemente grande, la fumeh(s) est dada por,

n(s) =D A=) Il (244)

An>0 An<0
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IV.2.1. Relacibn entre la distintas funciones espectrales

En la secdn anterior hemos definido las trazas(A — \)~!, Tre~* y Tr A=%, que
son funciones de los pametros\, ¢, s y estin determinadas por el espectro del operador
diferencialA. Cabe, entonces, esperar que existan relaciones entre estas funciones espec-
trales; veremos, en particular, que los desarrollos @sios deTr (A — X))~y Tre=*4
para grandes valores ¢l y pequéos valores de, respectivamente, ést determinados
por las singularidades de la fudgi((s).

Sehalamos, en primer lugar, que las funciones espectrales correspondientes a un ope-
rador diferencial positivo definidd satisfacen las siguientes relaciones:

Tr(A—\)"'= / e Tre ™ dt (245)
0

TrA™® =

h I Tre M dt, (246)
I'(s) /0

si R(A\) es menor que todos los autovaloresAlg R(s) > m/d, respectivamente. De
acuerdo con estas expresiones la transformada de Laplace de la traza del heat-kernel es la
traza de la resolvente y su transformada de Mellin es la &mngi(s). Estas relaciones
pueden demostrarse estableciendo relaciones similares entre cada un@duifasstde

la series (242), (234 y (243).

Mediante una integra@h por partes en la ecu@ci (246) y utilizando el desarrollo
asinbtico (9) se puede probar,

¢(0) =cp(A). (247)

Cabe sBalar que para un operador diferencial autoadjufitque no sea positivo
definido, para el cual no existe un operador! asociado, se pueden, sin embargo, definir
los operadores integrales y (A — \)~!, cuyas trazas et relacionadas por,

A= fam (A=XN)""a\, (248)
271 e
dondeC es una curva que encierra a los autovaloresAden sentido antihorario. La
relacbn (248) puede demostrarse en forma inmediata a partir de la éou@84), que
indica que la traza de la resolvente tiene polos simples en los autovaloresareresi-
duos igual al.

Supongamos ahora que la traza del heat-kernel admite un desarrol@iesipara
valores pequ@os def de la forma,

Tre ™ ~ Z cn(A) -t (249)

n=0
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Reemplazando este desarrollo asiito en la expresin (245) obtenemos el siguiente
desarrollo asirdttico para la traza de la resolvente,

Tr(A—A)"! ~ i T(jn + 1) cu(A) - A7 (250)

El desarrollo asirittico de la traza del heat-kernel describe tambas singularidades
de la funcon (4(s). En efecto, las ecuaciones (249) y (246) indican que los polos de la
funcion (4 (s) estn ubicados en los puntes,

Sp = _jna (251)
y los residuos correpondientes@stados por,

cn(A)
F(_jn) .

En consecuencia, el desarrollo aétito de la traza del heat-kernel para pdipse
valores de, el desarrollo asiidtico de la traza de la resolvente para grandes valores de
|A| y las singularidades de la furdci 4 (s) esén relacionados en virtud de las ecuaciones
(245) y (246). En particular, si la traza del heat-kernel admite un desarrollo en potencias
det (véase la ecuasn (249)) entonces la traza de la resolvente admite un desarrollo en
potencias de\ cuyos exponentes y coeficientes se pueden expres@rmimos de los
exponentes y coeficientes del primero. La f@ngj(s), por su parte, presenta polos sim-
ples en puntos del eje real que&@stieterminados por los exponentes gesus residuos
esfin, a su vez, determinados por los coeficientes de las potendias de

Res{Ca(8)}s=sn =

(252)

Por consiguiente, de acuerdo con el resultado @élide para operadores diferenciales
A con coeficientes regulares, definidos por condiciones de contorno locales sobre el borde
de una variedad compacta, las potengjaget en los desarrollos (249) y (250) son,

n—m

.n = y 253
J y (253)

siendod el orden del operadot y m la dimensdn de la variedad de badé (véaseg.g,

la ecuaaddn (9).) El resultado (1) indica que los exponentes de las potenciag det en

los desarrollos asifticos de las trazas de la resolvente y del heat-kernel correspondien-
tes a operadores regularesaestieterminados por el orden del operador diferencial y la
dimensén de la variedad.

Antes de finalizar esta seéti haremos un par de observaciones con respecto a la
relacbn entre las distintas funciones espectrales. Las ecuaciones (245) y (246) permiten
relacionar las singularidades de la fulti(4(s) con los desarrollos asipticos de las
trazas de la resolvente y del heat-kerrigh @uando estos desarrollos contengan logarit-
mos de )| y det, respectivamente. En ese caso, puede verse que lafujgis) presenta
polos de multiplicidad mayor.
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Es interesante notar que los desarrollos asics de las funciones espectrales o las
singularidades de la furim (4 (s) guardan relaéin, a su vez, con el desarrollo agitito
de los autovalores,, del operador diferenciall para grandes valores de Para ilustrar
esta reladn mostraremos que los grandes autovalores de un operador diferencial suave
con condiciones de contorno locales sobre el borde de una variedad comgattadsis,
a orden dominante, por,

mL(m/d)]""
S e @

dondecy(A) es el primer coeficiente del desarrollo astido (249). En efecto, suponga-
mos que,
An ~ Bn® + ... (255)

dondex y ( son constantes a determinar. Reemplazando este Ansatz en lad@d®s)
obtenemos,

Cals) =Y (Bn" +. e )7 =
n=0 =0
= 3" Z n~*+...=0"°Cr(as)+... (256)
n=0

donde(r(z) es la funcbn< de Riemann, que tiene umico polo simple en = 1 con
residuol. Por lo tanto, la funén (4(s) tiene un polo e = o~! con residuay '3/,
Esto determina, en conjunto con las ecuaciones (251) y (253), los valotes//m y
B = (mI'(m/d)/aod)™, de acuerdo con lo expresado en (254).

En esta Tesis estudiaremos algunos operadores diferenciales con coeficientes singu-
lares cuyas funcionespresentan polos que no obedecen al resultado (1). Mostraremos
gue las trazas de la resolvente y del heat-kernel correspondientes a estos operadores pre-
sentan desarrollos asioticos cuyas potencias no astdeterminadas, consecuentemente,
por el orden del operador diferencial y la dimé&mside la variedad de base. En efecto,
veremos que los exponentes de estas potencias dependen, en general, del coeficiente que
caracteriza la intensidad de la singularidad del operador diferencial.

IV.3. Desarrollos asinbticos

El desarrollo asirditico de la traza de la resolver{td — \)~! para grandes valores de
|A| ha sido estudiado para operadores diferenciales con coeficientes regulares definidos
sobre variedades suaves de dimengrbitraria [112, 113, 114].

Sin embargo, sérsuficiente para nuestros pagitos considerar un operador diferen-
cial A de ordend que aclia sobre elementos d&;(R*) ® C*, i.e,, funciones d&R* con
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valores en un espacio vectorial de diménst que admitenl derivadas,

d

A=Y Ay(x)(—id,)". (257)

n=0

Los coeficientesA,, (x) son funciones e@>(RR) con valores en el espacio de matrices
Cka.

Consideremos taméi kd/2 operadores de borde;,

d
Bj =Y Bj(—id,)" ", (258)
k=1
conj =1,...,kd/2y Bj; un conjunto de matrices x k.

Definicion IV.3.1 El operador diferenciald es un operadoeliptico si,
det(Aq(z)) #0. (259)

Definicion 1V.3.2 El operador diferencialA satisface lacondicion de Agmonsobre el
rayo Ry := {arg(\) = 0} si,

det(Ag(x)p® — \) #0, (260)
VA € Rg,p # 0.

Definicion IV.3.3 El sistema{ A, By, ..., Biq/2} satisface la condiéin de Agmon sobre
el rayo Ry := {arg(\) = 0} si A satisface la condiéin de Agmon sobre el rayB, :=
{arg(\) = 0} y si para todo\ € R,y todo elementdy;, . . ., grq/2) de C*¥/? existe una
nica funcon f(x) con valores erC* que satisface,

[Aa(0)(=i0,)" = ] f(x) = 0, (261)

lim f(z) =0, (262)

B f(@)],eg =95 - (263)

Consideremos entonces un sistemptio de operadore§A, By, . . ., By} que sa-

tisface la condid@n de Agmon sobre el rayBy. Los operadores de bordg caracterizan
las condiciones de contorno locales que satisfacen las funciones pertenecientes al dominio
D(A) de A,

D(A) = {¢(z) € Ha(R") @ C* : B;¢(x)]p=0 = 0} . (264)
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Obtendremos a continu@ci un desarrollo asigtico para el Bnbolo de la resolvente
a{(A — X\)7'}, de acuerdo con las condiciones de contorno definidas en (264), de la
forma,

{(A=N""~ Y clanlrpN) (265)
n=0

en la que los coeficientes, ,(x, p) son homo@neos de graded — n en las variables
(p, A%,

C—d—n(xv ip, td)\) - t_d_nc—d—n($7p7 )‘) : (266)
Para ello, calculamos lo&msbolos de cada miembro de la expéesi
(A=XN)-(A=XN"1=1. (267)

La regla de composion (225) permite escribir,
o{(A=XN) - (A=N""}~
~ Z SOE(E{(A= VD (=i0)* (o{(A =)} ~
~ 1. (268)

Si reemplazamos ahora éhwolo de la resolvente{(A — \)~'} en la ecuadin (268)
por el Ansatz (265) obtenemos,

T % o (z A()p" A) - (—id,)" (Z C-dn(T:P; ”) -

=0 h=0 n=0
4 d o0
=3 o oF (Z Ap(x)p" — A) : (Z(—i&r)kmn(x,p, /\)> =
k=0 h=0 n=0

= (Ag(x)p = A+ + A(x)) - (c_alz,p, N) + cgmr (2,9, A) +...) —
—i (Ag(z)dp™™" + -+ A1 (2)) - (Opc_a(m,p, A) + Opc_gor(z,p, N) +...) +
+...+
+Aq(x) - (=) (e_a(2,p, A) + Odc_gr (2, p, A) +...) ~
~ 1.
(269)
A partir de esta expresin y de la propiedad de homogeneidad (266) obtenemos una

relacbn de recurrencia que permite determinar los coeficientes (x, p, A) en €rminos
de los coeficientes del operador diferencial,

coalw,p, ) = (Adz)p’ =N, (270)
C—d—n(xupa )‘) == (Ad(l’)pd - )‘)_1 X

- d
DD < d—n+l ) An(@)p® ™t (=ide) e-ama(,p N - (271)

=0 h=d—n+l
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Se puede verificar por induds que los coeficientes ,_,,(x, p, A), dados por (271), son
homogeneos de graded — n en las variablegp, \'/¢), tal como lo expresa la relawgi
(266).

Asimismo, puede tamén verificarse que se satisface,

J
o{A—\} (Z C—d—n(x,p, A)) —1les7 (272)
n=0

Se puede demostrar, adasy que el operador pseudodiferencial asociadnaao
(265) satisface asiaticamente la ecuawmn (267). Sin embargo, no hemos garantizado
gue la imagen de este operador satisfaga la canide contorno (264). Para esto, es
necesario agregar nuevasminos a la expredn (265) de modo que eimbolo de la
resolvente satisfaga la conddai de contorno (264) sin modificar la relani(267).

Proponemos entonces paraiehbolo de la resolvente una aproximatiasinbtica de
la forma,

{(A=NT~ D caale,p,A) =Y dogoal@p, ), (273)
n=0 n=0
en la que los coeficientes ;_,,(z, p, \) quedan definidos por las condiciones,
(A=X) > dgn(z,p,A) =0, (274)
n=0
lim d_4_,(z,p,\) =0, (275)
Bj d—d—n(xap7 /\)|z:0 = U{Bj} C—d—n(xvpv /\)|m:0 : (276)

La ecuaddn (274) representa un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias para las
cantidadesl_,_,(z,p, \) como funciones de con condiciones de contorno en— oo

dadas por (275) y en el origen por (276). La resdlnae estas ecuaciones diferenciales,

de manera recurrente, permite probar que los coeficidntes (z, p, A) son homogneos

de grado-d — n — 1 en las variablegp, \'/?).

A partir del desarrollo (273) y de la homogeneidad de los coeficientes (z, p, A)
Y d_q_n(x,p, \) en las variablegp, \'/?) podemos deducir el desarrollo asitito del
nacleo de la resolvente en la diagoddle, =, A) . Reemplazamos, para ello, el desarrollo
(273) en la ecuadin (230).

La integral del miembro derecho de (230) para @inmtino correspondiente a
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c_a—n(x,p, A) resulta,

d
/ C—d—n(x7p7 )‘) 2_p =
R e

d
= / C_gn(z, A7V p )AL/ @ _
R 2m

+ p
— den 1 )\—l—n/d 1/d d
/ & d (’r’p7 ) 2

= (A, z) AT (277)

Para arribar a la segunda ecuachemos utilizado la propiedad de homogeneidad de los
coeficientes_,;_,(z,p, A), en tanto que la ecudn siguiente se obtuvo mediante una
redefinicbn de la variable de integrai.

Si calculamos la integal dada por la ec@ac(230) correspondiente a@rmino de
borde dado po#l_,_,,(x, p, \) obtenemos,

[ i) 52 = () A E (278)
R 2

Finalmente, concimos que el aicleo de la resolvente en la diagow#lz, =, A) ad-
mite un desarrollo asiatico para grandes valores dalado por,

G(z,x,\) Z%Ax —I—Z(S (A, z) -

Los coeficientes localesy,(A,z) y 6,(A,z) estn dados por las integrales de
C_an(x,p, 1)y d_4_,(z,p,1), respectivamente anse las ecuaciones (277) y (278).)
Notese que las potencias den el desarrollo asibtico deG(z, z, ) sblo dependen del
orden del operador diferencial.

Q-\

il (279)

Como estudiaremos la validez de este resultado en referencia a operadores diferen-
ciales sobre variedades de base unidimensionales, nos hemos limitado a describir el com-
portamiento asiotico de la resolvente de un operadbdefinido sobre funciones d&t.

Sin embargo, como hemos mencionado, el misnadisis puede repetirse para operadores
diferenciales regulares sobre variedades de base de damenaior?.

Si el operador diferencial regular asdefinido sobre una variedad de base de dimen-
sionm el nucleo de la resolvente en la diagonal admite un desarrolloddisimen poten-
cias de\ de la forma,

P (280)

22En el Apendice X.3 estudiamos el desarrollo astito del heat-kernel para un operador de segundo
orden en una variedad de dimémsarbitraria.
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Es importante observar que el resultado (279) representa un desarroliticsila-
cal puesto que corresponde a una cantidad que depende de la coordendkia. Sin
embargo, como el operador diferencidlest definido sobre una variedad de base no
compacta, la expresn (279) no implica que la traza de la resolvente, si existiera, admita
un desarrollo asigtico dado por la integraétmino a érmino de su miembro derecho.

De todas maneras, en el caso de un operador diferencial refydisfinido sobre una
variedad de bas&/ compacta, el desarrollo asitico (279) permite demostrar, mediante
una parametrizaon local de la variedad, que la traza de la resolvente admite un desarollo
asinbtico dado por,

Tr(A-N)""t= [ Gz,2,\)dx ~
M
~ ) T (A) AT TN 6 (A) ATET (281)
n=0 n=0

donde los coeficientes,(A) y 0,,(A) son las integrales de los coeficientes localgs!, x)
y 0n(A, x) sobreM y OM, respectivamente.

El desarrollo asirtico (281), junto con las relaciones (249), (250) y (252), permiten
probar las validez de los resultados (1) y (9).

Insistimos en que las potencias del desarrollo asou de la traza de la resolvente
dependen@amente del orden del operador diferencial y de la dintende la variedad
de base. La variagn de cualquier otro pametro del problema relacionado con los coe-
ficientes del operador diferencial o con las condiciones de contorno, se manifiesta en los
coeficientesy,, d,, sin afectar las potencias del desarrollo asiab.
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V.1 INTRODUCCION

If only I had the theorems!
Then | should find the proofs easily enough.
(G.F. Bernhard Riemann.)

V.1. Introduccion

En el caftulo anterior hemos presentado algunas de las propiedades que son conoci-
das acerca de los desarrollos asfitbs de las funciones espectrales correspondientes a
operadores diferenciales con coeficientes regulares. Para ello hemos utilizado resultados
de la teora de los operadores pseudodiferenciales.

No obstante, la derivagh del desarrollo asibtico dado por (281) que hemos pre-
sentado no esalida si el operador diferencial posee coeficientes singulares y, a nuestro
saber, no existen referencias a un resultado equivalente para este caso.

En el presente cafulo consideraremos operadores diferenciales que poseen un coefi-
ciente con un tipo especial de singularidad, por lo que sus funciones espectrales presentan
desarrollos asiaticos distintos del resultado (281). En efecto, veremos que la traza de la
resolvente de estos operadores admite un desarroll®tsinen potencias d& cuyos
exponentes dependen de las carastieas de la singularidad.

El primer paso en la obteri de estos desarrollos agititos consiste en reconocer
la existencia de una familia de extensiones autoadjuntas. Este punto es esencial pues, co-
Mo se vea, la validez del resultado (281Yymen presencia de una singularidad, depende
de las condiciones de contorno del problema. En efecto, para algunas condiciones de con-
torno el resultado (281) esalido, en tanto que existe un conjunto infinito de condiciones
de contorno para las que los exponentes de las potencias del desarrofitcasid la
traza de la resolvente no astdeterminados por el orden del operador y la dintende
la variedad de base.

En general, la diversidad de condiciones de contorno que admite un operador diferen-
cial simétrico esh caracterizada por sus extensiones autoadjuntas. En virtud de la rele-
vancia de las distintas extensiones autoadjuntas para estudiar el desarrabcasiiet
la traza de la resolvente, hemos coristouuna rela@n entre las resolventes correspon-
dientes a distintas extensiones autoadjuntas. Estadelasi conocida para el caso de
operadores regulares: entre 1944 y 1946 M.G. Krein [84, 85] detmas&t manera de
obtener la resolvente de cualquier exténsautoadjunta si se conoce la resolvente de
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una extengin autoadjunta particular. En la semtiV.3 extenderemos este resultado al
caso de los operadores diferenciales con coeficientes singulares que hemos considerado.
Posteriormente, en la se6aiV.4, utilizaremos esta extenside la brmula de Krein para
encontrar aquellas condiciones de contorno para las que el desarroltieside la traza

de la resolvente posee potencias cuyos exponentes dependen de lasist@castde la
singularidad.

V.2. Formula de Krein para operadores regulares

Describiremos en esta segnila formula de Krein [84, 85] (@ase taml&n [4]), que
relaciona las resolventes de las distintas extensiones autoadjuntas de un operador regular.
Aungue esta reladh no ha sido necesaria para estudiar el desarrollcagisimte la resol-
vente, sei de gran utilidad construir una rel@niequivalente para el caso de operadores
con coeficientes singulares.

Para caracterizar las extensiones autoadjuntas del operadatikel siguiente Teo-
rema [70], que enunciamos sin demostaci

Teorema V.2.1 SeaA un operador siratrico definido sobre un dominio denso de un espa-
cio de HilbertH, para el cual lodndices de deficiencia sean iguales,=n_ = n < co.
Entonces:

= Existen dos mapeos suryectivlig, K, : D(A") — C" que satisfacen, para todo
par de funcione®, ) € D(AT),

<¢7 A“ﬂ) - (AT¢7 ’lvb) = (K1¢7 Kﬂﬁ) - (K2¢7 Kl¢) ; (282)
donde(-, -) representa el producto usual &6y enC", respectivamentg.

= Las extensiones autoadjuntas™-) de A esén caracterizadas por las matrices
M, N € C™" paralas queM - N es herriticay (M|N) € C™*?" tiene rangon.
Consecuentemente, el dominioAlé’"Y) est determinado por,

DAMNY = {p e D(AT) : MK ¢ = NKy¢} . (283)

Notese que el conjunto de matricgd, N) que definen las extensiones autoadjuntas de
A esh caracterizado pat®> = dim U(n) pa@metros, en acuerdo con la teode von
Neumann de logndices de deficiencia.

Para enunciar labfmula de Krein necesitamosimun par de definiciones. Como se
puede probar que las restriccionesidg K, al subespaci@er(A" — \) son invertibles,
definimos entonces,

23y/ease por ejemplo el Teorema I1.3.2 en el cifab y K, ¢ estin dados por los valores de borde.
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Definicion V.2.2

-1

Kl_l()\) = (K1|Ker(AT7)\)) ) (284)
K(\) = —Ky-K{'()\). (285)
La formula de Krein permite escribir la resolvente de una exberaitoadjuntat ()

en €rminos de la resolvente de la extémsiautoadjunta caracterizada pbf = 1y
N =0.

Teorema V.2.3

N
(M +NEK)

(ACEN) _ 37 = (A0 _ )T KT - (KT (286)

A modo de ilustradn, aplicaremos ladrmula de Krein a un operador diferencial
regular de la forma,
A=-0+U(x), (287)

definido sobre un subespacio fig(R*) para el cual lodndices de deficiencia dd
seanny = 1. En primer lugar, definimos los operadorEs, K, referidos en el primer
enunciado del Teorema V.2.1,

Ki¢(x) := ¢(0), (288)
Ky¢(x) == ¢/(0). (289)

De acuerdo con el segundo enunciado del Teorema V.2.1, el doiinit) de las exten-
siones autoadjuntas astaracterizado por un ganetro reab,

D(A”) = {6 € D(AT) : ¢/(0) — 06(0) = 0}. (290)

La condicbn de contorno de Robin de la ecuat{290) se obtiene observando, en primer
lugar, que las matrices/, N del Teorema V.2.1 sonimeros reales y definiendo, luego,
en la expregin (283) el paametrod := M ! N. La extensdn M = 0, que corresponde a
condiciones de contorno tipo Dirichlet, astaracterizada pér= oc.

La formula de Krein puede escribirse, en este caso, de la siguiente manera,

(A =N - (A =N
1+60K(\

(A= X)) = (A% =) = (291)

Determinemos ahora el factéi(\) de acuerdo con la definim V.2.2.

Como losindices de deficiencia del operadérsonn. = 1, el subespacio de defi-
cienciaKer(A" — \) est generado por una furdei normalizada que denotamos pgr
Esto es,

(AT = X)pr =0. (292)
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En consecuencia, de acuerdo con la defomdy.2.2,

K{'(\) : C — Ker(AT = \), (293)
K (N) - c=c- ox(a)/oa(0); (294)
Por lo tanto, el operaddk (\) es& dado por,
K(A)-c=—c-¢3(0)/¢x(0) (295)
esto es,
K\ = —jiggi : (296)

En la secdn siguiente determinaremos urtarhula adloga a la de Krein que rela-
ciona las resolventes de las distintas extensiones autoadjuntas del operador (287) en el
caso en el que el potenciél(x) posee una singularidad en el origen. Obtendremos una
ecuaocbn similar a (291) (ase la ecuagn (339)) en la que el factdt'(\) no correspon-
de al valor dado por (296) pero astambén relacionado con el comportamiento de las
funciones deD(AT) en el origen.

En los ejemplos que trataremos en elitalp VI, veremos que en €irhite en el que el
término singular del operador tiende a creo, el fa€td\) que obtendremos en la se@ci
siguiente se reduce al dado por la ecaadci296).

V.3. Formula de Krein para operadores singulares

En esta secbh comenzamos nuestro estudio de los operadores diferenciales con coe-
ficientes singulares. Algunos de los resultados qué @gsentamos fueron obtenidos en
base a laécnica utilizada por E.A. Mooers [93] en su estudio del heat-kernel del lapla-
ciano sobre variedades con singularidadesaas.

Consideraremos, en particular, un operador diferentiah una dimensin dado por
(2) cuyo potencial/, (x) tiene un comportamiento singular en el origen dado por la ex-
presbn (18).

En primer lugar, caracterizaremos las extensiones autoadjuntas del operador diferen-
cial A. Posteriormente, determinaremos una rélaeintre las resolventésl — \)~! co-
rrespondientes a distintas extensiones autoadjuntas.

Veremos que si el operador se define sobre la variedad de base cofipdataR y
se imponen condiciones de contorno locales, las extensiones autoadjurtaissigtan
caracterizadas por dos panetros reales; uno de ellos describe el comportamiento de las
funciones enr = 0, el otro enz = 1. Sin embargo, debemosfsdar que los &lculos de
esta sec@n pueden repetirse, alogamente, si el operador se define sobre la variedad de
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base no compacfa*. En este caso, las extensiones autoadjuntas esracterizadas por
un tnico paametro real que describe la conéicide contorno em = 0.

Consecuentemente, utilizaremos los resultados de las Secciones V.3.1y V.3.2 cuando
estudiemos el operadar sobre la variedad de base no compa&ta

V.3.1. Extensiones autoadjuntas

Consideremos el operador,

V2 —1/4
LN

A=-0+ V(x), (297)

i

definido sobre el subespacio der$p((0, 1)) C Lo([0, 1]).

Supondremos que € (0,1) y que V(z) es una fundn anaitica en el intervalo
[0,1] C R. El siguiente Teorema describe el comportamiento de las funcion®s 4
en las proximidades de la singularidad.

Teorema V.3.1 Si¢ € D(AT) entonces existe una constadte€ R tal que el compor-
tamiento de) en las proximidades de = 0 est dado por,

P(x) = O] (a7 T2 4 0y 2" T/2) + O(2*?), Cly] e C. (298)

Demostracbn: Por el Lema de representanide Riesz [102],

¥ € D(AT) — 3¢ € Ly([0,1]) : (¢, Ap) = (b, ¢) Vo € D(A).  (299)

Adenmas,
AT =1 (300)

Esta expresin puede escribirse e@rminos dey := z~*~/%¢ de la siguiente manera,
Oa(a?T10,x) = —a" V2 — V(2)9)) € Ly([0,1]) . (302)
En consecuencia, existe una constaritec R tal que,

v 2-1/4
amX _ le—1—2y . x—l—Qlj/ yy+1/2 (_aj 4 v y2 / > vdy. (302)
0

Por medio de la desigualdad de Cauchy-Schwartz se puede demostrar que,

e [T v —1/4 V2 —1/4 _V
' /0 yv /2 (—3§+T/)¢dy‘§02|| [—a§+7/] Yoz ",
(303)
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para alguna constant® < R. Por consiguiente,

’/ —1— 2V 1/—}—1/2 ( 82 1/4) ’ll)dde

dondeC;s,Cy € R. Se verifica entonces que, para algunas const&ifeS; < R, el
comportamiento dé en el origen estdado por,

<Cy+Cua'™,  (304)

= Csa "2 4 Coa’tV2 1 O(2%?). (305)

De estalltima exprehin obtenemos el resultado del Teorema.

Corolario V.3.2

¢, v € D(AT) — (¢, ATp) — (AT, ) = ClP*|C[] (B — by) +(0ud” © — ¢* Dut)) (|x:1 .)
306

Demostracbn: La expresbn (306) se obtiene directamente mediante una inteyrguor
partes y utilizando el Teorema V.3.16iése que este Corolario verifica el primer enun-
ciado del Teorema V.2.1.

0

Como consecuencia del Corolario V.3.2, el operad@dmite una familia de exten-
siones autoadjuntas( isomorfa al/(2). Como estamos interesados en condiciones de
contorno locales, el conjunto de extensiones autoadjuntas se reduce a una subvariedad
isomorfa al/(1) ® U(1).

Cada extensin A% € M, caracterizada por los fganetros reale8, 3, est definida
sobre el conjunto,

D(A}) = {6 € Ly([0,1]) : 0, =0, (050 — B &) |21 =0} . (307)

La cantidadl,, esé definida de acuerdo con el Teorema V.3.1. Por lo tanto, |@smpetros
0, 5 determinan las condiciones de contorno.

Existe aderas una extenén autoadjunta, que denotaremos @@, cuyo dominio es
el conjunto,

D(AY) = {¢ € Ly([0,1]) :
¢(z) = Cl¢] 2" T2 + O(2*?), con C[¢] € C, (06 — B¢) [o—1 =0} .  (308)

Notese que, en elrhite regulary — 1/2, el padmetrofd que caracteriza el com-
portamiento en el origen de las funciones del dominio de la eﬂermjltoadjuntaélg
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coincide con el paametrod que caracteriza las condiciones de contorno Robin dadas por
(290) para un operador regular en el origen.

Analogamente, se puede probar que el operadméase la ecuan (297)) definido
sobreC;°(R™) satisface el Teorema V.3.1 y admite una familia de extensiones autoadjun-
tas A?, caracterizadas por un @amnetro reab, cuyos dominios de definioh eshn dados
por,

D(A%) = {p e Lo(R") : 05 =0} . (309)

Existe aderas una otra extertsn autoadjunta, que denotaremos piét, cuyo dominio
es el conjunto,

D(A®) = {¢ € Ly(R") : ¢(x) = Cl¢] 2" + O(z*?), con C[¢] € C} . (310)

V.3.2. Relacon entre las distintas resolventes.

De acuerdo con la se@si anterior, el operador diferencidl dado por la ecuatn
(297) definido sobr&°((0,1)) admite una familia de extensiones autoadjuntas carac-
terizadas por dos pametrod), 3. El paametrod describe el comportamiento de las fun-
ciones en las proximidades del punte- 0 en tanto ques define condiciones de contorno
tipo Robin enr = 1.

El objetivo de esta sedm es establecer una relagientre las resolventes de las ex-
tensiones autoadjunta% correspondientes a distintos valoresfdg a un mismo valor
dej. Por consiguiente, omitiremos, en adelante, elrsdibe 5.

En este sentido, obtendremos ubanfula similar a la de Krein presentada en la sec-
cion V.2 (vase la ecuagn (291).) En la secon siguiente mostraremos que el desarrollo
asinbtico de la traza de la resolvente del operador con coeficientes singdlaieses-
ponde, en general, al comportamiento indicado por (281) sino que presenta potencias de
A dependientes de.

No obstante, la presencia de estas potencias depende fuertemente de la variedad de
condiciones de contorno admisibles en la singularidad. En efecto, la resolvente de la ex-
tensbn de Friedrichsd = ~0), que es una de las condiciones de contorno invariantes de
escala, sverifica el comportamiento (281). Por este motivoaseil obtener una expre-
sion para la resolvente de una extémsautoadjunta general eerininos de la resolvente
correspondiente @ = oo. De esta manera, podremos identificar el origen de la dependen-
cia de los exponentes decon el paametror en el desarrollo asiftico de la resolvente.

Comenzamos por establecer, sin demostradia existencia y unicidad de la resol-
vente de una extertsi autoadjunta.
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Teorema V.3.3 Para toda funadn f(

z) € L2([0,1]) y A no perteneciente al espectro de
A? existe undinica¢’(x, \) € D(A%) t

al que,
(A =N (z,)) = f(x). (311)
Adenas,
¢’ (x, ) = /0 1 Go(z, 2", \) f(2') da’ (312)

siendoGy(z, 2’, \) el nicleo de la resolventgd? — \)~L.

El nlcleo Gy(z,2’, \) de la resolvente admite una expiesidada por la ecuam
(236). El comportamiento en el origen de la fuorei(x, \) que figura en esta exprési
esh dado por,

L(z,\) = 2" T2 + O(2%?) (313)

para el cas@ = oo (véase la ecuagn (308)), y por,
L(z,\) = 2772 4 O(2%?) (314)

para el cas@ = 0 (véase la ecuagn (307).) Tiene sentido entonces, establecer la si-
guiente definidn:

Definicion V.3.4
Goo(a', ) = lim VG (M), (315)
Go(',A) := lim 2" V2 Gy (z, 2, N (316)

Los nicleosG o (z, A), Go(z, A\) permiten obtener el comportamiento en el origen,
para los caso& = oo, 0, respectivamente, de las soluciones del problema (31 Brsmi-t
nos de la inhomogenidafl z). En efecto, no es difil probar que,

= (x,\) = /01 Gool, ', N) f(2') dz’ = ¢ (N) 212 + O(2%/?) | (317)
¢°(z,\) = /0 1 Gol(z, o', \) f(z') da’ = ¢"(\) 27T/ 4 O(2%/?), (318)

donde,
©(\) = /0 1 G/, N) f(2) da’ (319)
() = /0 ol N () d (320)

Los lemas V.3.5 y V.3.6, que presentamos a contiriugogstablecen una primera
relacibn entre dos soluciones al problema (311) con la misma inhomogengidadero
pertenecientes al dominio de las extensighescoy 6 = 0.
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Lema V.3.5 Seayy(z) € D(A?) tal queyy(r) = 2772 4 O(2*/?) cuandoz — 0+,
Entonces las funciones (317) y (318) satisfacen,

¢ (2, ) = ¢"(z,A) — ¢°(\) [900(«%’) —/O Goo(z, 2", \)(A” = Ngo(2') da’| . (321)

Demostracibn: Por un lado,

(AT = 2) 6% (2, 3) = f(2). (322
Asimismo,
A1) {20 = ) [sle) = [ Gl A = Nl ] =
— 1(2) — ) [(A° — Nol®) — (4° — Nn(@)] = f(z).
(323)
Por otra parte, para — 0+,
(324)

¢OO(CC, )\) _ ¢W<A) ZL‘V+1/2 + O<I3/2),

en tanto que,

{qﬁo(:r, A) = ¢°(N) {m(m) - /0 1 Goo(m, 2, \)(A® — N)po(2) dm’] } -

¢0(/\) x—V—l—l/Q _ ¢0(>\) {JJ_V—H/Q _ CL’V+1/2 /1 Goo(x/7 /\)(AO _ )\)900@/) d:L‘/:| +
0

+0(2%?) = ¢°(\) UO Gool(2', N)(AY — N)po () dx’} "2 L 0237
(325)

En consecuencia, ambos miembros de la expne§21) pertenecen B(A>) y satis-
facen la ecuadin (311) pard = oo. La igualdad (321) queda entonces demostrada en

virtud de la unicidad establecida en el Teorema V.3.3.

Lema V.3.6

900(‘%) - /01 Goo(l', xl7 )‘)<A0 - )‘)Wo(x/) da' = 2v Goo(xa )‘) : (326)
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Demostracbn: Como los fiicleos de las resolventés, (z, ', \), Go(z, 2/, A) son sin@tri-
cos (\ease la ecuasn (236)) se verifica,

AT [Golx, 2", \) — Goo(z, 2/, N)] =0, (327)

tanto si el operadad’ actia sobre la variable como sobrer’. En consecuencia,
1
oo(@) = [ Guelira' N(A® = Nyl o’ =
0
1

= / [Go(.’B, xla >‘) - Goo(xa l’/7 /\)] (AO - )\)QD()(l'/) dv' =
0

= mlir(r)h {[G()(CL’,ZE,, /\) - GOO('I’:LJ7 /\)] ’ 906(‘%)_

- 81” [Go(xv iL'/, )‘) - GOO(IL", Cpla A)] : 306(1‘)} =

= [x_”+1/2 Go(z, \) — 2"V2 G oo (x, N (=v+1/2) eV -

— [(=v+1/2) V2 Go(z, N) = (v +1/2) 2" V2 G oo (2, NIE v/ =
=2 G(z,\). (328)
0

Los lemas V.3.5 y V.3.6 conducen al siguiente resultado.

Lema V.3.7
(2, \) = ¢ (2, \) + 2v Goo (2, )@ (V) . (329)

Analizando el comportamiento en las proximidades del origen deetasirios de la
ecuacbn (329) se puede obtener el comportamient6:d€x, A) cuandar — 0,

Goolz,\) = % (272 — K(N) 12" T2) 4+ O(2/?) (330)
donde
K(\) = P (331)
TN

Las ecuaciones (330) y (331) son de gran utilidad para nuestro objetivo. El factor
K (\) definido en (331) relaciona informéxi relativa a las dos extensiones autoadjuntas
correspondientesa= co y 8 = 0 (comparese con el factak’(\) definido en (296) para
el caso regular.) La ecudai (330) permite calcular el factdt (\) a partir del compor-
tamiento en el origen delieleo de la resolvente de la extemsd = c.

De este modo, a partir del Lema V.3.7 podemos expresar cantidades correspondientes
a la extengin® = 0 en €rminos de cantidades obtenidas para la extertsi= oo,

(2, ) = ¢=(z, \) + 20K (N\) Goo(x, M) 9™ () . (332)

Como esta ecuatn es \alida para cualquier inhomogeneidAgdr), utilizando las ecua-
ciones (317), (318) y (319), obtenemos uno de los resultadssimportante de esta
seccon:
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Teorema V.3.8
Go(z,2',\) = Goo(z, 2", N) + 2K (N) G (2, \)Goo (27, N) (333)

El Teorema V.3.8 expresa elicleo de la resolvente correspondiente a la exbenau-
toadjuntad = 0 en €rminos del aicleo de la resolvente de la extedsd = oc.

Resta entonces escribir una reacsimilar que permita calcular elioleo de la resol-
vente para una extersi autoadjunta general en fuanidel nucleo de la resolvente de la
extensbn § = oco. Una extengin conveniente de la ecuéai (332) conduce al siguiente
Lema.

Lema V.3.9

1

(2, \) = ¢>=(z,\) + 2v (KA 4+0) Goo(, \)o™(N). (334)

Demostracbn: La ecuaddn (329) permite probar que la diferencia entre ambos miem-
bros de la expreséi (334) pertenecelder(A" — \).

Por otra parte, ambos miembros de la exgnesi334) pertenecen ®(A’) puesto
gue el comportamiento para — 0" del segundo miembro éstdado por (ganse las
ecuaciones (317), (330) y (331)),

¢0(/\)¢oo()\> —v+1/240 v t1/2 3/2
v v +0 : 335
=07+ 90000 ) + 06 (339
Una vez nas, la unicidad establecida en el Teorema V.3.3 nos conduce a la igualdad (334).

O

El Lema V.3.9, junto con las ecuaciones (312), (317) y (319), permiten demostrar el
siguiente Teorema que expresa étleo de la resolvente de una extémsautoadjunta
general enérminos del acleo de la extenéh § = oc.

Teorema V.3.10

1

Go(z,2',X) = Goo(2, 2", A) + 20 (K(N) 7'+ 6) Gool, N)Goo(2, ). (336)

Seia conveniente resumir el resultado de las ecuaciones (333) y (336) en la siguiente
expresbn,

Go(x, 2", \) — Goo(x, 2, \)

gue puede escribirse eeriinos de los correspondientes operadores,
0 __ -1 - oo -1

1+ 0K\
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Esta expregin coincide formalmente con larfmula de Krein (291) &lida para operado-

res regulares, pero el factéi(\) en ambas expresiones es distinto. Para el caso regular
est dado por la ecuamn (296) en tanto que para el caso singula datlo por la ecuain
(331).

Establecemos finalmente el siguiente Teorema que péan@studiar el desarrollo
asinbtico de la traza de la resolvente de una extamautoadjunta general.

Teorema V.3.11

— AT - (A - N7
1+ 0K(\) '

Te (47— 3 - (4% - a1y = A

(339)

Esta ecuadin permiti& demostrar que el desarrollo asintico para grandes valores de

|A| de la trazalr {(A" — )\)*1} presenta potencias decuyos exponentes dependen del
paametrov. En efecto, mostraremos, en primer lugar, que las trazas de los operadores
pseudodiferencialgsi®—\)~ty (4 —\)~1, correspondientes a condiciones de contorno
sobre la singularidad invariantes de escala, admiten un desarrollotasirgn potencias
semienteras negativas deVeremos luego que, por el contrario, el desarrollo asicw

del factorK'(\) presenta potencias dedependientes del pametrov.

Sehalemos finalmente que el Teorema V.3.11 puede demostraegamente para el
operador dado por la ecuéai (297) pero definido sobre la variedad de base no compacta
R*. En ese caso las extensionesaastaracterizadas por wimico paametrod.

V.4. Desarrollo asinbtico de la resolvente

En las Secciones V.4.1y V.4.2 estudiaremos el desarrollobddisimipara grandes va-
lores dgl\| de las cantidades involucradas en la exjre$839) para una variedad de base
no compacta y compacta, respectivamente.

V.4.1. Caso no compacto

Aplicaremos ahora los resultados de la s@ccnterior para obtener un desarrollo
asinbtico de la traza de la resolvente del operador,

v?—1/4
—2/7L
T

A=-02+ V(x), (340)

dondex € R y el potencialV’(z) es andtico enx e inferiormente acotado. Como la
variedad de base es, en este caso, no compacta, es conveniente estudiar la resolvente para
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valores de\ en el semieje real negativo del plano complejo. Consideraremos entonces las
soluciones) de la ecuadn,
(A+2)Y =0, (341)

mediante un desarrollo d¢ para grandes valores dec R*. De acuerdo con el Teo-
rema V.3.11 ser suficiente con encontrar una solutique satisfaga las condiciones de
contorno correspondientega= oco.

En virtud de la similitud ante transformaciones de escala de los dos prireeroads
del operador (340) es conveniente definir una nueva varigbte \/z z € R*. De este
modo, la soludn de la ecuadin (341) puede escribirse,

w :w(\/zx72)7 (342)
siendoy(y/zx, z) una soluddn de,
<—a§ + % +1+ % V(y/\/z)> U(y,z) =0. (343)

Nuestra &cnica consiste en proponer un desarrollo aica para grandes valores de
z para la soludin de (343),

Uy, 2) = o(y) + Y daly)z 7, (344)

n=0

consistente con el desarrollo en serie de potencias para el potencial,
V(z) =Y Vua", (345)
n=0

siendoV,, := V™ (0)/n!.
Si reemplazamos estos desarrollos en la ebuna@43) obtenemos el siguiente sis-
tema de ecuaciones diferenciales,

(—aj + % n 1) é(y) =0, (346)

(—aj + yﬁ + 1) do(y) = ~Voo(y) (347)

(—85 + yﬁ + 1) 61(y) = ~Viyo(y) . (348)

(-0 25 1) eats) = Vo) ~ Vaouls) (349)

(<024 2% 1) ) = Vi) - 3 o) (350)
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La solucbn ¢(y) de la primera de estas ecuaciones es una combimdicieal de las
funciones de Bessg)y 1, (y) Y v/yK,(y), de modo que la soluan de la ecuadin (343)
de cuadrado integrable en— oo est dada por,

R(y,2) = VyK,(y) + > énly)z " (351)
n=0

Por su parte, las soluciones de las ecuaciones de la forma (350) pueden escribirse
como,

On(y) = /0 Gy, v, 1)

Vo) — > Viyew(W)| dy', (352
h+k+2=n

siendo,

G0y 1) =y 100 — LK) + 0y — ) L) K. ()] ,
(353)

la funcion de Green del operador de la ecoac{346) (ease la ecuadn (236).) Reem-
plazando (353) en (352) obtenemos ubarfula de recurrencia pagg, (y),

Pnly) =
—yl/zKy(y)/ V' R () + > Vig dmly ] )| VY LY) dy —
0 l+m=n—2
_yl/QIV(y)/ Vnyl(nJrl/Z _'_ Z Vy/l¢m ] \/—K
Yy l+m=n—2

(354)

A partir de esta ecua@n podemos obtener el comportamientadéy) paray — 07,

yzx+1/2
n(y ~0) = N OES)) X
x / Vo "KL () + Y Vi by ]\/_ K,(y)dy +. (355)
0 l+m=n—2

Podemos calcular entonces el comportamientp en0" de la soluddn R(y, z) dada
por la ecuadn (351),

L(=v)

o M)y (356)

I'(v) _,
R(y,z) = #y 2y
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V.4 DESARROLLO ASINTOTICO DE LA RESOLVENTE

siendo,

H(z) =1+ 2sin{my) Sir;(m/)

Va2 () + ) Vin'om (0) | VIEL(y) dy

[e'S)
0 l+m=n—2

% f: Z—l—n/?/
n=0

(357)

Es importante observar que el desarrollo de la fomdi (z) para grandes valores de
solo presenta potencias semienteras.ddostraremos a continuami que el factor<(z)
en la ecuadn (339) puede expresarse émtinos de la fun@n H (z).

Para ello, primeramente advertimos que @lao de la resolvent€ .. (z, 2/, z), para
x < 2/, esh dado por (gase la ecuadn (236)),

5—1/2

WIL, R](=)

Goo(x, 2’ 2) = — L(y,2)R(y, 2) , (358)

y=vzxy =2z’

siendoL(y, z) una soluddbn de la ecuaéin (343) cuyo comportamiento en el origen es
proporcional a/**'/2. W[L, R](z) es el wronskiano dé(y, z) y R(y, z). En consecuen-
cia, en virtud de la definion (315),

-1/2,,—v—1/2

! 7 Y
G“””__Wmm@

L(y,2)R(y', ) (359)

y=0,y'=/za’

Reemplazando (356) en estiima ecuadn obtenemos el comportamiento@g, (, z)
parar — 0%,
SRy, )|
WIL, R](2)
r I'—
X %(\/Zm)‘”“/z + % H(z) - (Vzx)" V2| + ... (360)

y=0

Goo(x ~0,2) = —

Comparando las ecuaciones (330) y (360) obtenemos ladgelaatre el factoé (2) y la
funcion H(z),
I'l+v)

K@) =45

ZVH(2)7 (361)
Como H(z) admite un desarrollo asiptico en potencias semienteras glevemos que
K (z) admite un desarrollo asintico que presenta potencias ddependientes del par

metrov. Estas potencias ést presentes tand en el desarrollo asiptico de la traza de
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la resolvente en virtud de la ecuéni(339), que toma la forma,

{(A+2)" (A% +2)71)
I'l+v) '
' —v)

Tr{(AG—l—z)*l— 1}—

1+4v 02 "H(z)™!

(362)

La traza del miembro derecho de la ecéac{362), que relaciona las resolventes de las
extensiones correspondienteg & 0y 6 = oo, puede obtenerse a partir de la ecoaci
(333),

Tr{(A%+2)""' = (A% +2)7'} = ZVK(Z)/ G2 (z,2)dx. (363)
0
Comparando las ecuaciones (330) y (360) obtenemos,
2—1/2y—y—1/2L Y, 2
- ey L NCR (364)
WL, R](z) 2T (v)
De modo que la ecuam (359) resulta,
e pp——— el TN (365)
o 2vuT(v)
Reemplazando esta ecuaa;j junto con (361) en la ecuaai (363) obtenemos,
0 L L 2H -1 71/2
(366)

De estalltima ecuadin puede verse qugr {(A° + z)~' — (A~ + 2z)~'} admite un de-
sarrollo asinbtico en potencias semienteras:de

Resumimos estosatculos en uno de los resultados centrales de esta Tesis:

Teorema V.4.1 El desarrollo asinbtico de la traza de la diferencia entre las resolventes
(A9 — X)7ly (A — \)~! tiene la forma,

Tr{(A° = A" = (A® =N} ~ ZanVV)\ 2

b3 Bl V)9 AL (367)

Nmn=1

Los coeficientes,, (v, V'), B.(v, V') dependen del coeficientede la singularidad y eéin
determinados por los coeficient&’s que provienen del potencial suaVé ) mediante
las ecuaciones (362), (366), (351), (354) y (357) eca ei™ \.
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O

La ecuadbn (367), junto con las ecuaciones (250) y (251), implica que las singularidades
de la diferenciacd(s) — (°(s) de las funcioneg- correspondientes a las extensiones
autoadjuntasi’ y A> del operadord consisten en polos simples en los purdey sy,

cuyas posiciones y residuos @stdadas por,

1

Sn =5 =M n=123,... (368)
0 00 (_1)n
RGS{CA(S) - (S)Hszsn = p 042n+1(7/a V) ) (369)
n 1
SN,n:—I/N—§+§ N,n:1,2,... (370)

0N BV, V). (371)

Res{C4(s) — CF(5) Hamen, = cos [w(ul;f +n/2)]

Ejemplo: V (z) = 22

Consideremos, a continuadi, la estructura de polos de la fubiicd (s) —(5°(s) dada
por las ecuaciones (368) y (370) para el cé4e) = 2. El resultado que obtendremos
se@ verificado luego, en la seéti VI.1, utilizando otrasécnicas.

Notese, en primer lugar, que Bi(x) = z* entonces&lo uno de los coeficientds,
definidos en (345) es distinto de cero,

Vo =0pn2. (372)

En consecuencia, lamicas funciones, (y), definidas en (354), que no se anulan trivial-
mente corresponden a los valores- 2 + 4k conk = 0,1, ...

De acuerdo con las ecuaciones (357) y (351),

H(z) '~ 1+ i Cr(v) 272, (373)
k=1
R(y,2) ~ VyK,(y) + > Cilvy) 2. (374)
k=1

No determinaremos la forma de los coeficientgsv), C,.(v,y). Reemplazando estas
ecuaciones en (366) obtenemos,

Tr{(A%+2) = (A% +2) " ~vz 4> ) 257, (375)
k=0

113



V.4 DESARROLLO ASINTOTICO DE LA RESOLVENTE

donde el coeficient€’) (v) puede expresarse erminos de’(v), C).(v, y).

Substituyendo, finalmente, las ecuaciones (375) y (373) en (362) obtenemos las po-
tencias de en el desarrollo asiatico de la traza de las diferencias entre las resolventes
(A9 4 )7y (A= 4 2)7,

Tr{(A"+2)7" = (A% +2) 7} ~

~ [1/ 1+ Z Cl(v) 2272 | x
k=0

00 F(l + ) N 00 1N
14
x Y (=14 [—} ON VLY Cew) 27| (376)
N=0 I1-v) k=1 |
Comparando las ecuaciones (367) y (376) se observa que,
a2n+1(u, V) = 0 . (377)

Concluimos entonces que los polos de la fonci’, (s) — (¥ (s) indicados en la expresn
(368) no esdn presentes para el potendiglr) = 2.

Sin embargo, el desarrollo asitico (376) presenta tands potencias de la forma,
Z—NV—l—Zn , (378)

conn = 0,1, ... En consecuencia, en virtud de la ec@adi370), la fun@dn ¢4 (s)—((s)
presenta polos simples en los punt@s, del plano complejo dados por,

Snp = —Nv —2n, (379)

conN =1,2,...yn = 0,1,... En particular, de acuerdo con érinino dominante en
(376) y con la expreén (371), existe un polo simple en el punto,

S10=—V, (380)
cuyo residuo estdado por,
4V

Este resultado sawverificado luego en la seéri VI.1.

V.4.2. Caso compacto

Finalizamos este c#plo aplicando los resultados de la séecV.3 para estudiar el
desarrollo asirdttico de la traza de la resolvente del operador,

v:—1/4
—2/+
T

A=-02+ V(x), (382)
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dondex € [0,1] € Ry el potencial es angico enz.

Los calculos que presentaremos a contindagon similares a los desarrollados para
el caso del operador diferencial (340) definido sobre la variedad de base no coRipacta
en la secdn V.4.1. Sin embargo, no obtendremos &ifdmente el desarrollo asatico
de la resolvente, tal como ésexpresado en la ecuéni (367), sino que calcularemos
una expredin similar a (362) que verificaremos luego, en la s&atdil.2, para el caso
particularV/(z) = 0.

De acuerdo con la ecu@ai (307), las extensiones autoadjuntas del operador corres-
pondientes a condiciones de contorno localearestaracterizadas por dos garetros
realesd, 3 que describen el comportamiento de las funciop@s pertenecientes al do-
minio D(A) en los extremos d@, 1].

Nuestro propsito es obtener el factdt' (\) a partir del comportamiento en el origen
de la funcon G (z, \) (véase la ecuadn (330).) Por su parte, esta fuoniesé defi-
nida, por medio de la ecudxi (315), enérminos de la resolvente correspondiente a la
extensbnf = oo.

Si utilizamos la expreéin (236) para el iacleo de la resolvent& . (2, \),
Goo(2', M) := HH(I) eV VG (2 N) =

i, oz 2 L(x, )
WL, Rl(A)

En consecuencia, el factéf(\) est determinado por el comportamiento &éx’, \) en
el origen. En efecto,

R(z ~0,\) ~ 2z "2 - KA\ YNz T2 . (384)

R(z',\). (383)

El resto de esta sedsi esh dedicado a calcular el factdf (\) a partir del com-
portamiento en el origen de la autofumieiR(z, \) del operador (382) que satisface la
condicbn de contorno determinada poen el extrema: = 1 del intervalo[0, 1] C R.

Consideremos entonces la sofuti?(x, A = ;?) al siguiente problema,

(-2 Zt v =) R =0, (385)

SL’2
[0, R(x, 4?) = BR(z,p*)]|,_, =0. (386)
Derivaremos una soluan asinbtica de la ecuabin (385), para grandes valoresde

Al igual que en la secon anterior, es conveniente definir una transforiade escala
y := px, de modo que la ecudm (385) tome la forma,

(‘595 + % - 1) R(y/p, 1?) = =V (y/w)R(y/p, 11?) . (387)
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Calcularemos la ecuam integral asociada a la igualdad (387). Para ello, debemos
encontrar la fund@n de GreerGGy(y,y') del operador diferencial del miembro izquierdo
de (387). Definimos entonces las funciones,

Wy) == vyJu(y), (388)

") = V7 (7 W) - o Nu<y>) , (389)

donde,
T (1/2 = B)Ny (1) + pN,, (1)
2 (1/2=0)Ju(p) + p) (1) -
Las funcione$(y), r(y) pertenecen alircleo del operador diferencial del miembro izquier-
do de (387). Por otra parte(u, =) satisface la condion de contorno (386).

(390)

De acuerdo con la ecud@ri (236), la funddn de GreerG(V=%(y, ') que buscamos
esh dada por,

0y — y)l(y)r(y) +0(y — )y )r(y)

(V=0) A
G =0 (y7 Y ) - W[l, 7,] ’ (391)
dondelV[l, r] es el wronskiano,
WL, r] = U(y)r'(y) = '(y)r(y) = —1. (392)
En consecuencia, la soléci R(y/u, 1?) de la ecuadin (387) esi dada por,
R(w,/f)———/ GV (wa,y WV (Y /1) dy
/ K(z, 2 \R(2, u?) da’ (393)
siendo,
K(z,2") = 0(z' — ) - {px, px'} - V(') (394)
{z,2} = —l(@)r(2") + 1(2")r(z). (395)

La funcion R(x, u*) cuyo comportamiento en el origen determina el fadt@p) satis-
face, entonces, una ecuagiintegral de \olterra cuyoltleo K (z,z') es continuo en
(0,1) x (0,1) e integrable e, 1] x [0, 1].

Si designamos por la convolucon de funciones, la ecudxi (393) puede escribirse,

R—lK*R:r, (396)
o
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cuya soluabn esh dada por,

R=) Ky*r-p™, (397)
siendo,
KO = 1, (398)
K, =K, (399)
Koo =Kx*xK,. (400)

La serie (397) converge uniformemente parsuficientemente grandegaseg.g, [39])
por lo que provee un desarrollo agitito para el comportamiento en el origeniier, 1?)
Yy, en consecuencia, paféa(\).

Examinando el comportamiento en el origen de los distirdosinos de la serie en
(397) podemos obtener los coeficientes correspondientes a las potercids y = +1/2
cuyo cociente determina, de acuerdo con la ecua(384), el factor (\). De esta ma-
nera obtenemos el desarrollo aétitto,

2 VF(l + V) ieny  —2U 6 220:1 Iu72n S’Z‘l(l’[’)
w6y~ e (U e e e e
(401)
siendo, » )
d = (7 — gcot 7r1/> ~ o sin (mv)e” ™ (402)
Y,
St / dxl/ dzxs . . / dayr(zy) r(z2) ... 7(2,) X
x Vi(xi/p) .. (a:n/,u) {z1, 22} .. A1, 20} (403)
/ dxl/ dxs .. / dz, l(xy) r(zs) ... r(x,) X
xVizy/p). o Vien/p) - {zr, 22} Azn—1, 20} (404)

El factore es+1 si A est en el semiplano complejo superior o inferior, respectivamente.

La expresbn (401) muestra que el factdf () admite un desarrollo asitico en
potencias de cuyos exponentes dependen depaetror. En la secdn VI.2 conside-
raremos el caso particul&i(z) := 0 y obtendremos, con otragdnicas, el factof' ().

De acuerdo con (401), §i(z) := 0 entoncesS) (1) = S () = 0y resulta,

I'l+v)

KO~ 45—

i\ | (405)
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Esta expregin sea verificada con losalculos desarrollados en la semtiVI.2.

A partir de las ecuaciones (339) y (401) se puede ver que el desarroliotasinte la
traza de la resolventér(A — \)~! presenta potencias enteras)de&. En consecuencia,
la posicbn de los polos de la fun@in-¢ del operador dado por la expresi(382) depende
del padmetrov. Esto difiere del resultado (1) en el que se establece que labfunci
¢ correspondiente a un operador diferencial regular de segundo drdefinido sobre
funciones del interval@, 1] tiene polos en los semienteros. El motivo de esta discrepancia
consiste en la presencia détino singulaf? — 1/4) /2% en el operador (382).
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Ejemplos: Operadores de Schodinger
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VI.1 UN OPERADOR DE SCH®DINGER EN UNA VARIEDAD DE BASE
NO COMPACTA

The art of doing mathematics consists in finding
that special case which contains
all the germs of generality.
(David Hilbert.)

En este cajulo resolveremos dos ejemplos particulares de operadores disBujar
con coeficientes singulares. Primeramente, reproduciremos en lars®d el trabajo
desarrollado en [58], en el que se estudia el operador dédoler dado por la ecuasi
(297) para el casd (z) = 2* definido sobre la variedad de base unidimensional no
compactaR*. Los resultados de esta séntideben compararse con los de la s&tci
V.4.1.

Enla secdn VI.2 consideraremos el mismo operador de 8dimger correspondiente
al casoV'(z) = 0 pero definido sobre una variedad de base unidimensional compacta
[0,1] C R. Este problema ha sido resuelto en [56] y confirma los resultados de larsecci
V.4.2.

En ambos ejemplos encontraremos la resélu@spectral del operador, obteniendo
una ecuadin trascendente para los autovalores y una formdatgpara las autofun-
ciones. Esta resolumn permiti& calcular el desarrollo asitico de la resolvente o, equi-
valentemente, las singularidades de la fanej.

Mostraremos que los polos de las funcioge® esén determinados por el orden del
operador y la dimenéh de la variedad de base, como en el caso de los operadores con
coeficientes regulares, sino que pueden depender de lasg@os que caracterizan la
singularidad. Sgalamos, asimismo, que este resultada eslacionado con la presencia
de un conjunto infinito de extensiones autoadjuntas.

VI.1. Un operador de Schidinger en una variedad de
base no compacta

VI.1.1. Eloperadory su adjunto

En esta secoin consideraremos el operador,

2_1/4
A:—a§+%+x2, (406)
x
siendor € R*, como un caso particular de (340), con el fin de verificar la expnesi
(362).
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En primer lugar definimosl sobre el conjunto densb(A) := €;°(R") de funciones
con derivadas continuas de todo orden cuyo soporte es compacto y no contiene al origen.
Es facil ver que en este dominio de defiidioiel operador! es singétrico. Sin embargad
no es autoadjunto.

Para construir sus extensiones autoadjuntas debemos calcular el operadoridjunto
determinar los subespacios de deficiefiCia Pero, dado qud no es cerrado e®° (R™),
calcularemos primeramente su clausdrasto es, extenderemos el dominioAla partir
del estudio de la clausura de safica. Determinaremos, luego, el comportamiento en el
origen de las funciones que pertenecen al dominid de

Clausura del operador

Mostraremos ahora quegic D(A) entonces,
o(z) = o(@™?) 'y ¢(x) = o(aV?), (407)
para— 0Ty v < 1.

Para determinar la clausura de lafigra del operadad, consideramos aquellas suce-
siones de Cauchyy, },en contenidas efD(A) = CP(R™) tales que{ Ay, }en S€AN
tambien sucesiones de Cauchydtdse que, puesto que los coeficientesidsn reales,
podemos considerar solamente funciones reales.

Seay = ¢, — ¢m, cONn,m € N. Entoncesp — 0y Ay — 0 paran,m — oo.
Consideremos ahora el producto interno,

> 2 1/4
(i, Ap) =/ w(—w”+%<p+x2w) dv =
0

(408)

* v:—1/4

= [T+ B ) do < Dl el - 0,
0
paran, m — oco. Por lo tanto, para > 1/2,
n(
@ohe {221y @, (409)
neN

son tambgn sucesiones de Cauchy.

Lema VI.1.1 Sea{y, }.en Una sucedin de Cauchy etb(A) = C5°(R™) tal que, para
v>1/2,1<a<2yv #a,

xafl
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sean a su vez sucesiones de Cauchy. Entonces,

©n(x) @, ()
(&5 v {22 @11)

son tambén sucesiones de Cauchy.

Demostracbn: Seap := ¢,, — ©,,. NOtese que, para< a < 2,

Ooxl_“/Q T 2dx< 1 ))? dx Ooat )2 de <
/0< () _/0«0()) +/1(s0()) < -

< llp@)|* + [z o(2)]*
Entonces, de (409), vemos gfie' /2 pn(2)}, €S tamben una sucesh de Cauchy.

(222 0) - [{ ()
et ) (Y ot
(5 avo) - [ (5) (52 -

() () () (5o

Teniendo en cuenta que la suma de dos sucesiones de Cauchy éntangbsuceéi de
Cauchy, se verifica, para cualquier par deneros reale€'y C’,

(c ) | o ¥ @) Agp(:{;)) -0, (415)

o ra—1 ?

(413)

(414)

Sin,m — oo.

/ 2
Reemplazando las ecuaciones (413) y (414) en (415), los coeficien(e%%?) y
xa
2
(ﬂ> resultan,

x1+a/2

,(a—1 , 1 ala+1) o 1Y fa+1
C’—C’<2) yC(V_Z_ 5 >+O(V—Z)(2>,(416)

respectivamente. Puede verse que, gi a, estos coeficiente®k se anulan simudinea-
mente pard’ = C’ = 0. Eligiendo entonce€’, C’ adecuadamente se prueba el enunciado
del lema.
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Teniendo en cuenta (409), el Lema VI.1.1, para 1, impica que,

{“0;3(/55)}%1\] y {wé‘l(/f)}m, (417)

son sucesiones de Cauchy. En consecuenciagsiun timero irracional, aplicando en-
tonces iterativamente el Lema VI.1.1 puede probarse que, para cualquier entero positivo

k,
_ on(@) ()
{xQ[l—(1/2)k] }nEN Y {xQ[l—(1/2)k]—1 }nEN ) (418)

son sucesiones de Cauchy.

Como, en general, para cualquier- 0 existen enteros; y k, tales que1/2)" <
e < (1/2)*2, teniendo en cuenta que,

1 1

r2—e — x2[17(1/2)’“1] ’

para0 <z <1,

(419)
1 1 >1
x2—e — xz[l—(l/Q)kz] » paraxr Z 4,
se concluye inmediatamente que,
{”"2(”) } , (420)
x —&
neN
es una sucedn de Cauchy. La misma conclosi se obtiene @logamente para la suce-
sion,
/
{%1—(“")} . (421)
€T —&
neN

Si v es un timero racional, entonces, a partir de (409) y (417), se ve que existe un
irracionala € (1,3/2) para el cual el Lema VI.1.1 pueda aplicarse iterativamente para
demostrar que las sucesiones (420) y (421) son sucesiones de Cauchy.

Determinaremos ahora el comportamiento de las funcioné¥ dn cerca del origen.
Para cualquiet > 0, podemos escribir,

P p(x) = /Ux (v oly)) dy =

) /Ogc i {_V 1 fW) @’(y)} m

y275 ylfs

(422)
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Por lo tanto, para < 1, v < 1y ¢ suficientemente peqfie, se verifica,

1/2

1
|x_”_1/2 90@)‘ < (/ y2(—u—1/2+1—8)dy) %
0

Por consiguiente, la sucési{z /2 ¢, (r)}en, CONv < 1, €s uniformemente conver-
gente er]0, 1] y su limite es una fun@n continua que se anula en el origen,

(423)
©'(y)
yl—a

n,M—00 0.

X |v+1/2| ‘

o(y)
Y2

7V V2 (x) ;= lim (x_”_1/2 gpn(x)) , (424)
i, (z77 2 ¢(x)) = 0. (425)

En particular,para = —1/2 tenemos elimite uniforme
lm ¢, (z) = o(z), (426)

que coincide con elmite de esta sucesi enL,(R™).

Por otra parte, tambh podemos escribir,

/ y71/+1/2 A@(y) dy — _:Cfl/+1/2 (,0/<.T)+
0

v [y {(—v +12) E 4 o 5 } dy+ (427)

- / Yy Pye(y)dy.
0

Por lo tanto, para < 1, v < 1y ¢ suficientemente peqile, se verifica,

1/2

1
gl < ([ra) e+
0

1 1/2
(/ y—2u+1—25 dy) {|V + 1/2| ‘
0

1/2

1
+ ( / y 2t dy) 1y o) —nm—oo 0.
0

Consecuentemente, la su@es{z+/2 ¢/ (r)},en, CONv < 1, €s uniformemente con-
vergente en0, 1] y su limite es una funéin continua que se anula en el origen,

X(@) = lim (272 ¢l (2)) | (429)

o(y)

/
i 1<7y 5) + K

} N (428)

I_V+1/2
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lim (:L‘_V+1/2 X(x)) =0. (430)

z—0t
En particular, para = 1/2, obtenemos elinite uniforme,
lim o, () = x(2), (431)

que coincide con elite de esta sucesi enLy(R™) (ver (409)).

Probemos ahora qugz) = ¢'(x). En efecto, para < 1, tenemos,

‘cb(fv) —/Omx(y) dy' <

‘ 432
< 1olo) = waloll + | [ () = ) ] < 432
0
< 1¢(z) — en(@)] + [IX = @nll =n—00 0.
Entoncesg(x) es una fundn diferenciable cuya primera derivadayés).
Finalmente, las ecuaciones (425) y (430) implican que, dado0y v < 1,
p(x)] <erx” and |¢(z)| < g 2”2 (433)

siz < ¢, para alginé > 0 suficientemente peqfie. Esto prueba las expresiones (407).

El operador adjunto

Calcularemos ahora el dominio, la forma y las autofunciones del operador adjunto
con el fin de determinar los subespacios de deficie¢kigia

El operadorA’ est definido en el subespacio de funciongs) € Ly(R*) para las
cuales(z), Ap) es una funcional continua dec D(A). Esto implica la existencia de una
funcion(x) € Lo (R™) tal que(y, Ap) = (¢, ),V € D(A).

Lafuncions) est urivocamente definida pué¥A) es un subespacio densoldgR ™).
Definimos entonced ) := 1.

Por otra parte, sp € D(A') se satisfacey ¢ € D(A),

VQ_—;/ZL + 12} go(x)) dr =

T

)= [ utar (o) + |

_ (_W i {% T xQ} w,so) = (¥, ¢),
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donde las derivadas decorresponden a la derivada generalizad&. R ") o derivada
en el sentido de distribuciones.

La ecuaddn (434) implica que)”(x) es localmente integrable. Por consiguiente, su
primitiva¢)’(x) es absolutamente continua para 0. En consecuencia, el dominio dé
es el espacio de funcionégz) de cuadrado integrable con una derivada absolutamente
continua y que satisfacen [105],

Ao =)+ (S ) v e e, @

Notese que esto no impone conditide contorno alguna sobtéx) enz = 0.

Estudiaremos ahora las autofuncionesAdecon el prosito de determinar los sub-
espacios de deficiencid, = Ker(A" ¥ i) de A.

Subespacios de deficiencia

Para calcular los subespacios de deficiencia debemos resolver el problema de autova-
lores,

2_1/4
Aoy =)+ (S 4 ) a0 = 20, (436)
parag, € D(AT) y X € C, con su parte imaginaria(\) # 0.

Mediante el siguiente Ansatz (sugerido por el comportamiento de la soluciones de
(436) parar — 0"y z — 00),

= :B”H/Qe_%F(xg) , (437)
la ecuaddn (436) toma la forma de la ecuanide Kummer par’(z),
2F"(2)+ (b—2)F'(2) —aF(2) =0, (438)
dondea = 2v+2—-\)/4dyb=v+1.

Comov es real, lainica soludbn de la ecuadin (438) que conduce a una sofutide
(436) de cuadrado integrable en el infinitoéedada por la funéin de Kummet (a; b; z)
(véase la ecuadn (149).) Por lo tanto, las autofuncioneslecorrespondientes al auto-
valor A son proporcionales a,

o2 2 2 —
nla) =B F (2L

v+ 1 xQ) . (439)

Debemos ahora estudiar el comportamient@geerca del origen [1]. Para ello con-
sideraremos por separado los siguientes casos, de acuerdo con el valoahet pas.
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» Siv>1,¢) € Ly(RY) & a = (2v+2—-X)/4 = —n, conn € N. En con-
secuencia, sh ¢ R entoncesy, ¢ Lo(R™) y los subespacios de deficiencia son
triviales.

Esto implica que siv > 1 el operadorA es esencialmente autoadjunto, esto es,
admite unainica extengin autoadjunta que coincide con su claustir&u espectro
est dado por la condibh —a € N, i.e,,

Ap=4n+2v+ 2, (440)

conn =0,1,2,... Las autofunciones correspondientes son,
12
b = (=1)"nl 2?25 L) («*) . (441)

» Por su parte, 9 < v < 1 se puede ver qug, € L(R"),VA € C[1]. Los subes-
pacios de deficienci& . son, entonces, unidimensionales. (= 1) y el operador
A admite una familia de extensiones autoadjuntas caracterizada poramear
real?t,

VI.1.2. Extensiones autoadjuntas

Puesto que, pata < v < 1, losindices de deficiencia satisfacen = 1, existe una
familia de extensiones autoadjuntasAlen correspondencia bituoca con el conjunto
de isometias deX, enX_ que esd, por lo tanto, caracterizada por ungaetro real.

En efecto, los subespacios de deficieriiay K _ estin generados por las funciones
b+ = Or=i Y O = d——; = ¢, respectivamente. Por lo tanto, cada isofagtlr,
K, — XK_ puede identificarse con el @ametroy € [0, 7) definido por,

Uy = e 270 (442)
El operador autoadjunto correspondiedteesé definido en el subespacio denso,

DA) CDAN=DA) K, & K_, (443)

24Esto responde al criterio de Weyl [101] $egel cual, para un potenci®l(x) continuo, el operador
A = —02+V(z) es esencialmente autoadjunto sbyossi esh en el caso de puntonite tanto en el origen
como en infinito.

SiV(z) > M > 0, paraz suficientemente grande, entoncé®gsé en el caso puntdrhite en infinito.
Por lo tanto, en nuestro ejempld,es esencialmente autoadjunto sbyossi esé en el caso puntérhite en
el origen.

En particular, pard’ (x) positivo, siV (z) > 3/4 x—?2 paraz suficientemente cerca del origen entonces
A est en el caso de puntonite en el origen. Por el contrario, 8i(z) < (3/4 —¢) 272, paraal@ne > 0,
entoncedd esh en el casoicculo limite en el origen.

Esto confirma nuestro resultado con respecto a las extensiones autoadjuntas del operatiorcbn
de los valores del pametrov.
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constituido por las funciones € D(A") que tiene la forma,
¢=¢o+C (o +e27¢%) , (444)
cong, € D(A) y C una constante ed. ComoA,, es una restricoin deA' se verifica,

Ap=ATp=Apy+iC (¢4 — e *97}). (445)

Mostraremos ahora que la condioi (444) determina el comportamiento dee
D(A,) cerca del origen. Esto perméirdeterminar luego el espectro de cada extensi
autoadjunta. En adelante consideraremos el tA3&C v < 1

De acuerdo con la ecua@cti (444), la derivada logamica de¢ est dada por,

¢ ey +24AR (79

¢ €hy+2AR () (348)

El limite parar — 0" de la ecuadin (446) determina la condim de contorno que define
el dominio de la extengn autoadjunta caracterizada por elgraetroy. En virtud de las
expresiones (407), eetmino dominante para ~ 0 est dado por la funén ¢_. Por
consiguiente, teniendo en cuenta el comportamiento en el origen de la aubof(489)
para\ = i [1], obtenemos de la ecuaci (446),

d@)| _12-v  D(=v)cos(y =)
O) |y~ T0) cos(r =)

. IQV—l + O(fL‘QV_l), (447)

dondey, = arg {I'[(—2v 42 —4)/4]} y 72 = arg {I'[(2v + 2 — i) /4]}.

La condicbn de contorno (447) caracteriza la exténsautoadjunta correspondiente a
un dado valor del pametroy. Como es usual, esta condinide contorno permite deter-
minar el espectro del operaddr,. Como distintos valores decorresponden a distintas
condiciones de contorno, o equivalentemente, a distintas extensiones autoadjuntas, es de
esperar que exista un espectro distinto asociado a cada valor aelgiery.

El espectro

Para determinar el espectro de una extamsiutoadjuntad, debemos estudiar las
solucionesp, de la ecuadin (436), dadas por (439) cone R, que satisfacen la condi-
cion de contorno (447). El comportamiento en el origen de las funciones (4a3)aakt

por [1],
A(r)|  _12-v

F(_V) I [M} 201
@ 7 TTE) T[]

+o(x® ). (448)

129



VI.1 UN OPERADOR DE SCH®DINGER EN UNA VARIEDAD DE BASE
NO COMPACTA

) _) I(% 1_A
Figura 2: F()\) := FF((V)) r((2;++2;4§)

F()\) = 0 determinan el espectro de la extémsautoadjuntad?.

] como funcon de )\, pararv = 3/5. Las soluciones de

Comparando las ecuaciones (447) y (448) obtenemos,

FrE+s-3) _ I'w)

r-g+i-3 10" (449)

donde hemos definido,
['(—v) cos(y —m)
0 .= . 450
Tw) cos(r—2) (49
Teniendo en cuenta que el comportamiento de las autofunciones (439) en el oagtar est
do por [1],

I'(v) —v+1/2 I'(—v) v+1/2
[N W +m$” T (451)

2 2

Pa(z ~0) =

NI

puede verse que el ganetrad que se define en (450) coincide con elgraetrad definido
en la ecuadn (307).

El paametrad € RU{oo} determina, mediante la ecuéni(449), un espectro discreto
para cada exter@n autoadjunta, que designaremos a partir de ahoradEn la Figura
2 se muestran ambos miembros de la e@ra@49) como fundén de), parav = 3/5y
0 = 1. Las abscissee de las intersecciones de estas funciones representan el espectro de la
extensbn autoadjunta correspondiente.

De acuerdo con la definimn (214), el anbolo del operadon?’ est dado por,

V2 —1/4
Ll
T

o{ A%}z, p) =p* + 2 (452)
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Si el termino dominante delimbolo de un operador autoadjunto, en nuestro gases
positivo definido entonces el espectro del operaddr asbtado inferiormente [68]. En
efecto, el espectro de cada uno de los operadéftaine, como puede apreciarse de la
Figura 2, una cota inferior. Sin embargo, aquellas extensiones autoadjlinpasa las

cuales, )
(1 -
g < LU= (453)

(14 v)D(5%)°

poseen un autovalor negativajracuando el potenciaﬂz;Tl/4 + 22 es estrictamente po-
sitivo. Incluso, no existe urirhite inferior uniformej.e., conin a todas las extensiones
autoadjuntas; por el contrario, cualquiémmero negativo pertenece al espectro de alguna
extensbn autoadjunta.

Para cualquier valor de existen dos extensiones particulares cuyo espectro puede
obtenerse expditamente a partir de la ecuéai (449):

» Sif = 0 el espectro eatdado por
A =4(n+1/2 —v/2), (454)
conn=0,1,2, ...
= Sif = oo el espectro eatdado por
Ao =4n+1/2+v/2), (455)
conn=0,1,2, ...
Notese que, en general, para cualquier valof tes autovalores crecen linealmente

conn,
4dn—1/24v/2) <\, <4(n+1/2+v/2). (456)

L imite regular

Es interesante considerar el caso particularmente simple del osciladmmieonen la semi-
rrecta, en el que el potencial no es singular. En primer lugar, pafa 1/2, la condicon de
contorno (ecuaéin (447)) toma la forma,

¢'(x)
o(2) =0+0(z), (457)
0 equivalentemente,
im {¢/(z) =0 6(2)} =0, (458)

que corresponde a las condiciones de contorno Robin en el origen. Las condiciones de contorno
Dirichlet y Neumann corresponderfa= co y § = 0, respectivamente.

Consideremos ahora, a partir de la confiticile contorno (458), las autofunciones y autovalo-
res de las extensiones autoadjuntasideorrespondientes a distintos valoreside
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= Sif# = oo las condiciones de contorno son del tipo Dirichlet y los autovaloreasg@ la
ecuacbn (455)) esin dados por,

Ap=4dn +3, (459)

conn = 0,1,2,... Como el operador (406) corresponde, para 1/2, al hamiltoniano

de un oscilador argmico de masan = 1/2y frecuenciaw = 2, los autovalores pueden
escribirse\,, = w[(2n + 1) + 1/2], que representa la parte del espectro asociada a los
autovectores impares del oscilador anito enR. En efecto, las autofunciones (439)ast
dadas por [1],

12
bn =2"""e" T Hypyr () . (460)

= Si# = 0 las condiciones de contorno son del tipo Neumann y los autovalagzas€\(454))
esfin dados por,

Ap =4n+1, (461)

donden = 0,1, 2,.... Estos autovalores pueden escribirse come= w(2n + 1/2), que
corresponde a los autovalores del sector de autofunciones pares del oscilatocaen
R. Las autofunciones (439) ést dadas por,

12
bp =27e" T Hyp(x). (462)

= Sif # 0,00 las condiciones de contorno son del tipo Robin y los autovaloréas ester-
minados por la ecuamn trascendental,

=0. (463)

Las correspondientes autofunciones (43%restadas por,

22 - A

pr=ze 2U (3; 3;:1:2> : (464)
4 "2

Cabe observar que, para condiciones de contorno Robir:y—2 F(%)/F(%), la energa

del estado fundamental es negativa y, por lo tanto, menor qum&hmdel potencial.

De acuerdo con lo presentado en la s@adil.3), la subvariedad de Cayl€y est identifi-
cada con la condibn de contorno Dirichlet. Si consideramos una familia de extensiones autoad-
juntas A’ con§ — —oco, obtenemos la condih de contorno y el espectro correspondientes a
C_. De acuerdo con el Teorema (l1.3), el autovalor del estado fundamental tiende nto
cond y la autofuncbn se concentra en el borde de la variedad. La Figura 3 representa los estados
fundamentales correspondientes a cuatro extensidhgsnuestra que estos estados tienden a un
“estado de borde” a medida que la exténstorrespondiente se acercé a o equivalentemente,
que el autovalor del estado fundamental tiende-a.
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0.5 1 1.5 2

Figura 3:Autofunciones de los estados fundamentales, de acuerdo con (464) de cuatro distintas
extensiones autoadjuntas del operadpdado por (406) para el caso= 1/2. Puede observarse

gue a medida que el autovalor tiende @, 0 que la condi@n de contorno tiende a la subvariedad

de CayleyC_ las autofunciones se concentran en el borde de la variedad. Los autovalores corres-
pondientes a los estados graficados s9g&- 3,0, —10, —100.

VI.1.3. Estructura de polos de la funcon-¢
Representacbn integral de la funcion-.

El espectro de cada exteasiautoadjuntad’ del operador dado por la exprési
(406), esh determinado por la ecuéai (449), para cualquiegt € (—oo, c0]. En esta
seccon, estudiaremos las estructura de polos de la &un¢j (s) asociada al operador
A?,

C(s) = Tr { (Ae)_s} =3 N (465)

Notese que, como la ecuéni(456) indica que los autovalores crecen linealmentengon
la funcion ¢ (s) es andltica en el semiplan®(s) > 1.

Es conveniente definir la funmn entera,

[(v) 0

1
B =N R e

N

con% < v < 1. Los autovalores del operador autoadjudtocorresponden a los ceros
de f()\) que son, por consiguiente, reales. Estos ceros sonéarpbsitivos a excepan,
eventualmente, del primero de ellos.

Asimismo, los ceros d¢(\) son simples. Supongamos que esto no sea Ciegtp,
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que existe\ € R tal quef(A\) = f’(A\) = 0. Teniendo en cuenta que,
Jw(5E-d) T (i)
1
2

P ) ey
(467)
IR B G Tt ) Bkl Ut B ) v, 1
‘1{ I e M A OGS
siendoy(z) la funcibn poligamma, vemos, por consiguiente, que,
w<—g+%—>\/4>:¢(g+%—/\/4) : (468)

Pero esto no se cumple para ring\ € R, si; < v < 1. Notese que todos los residuos
de la funcon f’(\)/f(X) valen 1, de modo que su estructura de singularidades coincide
con la de la traza de la resolvente( A% — \)~1.

En consecuencia, la furam ¢4 admite una representaci integral de la forma,

) = 3 AT =N (469)

dondeC es una curva que encierra los ceros positivogde en sentido antihorario y
6(-) es la funcdbn de Heaviside.

Consideremos ahora el comportamiento &iod dominante del cociente,

R C TS L T RS R NS R TVA)

f) v D(=3+3-3 47 \2 (470)
! (1 ~0re F((;:;—z)))
Paral arg(—\)| < my [A| — oo,
(0 (g + % — )\/4) = log (=) + O(1), (471)
w(—g+%—)\/4> — (%—#%—)\/4) =0\, (472)
vy 1l A
r (_2 T3 4) _ O()\—l/) (473)

En consecuencia, 8(s) > 1, el camino de integragn en la expresin (469) puede

hacerse coincidir con el eje imaginario,

1 100+0 ., f/(/\)

Cals) = —5— A
2mi —i00+0 f(/\)

dondeh(s) es una fundn entera proveniente de la contribrtide un eventual autovalor

negativo.

d\+ h(s), (474)
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Polos de la funcon-¢

Laintegral en (474), que es una fudcianaitica en el semiplan®(s) > 1 que admite
una extengin meromorfa a todo el plano complejopuede expresarse como,

R OV N A
Cﬁ(s)——%i fmA X\ — omi | f(/\))\ Sd\+ hy(s) =

Y e S UT) D B i G /T)
o / " %/1 Floi )

dondeh, (s) es una fun@n entera.

(475)

El desarrollo asirdtico def'(\)/ f(\) (vease el Apndice (X.4)) est dado por,

' 15N

(476)

30 Cunw,0) (=)ot

N=1n=0

donde los coeficientes, () son polinomios en cuya forma exptita no presentamos,
en tanto que los coeficientés, ,, (v, §) esén dados por,

Cnpn(v,0)=— (4”% G)N (y + %”) bn(v, N). (477)

Los coeficiente$, (v, N) se definen en la ecua@ei (827).

Como puede verse de la ecuati(476), el desarrollo asiptico de f'(\)/f()) con-
tiene el €rmino logattmico %log(—)\) y una serie de potencias enteras negativasa de
relacionadas con la furtmh poligamma deliltimo termino del miembro derecho de la
ecuaobn (470). Existe tamkn una serie de potencias deque dependen de prove-
nientes del primer@rmino del miembro derecho de (470).

Reemplazando eétmino logaitmico dominante del desarrollo (476) en la ecoaci
(475) obtenemos,
1 & _27 G IS ™ —s

—5 | e log (e R ) e log (' p) [t dp =

(478)

sin(%°) cos(%5%)

1
:8(8—1)_47{‘(8—1)2:1(3_1)

dondeh,(s) es una fun@n entera. En consecuencia, la exténsinaitica de estedrmino
presenta ufiinico polo simple en,

s=1, (479)
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con un residuo igual &/4.

Los terminos restantes en la exp@siasinbtica def’(\)/f()) tienen la formaA;
(—=\)~, paraald@in;j > 0 (ver (476).) Reemplazando estas potencias en la gnuét75)

obtenemos,
A [

_ﬁ : 75 0=0) 4 5G] 3 @y =
A] s . 1
= —eos (56 —1) ——= =k (480)
_ A sin(mj) 1 + hy(s)

T 5= (1=}

dondehs(s) es una fund@n entera. Por lo tanto, cada potencia en el desarrolloGtisiot
f'(\)/f(N) de la formad; (—\)~/ contribuye con un polo simple en= 1 — j, con
residuo—(A; /) sin(mj), al conjunto de singularidades de la furei’,(s).

Debe observarse que este residuo se anula para valores entgré&sttesucede para
las contribuciones provenientes del desarrollo asica dey)(% + 2 — A/4) en elltimo
termino del miembro derecho de la ecuac{470), con excepen del €rmino logaitmi-
co. De hecho, la contribu@mn de esteérmino origina lainica singularidad presente en los
casoy) = ooy 6 =0 (ver (470).)

No obstante, para una extemisiautoadjunta general, existen taénbipara% <v<l,
polos en posiciones dependientes/geovenientes de las potencias de la seridutteho
termino del miembro derecho (476).

En conclusdn, aparte del polo en = 1 con residuol /4, la funcibn ¢4(s) de la
extensbn autoadjuntal’ presenta, para cada par de enteros,

(N,n) conN=1,2,3,...yn=0,1,2,... (481)
un polo simple en,
Snn=—-Nv—2n¢€ (=N —2n,—N/2 —2n], (482)
con residuo,
0 sin(mrNv)
Res {CA(S)HS:—NV—% = Cnn(v,0) — (483)

Notese que el residuo en el palg,, es proporcional 8" (ver (477).)
En rigor, siv es un iimero racional, existe unimero finito de pare$N,n) que

contribuyen al mismo polo y el residuo debe obtenerse sumando las contribuciones co-
rrespondientes a cada uno de estos pares. Por el contravi@ssirracional, los polos
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correspondientes a distintos paf@g n) no coinciden y el residuo estlado por la ex-
presbn (483).

Los polos dados por (482) ést distribuidos en sucesiones caracterizadas por un en-
teroN = 1,2,.... En cada sucesn, polos contiguos difieren en2. Por ejemplo, los
poloss, ,, correspondientes a los par€§ = 1,n), conn = 0, 1,2, ..., esén ubicados,
de acuerdo con (482), en los puntos del plano complejo,

1
—1—2n<517n:—l/—2n§—§—2n, (484)
y tienen residuos,
0
Res (e ) o, = Cunlv,6) sin(mv) . (485)
m
Paran = 0, e.g, obtenemos un polo en= —v con residuo,
41/

Res (")|,__, = M sin(mv) = T2(—1) g, (486)

gue coincide con el valor calculado en (381). Se confirman entonces, para el caso del
potencialV (z) = 22, los resultados de la se6ai V.4.1; \ease, en particular la ecuani
(379).

Este resultado ilustra la idea central de esta Tesis: ladarctorrespondiente a las
extensiones autoadjuntas deosee polos simples en posiciones dependientesalee,
en general, no son enteros negativos. Los residuos dependen, por su parte, de nextensi
autoadjunta considerada.

Destacamos, finalmente, que un poladés) en un valor no entere = —Nv — 2n
implica que el desarrollo asiotico a pequios valores de de la traza del heat-kernel
Tr {e~"“®} presenta urérmino de la forma,

by sn(A) ON ¢ N2 (487)
cuyo coeficiente eatdado por,
bnsn(A) 0N =T(=Nv —2n) Res{Ch(s)} __ . o, - (488)

Esto esh de acuerdo con el desarrollo aéiito (19).

VI.1.4. Comportamiento asinttico de los autovalores

La singular estructura de polos de la fuirei? (s) dada por la ecuagn (482) puede
obtenerse tambn determinando, a partir de (449), el desarrollo aticd de los autova-
lores\,, paran > 1. En efecto, dado el Ansatz,

Ny 1 v
n_ - _Z 4
1 -3 3 +n+e, (489)
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podemos determinarmediante sucesivas correcciones. Los primezosinos resultan,

; v(v—1)sin(av)n - (490)

F2(V) 0 —2v -2
7)) 2n sin(27v)n~ " +O0(n™7).

Esto permite escribir la fungh ¢4 (s) de la forma,

Ch(s) ~ 475 Cr(s) +547° (g — %) Cr(s+ 1)+

+s (s+1)47° 5 Cr(s +2)+
+s47° FI(‘<—VIZ) g sin (7v) Cr(s+v+ 1)+ (491)
+s (s+v+1)47° 1};&”3) % (g — %) sin(mv) Cr(2+ s+ v) +
2 v 92
+s47° 1};(—(_3) D sin(2mv) Cr(s +1+2v) + ...

donde(r(z) es la funcdn de Riemann, que posee dmico polo simple enr = 1,
con residuo igual 4. Los polos que se derivan de la expées{491) coinciden con los
primeros polos dados por las ecuaciones (479) y (482).

VI.1.5. Casos particulares

En esta secon mostraremos que para las extensiones autoadjuntas cuyos dominios
son invariantes de escala, caracterizadag/per(0y 6 = oo, la funcibn< presenta un
Gnico polo simple. Veremos luego que nuestros resultados se reducen a los usuales para
el casov = 0, en el que el potencial no es singular.
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Las extensiones autoadjuntas invariantes de escala

La funciones( y (¥ pueden calcularse en forma exacta pues conocemos sus espec-
tros explcitamente (@anse las ecuaciones (454) y (455)),

(492)

Fs) =47 Y (4 55) 7 = 47 Culs (1+)/2),

donde(y(z, q) es a funadn- de Hurwitz cuya extendn anaitica tiene uninico polo
simple enz = 1, con residuo Re§(z, ¢)|.—; = 1. Esto implica que tantQ} como(%
presentan ufinico polo simple er = 1, con residud /4, en coincidencia con la ecuaai
(479).

Efectivamente, a partir de las ecuaciones (483) y (477) es evidente que todos los re-
siduos correspondientes a los polos negativos se anulardpard. Por otro lado, si
6 = oo, f'(N)/f(N) sereduce &/4 ¢ (v/2+1/2 — \/4) (véase la ecuadh (470)) por lo
gue elUnico &rmino que contribuye a las singularidades de la famGies el logaritmo
del desarrollo asigtico (476), que conduce a un polo €e= 1 con residuo 1/4 ®ase la
ecuacbn (479).)

El oscilador armoOnico en la semirrecta

Para el oscilador arémico en la semirrecta, correspondiente al case 1/2, existe
un polo simple ers = 1, con residuol /4. Como ya hemos $alado, esta es lanica
singularidad presente si se imponen condiciones de contorno del tipo de Dirichlet o de
Neumann.

Para condiciones de contorno del tipo de Robin las singularidades restantes se encuen-
tran en los puntos @ase la ecuaon (482)),

N
s:—E—Qn, con N=1,2,3,... n=0,1,2,... (493)

con residuos dados poréase la ecuagn (483)),

Res (.)|s:7%72n =
_1\NV . (494)
= ( i) Cnn (v =1/2,3) sin (%N) :

que se anulan pars par.
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Por lo tanto, los polos de la fur@i<, a excepdn del primero, es = 1, son semien-
teros negativos,
s=—-k—1/2, k=0,1,2.... (495)

en acuerdo con el resultado (1).

Por otra parte, para todos aquellos pdf€sn) que verifiquenV + 4n = 2k + 1, los
polos correspondientes coinciden. Por consiguiente, el resid¢fo(gleens = —k —1/2
es la suma de estas contribuciones, caracterizadad'per 2(k — 2n) + 1, conn =
0,1,2,...,[k/2]. Obtenemos, entonces,

(—1)++ [k/2]

Z Cra(k—2n)+1n (1/2,0) . (496)

Res (C4(s)) ‘s:—k——

Existe, por ejemplo, un polo en= —1/2 cuyo residuo egétdado por,

0 _ ! __9
Res (Ch()|,oy = == Cuo(1/2,0) = ——, (497)
en tanto que el residuo en= —3/2 est dado por,
Res (¢4(s))] e (1/2,0) = v (498)
A s=—§ g 30 o

VI.2. Un operador de Schiodinger en una variedad de
base compacta

Estudiaremos a continu@ci el operador de Sobdigner dado por (297) correspon-
diente al casd’(z) = 0 sobre la variedad de base unidimensional y comgacta € R.
De acuerdo con los resultados de la secdi.3.1 el operador diferencial admite una fa-
milia de extensiones autoadjuntas caracterizada por dase#&og) y j; el primero de
ellos caracteriza la condim de contorno en la singularidad y el segundé eslfacionado
con condiciones de contorno del tipo Robimes: 1. En la presente se@i nos limitare-
mos, por simplicidad, al cas®= oo, que define condiciones de contorno de Dirichlet en
rz=1.

En primer lugar, verificaremos el Teorema V.3.11 dando una nueva interprethdi
factor K(\) (véase la ecuagn (339).) Como hemos ya demostrado, existen dos exten-
siones autoadjuntas definidas por condiciones de contorno sobre la singularidad invari-
antes de escala. Veremos adsngue cualquier exterdsi autoadjunta puede escribirse
como una combinaon lineal de estas dos extensiones particulares. El fdc{on de-
termina los coeficientes de esta combibadineal. El valor de/(\) que obtendremos
confirma el resultado (401), para el caspr) =0y 3 = oc.

140



VI.2 UN OPERADOR DE SCHRDINGER EN UNA VARIEDAD DE BASE
COMPACTA

VI.2.1. El operador y sus extensiones autoadjuntas

Consideremos el operador,

2_1/4

A=-2+72 , (499)

332
conv € R definido sobre el conjunt®(A) = €5°(0, 1), sobre el cuaH es sinétrico.
El operador adjuntal, que es la extensh maximal de4, est definido sobre el con-

junto D(AT) de funcioness(x) € Ly(0, 1), que tienen una derivada segunda localmente
sumable y tales que,

Ag(z) =~ (@) + T o) = d(a) € La(0.1). (500)

El siguiente lema describe el comportamiento en el origen de las funciones pertenecientes
aD(Am).
Lema VI.2.1 Si¢(x) € D(AT) y0 < v < 1, entonces® existen constantes; [¢] y Cs[¢]
tales que,
Cilg] a3 + Gyl o™

A6 e
V2u

< ;
(1—v)y/2v+32

(v +3) Cilg) 27T 4 (—v A+ 1) Co[¢] V3
V2vu

| o(x) — (501)

< 3201@1
T (1-v)V2u +2 ’
(502)

o

donde|| - || es la norma usual eh» ([0, 1]).

Demostracbn: Definimosu(z) := z*~2¢(z). La ecuadn (500) implica entonces,

u'(x) = Ky 2t — a7t / Y2 o(y) dy,
0

(503)

Ky —2v ’ —2v—1 Y v+ 7

wz) =Ky — —a % — Y 2"T2 ¢(2) dz dy,
2v 0 0
para algunas constant@s y K. A partir de las desigualdades,
r +1 7 ZL‘VJrl ~
v 3 d <
| vrtowa] < =1l

(504)

bt 4

T Yy 1
“w=l [ vty G(2) dz d ‘ < * 3|,
|t [ty < Sl

obtenemos las ecuaciones (501) y (502).

25E| casor = 0 sef considerado separadamente en la 6acel.2.4.
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Corolario VI.2.2 Seanp(z),v(z) € D(AT)y0 < v < 1. Entonces

(A70,9) — (4, AT9) =
(505)
= { Gl Cal] - CuluCilel} + {0 (1) /(1) = (1) 6(1) .

donde las constantés, ,|-] son las definidas por el Lema (VI1.2.1).

Demostracibn: Notese que el producto antisatnico del segundo miembro de la ecuarci
(505) define los mapeds, , K, referidos en el Teorema (V.2.1). La demostoacile este
corolario se obtiene utilizando el Lema VI.2.1 para evaluar éoshinos de borde en la
expreson,

1

(A1,0) — (0. AT0) = lim [ 0.{v(@) ¢(a) ~ /(@) 6la)} du. (506)

e—0t J.
O
De acuerdo con el Lema (VI1.2.1), podemos definir el mapeo,
K :D(AT) — C*,
(507)

¢ — (Ci[g], Ca[g], o(1), ¢'(1)) -

El dominio D(A) de la clausurad = (A')" del operadorA es el riicleo dek, en tanto

gue las extensiones satricas ded estin definidas sobre la preimagen de los subespacios
de C* bajo el mapedx. Las extensiones autoadjuntas, por su part@ndsientificadas
con los subespacios lagrangiartos- C*, esto es, tales qug = S+, donde el comple-
mento ortogonal se define de acuerdo con la forma &iatich del miembro derecho de

la ecuadbn (505).

En adelante, estudiaremos las extensiones autoadjuntas que satisfagan larcdedici
contorno local,
¢(1) =0, (508)

correspondiente & = oo en la ecuadin (308). Cada una de estas extensiones, que deno-
taremos por., ,est definida por una condian de la forma,

cosy - C1[®] + siny - Co[®] =0, (509)
cony € [0, ).
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El espectro

Para determinar el espectro de las extensiones autoadjintpara el caso < v <
1, estudiaremos las soluciones de,

(AT = N)pa(z) =0, (510)
que satisfagan las condiciones de contorno establecidas en las ecuaciones (508) y (509).

La solucbn general de la ecudnxi (510) para\ = 0 est dada por,
_ 1 V+% fl/+%
oo(z) = NG (Ax + Bz ) , (511)

para dos constantes arbitraridsB € C. Sin embargo, las condiciones de contorno dadas
por las ecuaciones (508) y (509) implican,

A+B=0, cosy-A+siny-B=0. (512)

Consecuentementejls existen modos cero para la extémsautoadjunta caracterizada
pory = m/4.
Por su parte, las soluciones de la ecaacb10) para\ = 0 tienen la forma,
A F(l +v) B T(1
vV 2V 2-v i \/ v 2”

dondey = +v/\. Las constanted, B € C esfn relacionadas en virtud de la conditi
de contorno en el origen. En efecto, teniendo en cuenta,

o(z) = Vil 2P0 gy ey, (513)

v 1 2

obtenemos a partir de las ecuaciones (501) y (509),
cosy-A+siny-B=0. (515)
La condicbn de contorno em = 1, dada por la ecua@n (508), se escribe,
A F(1+y) B F(l—y)
Jo(p)+—==
\/5 21 v l/ <’LL) /21/ 2V

Esta expresin, junto con la ecuaon (515), determina el espectro de la exténsl.,, que
describimos a continuam.

o(1) = J(1) = 0. (516)

» Siy = 7/2, la ecuadn (515) implica queB = 0. Por consiguientep(1) =
0 = J,(1) = 0. En consecuencia, el espectro de la extamsutoadjuntal,, es
positivo y esh dado por,

An:jin, n=12 ..., (517)
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dondej, ,, es eln-ésimo cero positivé® de la funcon de Bessel, (z).

» Siy = 0, la ecuaddn (515) implica queA = 0. El espectro ded, es tamben
positivo y esh dado por,

A =32n,n=12., (519)
dondej?,, son los ceros positivos d&.,, ().

» Paray # 0,7/2 obtenemos, a partir de las ecuaciones (515) y (516), la siguiente
ecuacbn trascendental para los autovaloreside

F(p) := p* t?%) = 4" FIE(—V;i) 0, (520)

donde hemos definido,
f:= —tan~y. (521)

De acuerdo con esta defirdei, designaremos en adelante a la extendi, por A?;
notese que el pametrod coincide con el definido en la exprési(307).

Para los autovalores positivos,= 12, ambos miembros de la ecuai(520) han
sido representados en la Figura 4 para valores particularey de

Conrespecto a la presencia de autovalores negativos, se puede probdrquelsi
entonces la exter@n A? tiene un autovalor negativa,. En efecto, shy = (ipg)? <
0, entonces,

: L (o) L) { v pio® }
F(ipo) = po® ——r= —4Y T4+ ———+0(ua) ¢, 522

( ”0) Ho [y(ﬂ(]) F(—V) ) (1 . yz) (MO) ( )
dondel, (1) es la funcdn de Bessel modificadd De modo queF' (i) satisface
la ecuaddn (520) sif < —1 (véase la Figura 5.)

Observemos, pailtimo, que el espectro es siempre no degenerado, y que existe un
autovalor positivo entre cada par de cuadrados de ceros consecutiygds HePor
consiguiente, a partir de la ecuari(518), obtenemos el siguiente comportamiento
asinbtico para los autovalores,

Ay =720 +0(n). (523)
26 Recordemos que los ceros dg(\) admiten el desarrollo asitico
a2 -1 1\*
jz/,n =7 - ? +0 () ’ (518)
8y ¥

cony= (n+%— 1)

2’Se puede probar que este autovalor negativo tiendecaa medida qué — —oo, en tanto que la
correspondiente autofurzi se concentra en la singularidades: 0, como los estados de borde estudiados
en la secdn (11.3.1).
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Figura 4:Grafica deF'(u) parar = 1/4. Las intersecciones con las rectas horizontales represen-
tan los autovalores correspondientes a las extensiones dadhas-poy 6 = —2.

0.

0.

6F

5L

Figura 5: Géfica deF'(i 110) en funcbn deg, y del miembro derecho de la ecuawi(520)
parav = 3/4y 0 = 3/4,5/4. Esta ecuadin no tiene soluéin parau* € R~ en el caso
¢ = 3/4 y admite undinica soluan sif = 5/4.
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VI.2.2. Laresolvente

En esta secon construiremos la resolventd’ — \)~! correspondiente a las diferen-
tes extensiones autoadjunta$de A, para el casé < v < 1. Primeramente, considera-
remos las extensiones autoadjuntas definidas por condiciones de contorno invariantes de
escala, caracterizadas gbe oo y # = 0. La resolvente para una extemisiautoadjunta
general sex luego obtenida como combinanailineal de estos dos casos especiales.

Para determinar elitleoG(z, 2’; A = 1?) de la resolvente, que satisface la ecaagi
(A—p?) Gz, 2's i) = 6(x — '), (524)

con—7/2 < arg(pn) < /2, necesitamos, de acuerdo con la exgnegR36), dos solu-
ciones particulares de la ecuari(510). Es conveniente entonces definir,

L(z,p) =V J,(n ),
Loz, 1) = Va J_,(pa), (525)

R(z, p) = Vo (Jop () J(px) = T () T (p ) -

Notese que.>(x, u), L°(z, 1) presentan el mismo comportamiento en el origen que las
funciones de los dominios dé&>, A°, respectivamentd?(1, 1), por su parte, se anula en
z=1.

Definimos tami®&n los wronskianos,

W [Loo’ R] (M) = Loo(xv :u)aa:R(xv :u) - aacLoo(xv /L)R(l’, M) =

= 2T, (629)
W [LO, R} () == Lo(xv 1) Rz, ) — aﬂcLO(xv ) R(x, ) =
L (527)

La resolvente para la extensin 6 = oo

De acuerdo con la ecudci (236), el ficleo de la resolvente para el case= oo
est dado por,

1 L>(x, p) R(2/, ), parax < 2,
Goo(, 2" %) = e X (528)
W[L 7R] (,U) R(JT,/L) Loo(xlmu)7 para ™ Z QZ/.

Por lo tanto, la soluéin ¢(z) de la ecuad@n (A> — u?) ¢(z) = f(x), dada por,
1
o0) = [ Gl ) fla') ' (529)
0
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satisfaces(1) = 0y Cy[¢] = 0, para cualquier funén f(z) € L(0, 1). En efecto, de las
ecuaciones (529), (528), (525) y (526), obtenemos,

G vl 3/2
$(z) = Nes 2 4+ 0(2?), (530)

™’ 2w Lo o
21+v sin(mv)J, (1) T (1 + v) /0 R(a', p) f(2") da’, (531)

siendoy distinto de todo cero dé,(x). Notese ques[¢] # 0 si la integral en el miem-
bro derecho de (531) no se anula.

con,

O] = -

La resolvente para la extengin 6 = 0

En este caso, elutleo de la resolvente éstlado, de acuerdo con (236), por,

1 Lz, ) R(2', ), parax < 2’
Go(z, 2 1%) = 577 % (532)
WILS, B (p) R(z,p) L°(2', p), parax > 2’
La solucbn de la ecuadin (A° — 1?) ¢(x) = f(z) est entonces dada por la fubai,
/Go:mcu f(a') do’ (533)

que en este caso satisfapd ) = 0y C[¢] = 0, para cualquier funén f(z) € L2(0, 1).
Efectivamente, a partir de (533), (532), (525) y (526), obtenemos,

G319

@ s + O(x 3/2) (534)

¢(r) =

con,
mu V2 R (@) dof 535
ST ] R (6%)

siendoy distinto de todo cero d€_,(u). Por su parteC?[¢] # 0 si la integral en el
miembro derecho de la ecuani (535) (que coincide con la integral que figura en la
ecuaobn (531), correspondiente a la extémsf = oo), no se anula.

o) = -

La resolvente para una extengin autoadjunta general A°

Para una exten@n autoadjunta arbitraria, imponemos sobre las funciones,

1
o) = / Go(w, 25 A) f(a') da’, (536)
0
las condiciones de contorno,
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o(1) =0, cosyCi[p] +sinyCqlp] =0, v#0,7/2. (537)

La funcion f(x) representa cualquier furizi dec Ly (0, 1). Para ello, podamos repetir
el procedimiento que utilizamos para los cagos oo, 0. En su lugar, consideraremos
una combinadin lineal de los ficleos de las resolventes de estos casos,

Go(x,2';N) = [1 — 7(N)] Goo (2, 2"; N) + 7(N) Go(, 25 X) (538)

y determinaremos la fun@n 7(\). Notese que, de acuerdo con la ecaag337),7())
esh relacionado con el factdt (),

T =[1+0KWN)]". (539)

La funcion Gy(z, 2'; \) satisface la ecuain (524) pues, de acuerdo con (538), es
una combinadin lineal de dos funciones que a su vez la satisfacen. Adgm(z, z"; \)
satisface la condibn de contorno apropiada en= 1 pues tamk#n lo hacen las funciones
Goo(z,2'; N), Go(z, 2"; \). En consecuencia,\) y, consecuentemente, el fact@(\) se
determinan a partir de la condici de contorno en = 0 (véase la ecuagn (509)) que
resulta de (530), (534) y (538),

cosy - [1 —7(N)]C°[@] +siny - 7(X) C9[¢] = 0. (540)
Por lo tanto, a partir de las ecuaciones (531), (535) y (540), obtenemos elféEtor

(2) = cosy C{°[¢) _ 1
cosy C°[p] — siny CY[¢] | —pav C(v) J.(w) o ’ (541)
I(—v) Jou(p)

siendoy? distinto de todo autovalor dd’. Comparando las expresiones (541) y (539)
obtenemos el factak (1?),

K(M2) — 4Y F(V) JV(M) M—QV_ (542)

Esta ecuadin confirma el desarrollo asitico de K'(\) calculado en (405) @ase la
expresbn (858).)

La traza de la resolvente

La ecuacddn (538) implica que la resolvente de una exténsiutoadjuntal’ puede
expresarse como una combirtatiineal de las resolventes correspondientes a las exten-
siones correspondiented a oo y 6 = 0. Adenas, dado que los autovalores de cualquier
extensbn crecen como,, ~ n? (véase la ecuagh 523), las resolventes son operadores
tipo traza.
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Podemos entonces escribir,
Tr(A” = A) = Tr(A> = A) 7' =7(\) [Tr(A° = N) ' = Tr(A>® = A)7'], (543)

A partir de las ecuaciones (528) y (532) obtenemeésaf(se los detalles en la séntiX.5),

- ' YA
Tr (A® — 42) ' = / Gool(z,z; i)Y d = Y b ; (544)
( v 0 (2,270} 2p2 2pd, ()
Y ) )
_ J (1
Tr (A° — u2) " = / Go(z,z; p*) Y do = — v . : (545)
(A=) , Coloz)} 20 2pd ()

En consecuencia, la traza de la resolvente de una e@teastoadjunta general puede
obtenerse exjditamente y est dada por,

vt ool s (-3

Desarrollo asinttico de la traza de la resolvente

Utilizando el desarrollo asiatico de Hankel para las funciones de Bessel [Epge
la seccbn X.7), se puede obtener el desarrollo adinb del primer &rmino del miembro
derecho de la ecudmi (546),

TI'(AOO . /1,2)71 ~ Z Ak(”? J) ~

k=1 H
io vty do(-3) (V-3 .
~— —~ O 547
dondes = 1 paraS(u) > 0y o = —1 paraS(u) < 0. Los coeficientesi,(v,0) en

esta serie pueden ser directamente determinados a partir de las ecuaciones (854) y (865).
Notese qued, (v, —1) = Ag(v,1)*, puesAy(v, 1) es real yAs.1(v, 1) es imaginario
puro.

Por su parte, el desarrollo asitito del segundaermino del miembro derecho de la
ecuaobn (546) se obtiene de la exprasj

—_ — 14

Tr (A% — )™ = Tr (A% — p2) " ~ 7 (548)

obtenida a partir de la ecuéci (868) y de,

00 k
T(H’2> -~ 1 NZ (eaiﬂ'u 4v F(V) HM_2V> : (549)
1 — eaiﬂ'u 4 P(V) ‘9#721/ k=0 F(_V)
I'(=v)

dondes = 1 (0 = —1) corresponde &(u) > 0 (3(u) < 0) (véase la ecuadn (858).)

Notese la apariéin, en este desarrollo asitico, de potencias de dependientes del
paametrov.
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VI.2.3. Lafuncion-¢ y la traza del heat-kernel

La funcion ¢?(s) correspondiente a una extetisiautoadjunta arbitrarid’ satisface,
parak(s) > 1/2 (véase la ecuagn (248)),
1 _
C(s) = AT (A% = \) 7 dA, (550)
27TZ e
donde la curv& encierra el espectro del operador en sentido antihorario pero no encierra
al origen. De acuerdo con la ecuai(543),

dA

¢(s) = ¢(s) + 7{2 A ) Te{(A% = )7 = (40 =) T} 2 (551)

o2mi

donde(*>(s) es la funcdbn< de la extendinf = oo

Como, de acuerdo con la discoside la secéin VI.2.1, A tiene un espectro posi-
tivo y las extensiones autoadjunta tienen a lo sumo ufinico autovalor negativa,,
podemos escribir,

¢"(s) = C(s) + 0(=o) Ag*—

i00+0 (552)
—/ )\_ST(/\)Tr{(AOO—)\)fl— (AO—)\)A} ﬂ
—i00+0 2mi
Seild tambén conveniente tener en cuenta,
PP A =25y (49— (o5 02) ) g
s) = — pTE T (A — ('t p)?)  dut
1
. (553)
+2° / pul=2 Tr (A9 —(e7' M)Q)_l di+ hy(s),
1

dondeh, (s) es una fundn entera.

Para determinar los polos de la fumi?(s), sumamos y restamos en los integrandos
del miembro derecho de la ecuaci(553) una suma parcial del desarrollo asicb de

Tr (A% — )\)_1, que ha sido obtenido en la semgianterior.
En particular, para la exter@sid = oo y paras > 1/2 obtenemos,

N

— ;U:Zil/l 6—1055M1—2s {Ze io kAk(V 0_) } d,u +h2( )

k=1

_z 5 (s+k/2) Akz(

1 & 1)
_Z s — 1_k/2) }+h2(8)7
k=1

>]

(554)
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dondeh,(s) es andtica en el semiplan®(s) > (1 — N)/2 (véanse las ecuaciones (553)
y (547).) Consecuentemente, la exténsineromorfa de la funén (*°(s) presenta polos
simples en,

1
s=g5—n, conn=20,1,..., (555)
con residuos, .
Res {¢%(s)Homrjz—n = =~ AT Az (1 1)} (556)

donde los coeficiented, (v, 1) eséin dados por la ecudsi (547). Notese que la parte
imaginaria de estos coeficientes se anula ggar, por lo que,*(s) no tiene polos en
valores enteros de Estas singularidades obedecen a la eéunad), que es &lida para

operadores regulares.

El residuo ers = 1/2, e.g, est dado por,

1

Res ¢*(8)| oy /0 = g%{1141(’/ 1} = o

(557)

Este es, por otra parte, @hico polo de la funé@n (>°(s) en el imite regulary — 1/2.

Para una exten@n autoadjunta general’ debemos tamen considerar, de acuer-
do con la ecuaéin (543), las singularidades que provienen del desarrollo(dg x

Tr {(AOO —\) 7 — (A — )\)*1}, dado por las ecuaciones (548) y (549).
De la ecuadn (552), y teniendo en cuenta (553), obtenemos,

¢"(s) = ¢*(s) = hy(s) — = x
« Z e—iag (s—kv+1) /OO i\]: ( I/IZ 9) M_Qky 25—1 d/l, —
o=%1

- __Z s+uk Sm[ (ky_s)] [4VF(—V) 6] i),

(558)
dondeh;(s) es andtica paral(s) > —v(N + 1).

En consecuencid’(s) — (> (s) tiene una extenéh meromorfa con polos simples en
posicioness;, dependientes de,

s=—-vk, conk=12 ..., (559)

cuyos residuos dependen de la extensiutoadjunta considerada yastados por,

Res {(%(s) — &)}, = —% {4“1}2(_”3) 9] sin (mvk) . (560)
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Notese que estos polos son irracionales para valores irracionalef\deas, los resi-
duos se anulan para la exteémst = 0 y no es difcil probar que estos polos tampoco
esfin presentes en el cage- co.

Por otra parte, estos polos son semienteros negativos para el casowegulgz, de
modo que responden al resultado (1) en datéé.

Es interesante destacar que los polos en la eongd8&59) son tamkin polos de la
funcion< de la correspondiente exteasiautoadjunta del operadetd? + VoA 4 g2
enL,(R™), considerado en la seéci VI.1 (veéanse ecuaciones (482) y 483) con exacta-
mente los mismos residuos, como puede verifica@siniente.

Realizaremos una breve consideosccon respecto a las propiedades ante transfor-
maciones de escala de las condiciones de contorno y de lafuficEn primer lugar,
nbtese que, excepto para el cése oo, el residuo d&?(s) ens = —v, k es proporcional
ap*. Esto es consistente con el comportamienteldmjo transformaciones de escala. En
efecto, consideremos la transfornaci’,

de(z) =T - ¢(x) = M p(cx) (561)

bajo la cualL» ([0, 1]) — Lo([0, 1/c]). La extensdn A? es equivalente por una transforma-
cion unitaria al operadar—2 A% definido adlogamente ek ([0, 1/c]), cond, := ¢* 0,

1
T A% = = Al (562)

Sblo para las extensiones dadas fef 0, oo la condicbn de contorno en la singularidad
x = 0, dada por la ecuagn (509), es invariante de escala.

La funcibn<, por su parte, cambia ante una transforroaae escala de la siguiente
manera,

Ce(s) =2 (% (s), (563)
y sus residuos
Res {C2()}],__p = @ Res {9}, (564)

En consecuencia, el factet”* cancela exactamente el efecto que el cambio de la condi-
cion de contorno en la singularidad tiene sobre el fagt@n la ecuadn (560),

oF = c2"F " (565)

Por consiguiente, la diferencia entre los intervalps| y [0, 1/¢| no tiene efecto en la es-
tructura de estos residuos, que conjeturamos entonésdEterminados por propiedades
locales en la vecindad de= 0.

Concluimos entonces que la presencia de polos de ladfofoen posiciones depen-
dientes de’ es consecuencia del comportamiento singular&hehino de orden cero de
A cerca del origen y de una condai de contorno que no es invariante de escala.
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Finalmente, a partir de las la relaciones (249), (251) y (252), obtenemos el siguiente
desarrollo asirdttico,

Tr {e*“‘e - e*tAoo} ~V— i [F( Vk) ” 9" sin (ﬂuk)] . (566)

k=1

El primer €rmino del miembro derecho, que proviene de la eéuma(348) y del primer
téermino del desarrollo asiotico der(\) en la ecuadn (549), coinciden con el resultado
de [93].

Notese la dependencia erde las potencias depresentes en el desarrollo asiito
del miembro derecho de la ecuaki(566) para una exterdsi autoadjunta dada p6ér+#
0, co. En particular, el primero de esta@ninos est dado por,

0
')

. (567)

Aunque la potencia decoincide con el resultado de [93], obtenemosiaquresultado
distinto para el coeficiente.

VI.2.4. Elcasor =0

El operador diferenciall,
1
A=-0> - — 568
T (568)
correspondiente al valer = 0 en la expregin (499) exige una consideraai aparte que

desarrollaremos brevemente en esta $ecci

Repitiendo el procedimiento descrito en la demostracel Lema VI.2.1 se puede
probar que si(z) € D(AT), entonces existen constanteége|, Cs[¢] € C tales que,

| 6(2) — (Culd) VE + Cald] V7 loga)| < ¢(§)H (569)

Y

346 o

N R (570)

510 - [ 5006107+ Cafel (72 + Ja1oga )| <
donde|| - || se refiere a la norma dm,.

Se puede probaatilmente que la ecuam (505) es @lida tambén para el case = 0
y que las extensiones autoadjuntasdd@ambien eshn en correspondencia con los subes-
pacios lagrangiano§ c C*, dados porS = S+ donde el complemento ortogonal se
define enérminos de la forma simgttica del miembro derecho de la ec@ec{505). Si
elegimos, adeds, la condidn de Dirichlet enc = 1, ¢(1) = 0, entoncesA admite una
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familia de extensiones autoadjunta$ caracterizadas por un ganetro real) mediante
la ecuaddn (509).

Existe, por otra parte, una extemsiautoadjunta particulat> definida pom® = ~o, 0
bien,Csy[¢] = 0. Las funciones de su dominio de defiibicise comportan en el origen de
acuerdo con,

o(x) = Cilg] VT + O(z?). (571)
Las autofunciones da> de autovalor\ estin dadas por,
¢(x) = Ci[d]Va Jo(ux), (572)

donde) = 2 y i es un cero (positivo) déy ().

Para una extensi autoadjunta arbitrarid’, cond # oo, las autofunciones corres-
pondientes al autovalor = ;2 esin dadas por,

6(x) = {C1[¢] — Clé](log st — o 2 + 1)} V& Jolpr) +5 Calg] V& No(puz).
(573)
donde las cantidadé€s, [¢], Cy[¢] estn relacionadas cahmediante la ecuagn (509).

La condicbn ¢(1) = 0 conduce a la ecuam,

m
(0 +log2 — g —log p) Jo(1t) + §N0(M) =0 (574)

que determina el espectro dé. Notese que no existen autovalores negativos.

Para determinar losieleos de las resolvented> — p2?)~1y (A% — p2)~* definimos
las funciones,

((L(x5 1) = V' Jo(pz),

L0(w; ) = V& {(6+10g2 = 7 — log ) Jo(juz) + = No(puz) } (575)

( R(w; 1) = V& {No(p) Jo(pz) — Jo(p) No(p)}
y obtenemos,

1 L®(z;p) R(zs p), o <2,

I = i )

(576)
L@ p) R(z;p), o> o,

LO(w;p) R(2's ), @ < ',
Gz, 2 p?) = = —— (577)
S L () G
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donde los wronskianos se calculan a partir de (575),

WL, R)(w) = = o),
(578)

WL, R)(1) = 2 (0 + 1082 — 75— log ) Jo(1) + Nof).

A partir de la ecuaéin (518), puede verse que tarfté™ — \)~' como (A% — /\)_1 son

operadores tipo traza.

Ahora bien, teniendo en cuenta que [1, 90],
2
/le(o, 7) 20, 7) de= T AZ(0.0) 22(0,0) + Zi(1,0) Za(La)) , (579)

paraZ, »(v,xz) = J,(x) 0 N,(z), las trazas de las resolventes resultan,

Tr (A® — p?) = /0 G (z,z; u?) dor = 21#1?83
Tr (Ae — [1,2) = /o Gz, x; p?) do = (580)

(0 +1log2 — vp —log ) Ji (k) + 5 Ni(u)

1
2 (0 +1log2 — vg — log 1) Jo(11) +

Las ecuaciones (852) y (853) proveen el mismo desarrolloGgiatpara ambas,

0o 2 i P(1,p) —ioc Q(1, p) 2
1)~ g (B o)~ T ) ~

(581)

= 1/20 ic 1 io 1
- _ O -5
kz o e T 1o O

dondes = +1 (—1) paraS(p) > 0 (3(u) < 0.)

Notese que el desarrollo asitito de la ecuadin (581) coincide con el miembro
derecho de la ecuam (547) evaluada en = 0. Por lo tanto, de la ecuam (554)
se concluye que las singularidades de la fanc(s), parav = 0, consisten en polos
simples en los puntos,,

1
Sn =g —m con n=20,1,2... (582)
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cuyos residuos esh dados por,

s=1/2—n

Res ¢*(s)| _ —% R{i Ao 1 (1/2,1)) . (583)

A diferencia del cas@ # 0, esta estructura de polos es doma todas las extensiones
autoadjuntas dd.

De modo que la estructura de polos de las funcignhesrrespondientes a las exten-
siones autoadjuntas del operador dado por (568) obedecetamlai ecuadin (1), \alida
para operadores regulares.
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VIl.1 UN OPERADOR DE PRIMER ORDEN

O God! | could be bounded in a nutshell, and count myself
king of infinite space - were it not that | have bad dreams.
(Hamlet.)

En el captulo V demostramos que la pogici de los polos de la fun@mn- corres-
pondiente a un operador de Sgtiinger en una dimer@n con un coeficiente singular
proporcional ar—2 puede depender de la intensidad de la singularidad. Este resultado ha
sido ilustrado con dos ejemplos en el taj VI.

En este cafulo, consideraremos dos operadores de Dirac con un coeficiente singular
proporcional ar—! y mostraremos que la posici de los polos de las correspondientes
funciones¢ tampoco estn determinadas por el orden del operador y la dindende la
variedad sino que dependen de la intensidad del coeficienterdehb singular.

En la secan VII.1 resolveremos un operador de Dirac con una singularidad de la
formaz~! sobre la variedad unidimensional compdétd| [57]. Encontraremos la reso-
lucion espectral del operador, obteniendo una eéuatascendente para los autovalores
y una forma exptita para las autofunciones. Esta resdagdermiti& calcular las singu-
laridades de la funbn<.

Finalmente, en la sedm VII.2, estudiamos una péctila sin masa, con carga y con
spin, en2 + 1 dimensiones, en presencia de un campo ratgm uniforme y de un flujo
singular de Aharonov-Bohm. Mostraremos que la pésiae los polos de la fun@n-
correspondiente al hamiltoniano de Dirac depende del valor del flujo@tiagrsingular.

VII.1. Un operador de primer orden

En esta secoin consideraremos un operador de Dirac con un coeficiente singular
definido sobre spinores de dos componentes en una variedad de base unidimensional.
Aunque el estudio de las funciones espectrales desarrollado eritell@apse refiere a
operadores de Sabdigner, la ecuabin de autovalores del operador de primer orden que
estudiaremos en la presente sénaesé relacionada con un operador de la forma (297).

De manera que, en estrecha anaogpn el operador de supercarga estudiado en la
seccon lll, las funciones espectrales que estudiaremos en est@iseuciobedecen al
comportamiento de las correspondientes a un operador regular. En particular, larposici
de los polos de las funcionésy n dependen del coeficiente dértino singular en el
operador diferencial. Una vezas, este resultado esta condicionado por la existencia de
un conjunto infinito de extensiones autoadjuntas.
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VII.1.1. El operadory sus extensiones autoadjuntas

Consideremos el operador diferencial de Dirac,
0 A
o-(474). (584)

A=-0,+ @ =—x%0, ™%, Al = 0 + @ =z 0, 2", (585)
€T T

donde,
y a € R, definido sobréD (D) = C? ® C(0, 1). Se puede probar sin dificultad qlees
simétrico sobre este dominio de defir@ioi

El operador adjunt®?, que es la extensh maximal deD, est definido en el dominio

D(DT) de funcionesb(z) € C? ® Ly (0, 1), cuyas componentes (z), ¢»(x) tienen una
derivada localmente sumable y que satisfacen,

DY(z) = ( fﬁf((;)) ) = ( z;gg ) € C2®Ly(0,1). (586)

LemaVIL.1.1 Si®(z) € D(D')y —3 < o < 1, entonces existen constantes complejas
C1[®] y C,[P] tales que,

| $1(z) — CL @] 2| + | pa(z) — Co[@] 27| < K, || DO ()| =2, (587)
donde|| - || es la norma eiC? ® L.

Demostracbn: La ecuadbn (586) implica,

¢1(z) = C1[@] 2 — 2 fox y ng(y) dy,

i (588)
P2(7) = Co[®] 2™ + 27 fox Y o1(y) dy,
y teniendo en cuenta,
x 5 l.a+1/2 5
« d < - ,
(589)
T 5 —a+1/2 _
Ca dul < £ 7
obtenemos la ecuam (587) conk, = (1 — 2a)~ Y2 4 (1 + 2a)~ /2.
O
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Corolario VII.1.2 Sea®(z) = ( z;g; ) L VU(z) = ( z;g; ) € D(D"). Entonces,

(DT\II,(ID) — (\I!,DT(P) =

(590)
= {aiwr el - Gluraiel} + {e) 61 - v (1) 61}
Demostracbn: A partir de las ecuaciones (585) se obtiene,
(D10, @) — (¥, D'®) =
1 (591)
—tim [ . {ava(@) a7 du(a) — 2w (2)" 2% ale) e,

£

a partir de la cual, teniendo en cuenta los resultados del Lema VII.1.1, se deduce la
ecuacdn (590).

De acuerdo con el Corolario (VII.1.2), podemos definir el mapeo,

K :D(D") — C*,
(592)
¢ — (Ci[o], Cs[9], ¢1(1), 92(1)) -

El dominioD (D) de la clausurd) = (DT)' del operadoiD es el riicleo deK, en tanto

gue las extensiones satricas deD estin definidas sobre la preimagen de los subespacios
deC* bajo el mapeds. Las extensiones autoadjuntas, por su partapedentificadas con

los subespacios lagrangiangsc C*, esto es, tales qué = S+, donde el complemen-

to ortogonal se define de acuerdo con la forma sietpta del miembro derecho de la
ecuacdn (590).

En adelante, consideraremos adsraxtensiones autoadjuntas que satisfagan la condi-
cion de contorno local,

¢1(1) =0. (593)

De modo que cada una de estas extension@sdeterminada por una condai de la
forma,

cosy C1[®] + siny Cy[P] =0, (594)

cony € [0, m). Denotaremos esta extedsiporD.,.

161



VIl.1 UN OPERADOR DE PRIMER ORDEN

El espectro

Para determinar el espectro de las extensiones autoadjuntesD debemos encon-
trar las soluciones de,

Algy(z) = A (2)
(D= \)d(z) =0 = (595)
Agyi(x) = Aa(7),

gue satisfagan las condiciones de contorno dadas por las ecuaciones (593) y (594).

La solucbn de la ecuadin (595) para\ = 0 est dada por,
. Cl ¢
O(x) = (02 x_a) : (596)

pero las condiciones de contorno (593) y (594) implican@ue- 0y Cy = 0, a excep-
cion del casoy = 0. En consecuenciadl existe un modo cero para la exténsautoad-
junta D.

Para resolver el sistema (595) en el caseé 0, aplicamos el operadot a la segunda
de sus ecuaciones y ,utilizando la primera, obtenemos,

{—a§+w—v}¢l(z) =0, (597)

$2
dondel < v :=1/2 — a < 1. Las soluciones de (597) tienen la forma,

¢1(z) = Bivy Ju(y) + Ba vy J-u(y), (598)

siendoy := |\| 2z y By, By son constantes complejas. Esto implica, junto con la segunda
ecuacbn del sistema (595), que la componente inferiofbde) est dada por,

$2(x) = 0 {=B1 iy J110(y) + Bo /Y 10 (y)} (599)
dondes = |\|/\.

La condicbn de contorno (594) en el origen determina una rélaentre las constan-
tesB; y B,. Para ello, tenemos en cuenta que,

1) = {gra sy + O} (600)

y obtenemos,

. _cosy By | AV siny By [A]7V/#
cosy C1[®] + siny Co[P]= T (-1 O —ThT O 0. (601)
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Esta ecuadin conduce a la relatn,

By
B,

AV (1 — )
L)

La condicbn de contorno (593) en= 1 puede escribirse, pos su parte, de la forma,

=0 |\ [ ] tany . (602)

By J(A])

B JL(A)°

(603)

Las ecuaciones (602) y (603) determinan el espectro de cada éxtansbadjunta.

» Siy = /2, la ecuadn (601) implica que3; = 0. Por consiguientep; (1) = 0 =
J_,(|A]) = 0. El espectro de la exter@si D, s sinétrico con respecto al origen
y sus autovalores &gt dados por,

Ain=Fjpn, n=12 .., (604)
dondej_, ,, es eln-ésimo cero positivo de la furmi de BesseJ_, (z).

» Siy = 0, la ecuaddn (601) implica queB, = 0. Por consiguientep;(1) = 0 =
J,(|\]) = 0. El espectro de la exter@si D, es entonces siétrico con respecto al
origen y sus autovalores éastdados por,

=0, A,=*x5,,n=12 .. (605)
dondey, ,, es eln-ésimo cero positivo de la furim de BesseJ, (z).

» En general, siy # 0,7/2, los autovalores de la extebsiD., es&in determinados
por la siguiente ecuam trascendente que se deriva de las ecuaciones (602) y (603),

oy J(A])
D it =0/, (606)
A D
donde hemos definido,
Bi=4Y2vy M tany . (607)
I'(v)

De acuerdo con esta defirdoi designaremos, en adelante, a las extensiones autoad-
juntas deD por D,

Para los autovalores positives= 1y la ecuaddn (606) se reduce a,

e (A
F(\) =\ oy =8 (608)

Esta reladdn es representada en la Figura 6 para valores particularés.de
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[AEN
L—]
L —]
[

Figura 6:Grafica deF'(\) := A2 J,(\)/J_,(\), conv = 1/6,y 8 = 1.

Por el contrario, para los autovalores negatives e—*™ y la ecuaddn (606) toma
entonces la forma,

F(A) = =6. (609)

En consecuencia, los autovalores negativo®deson los opuestos de los autova-
lores positivos deD 7.

No6tese que el espectro es no degenerado y que existe un autovalor positivo entre cada
par consecutivo de ceros de, (\). Adenas, el espectro es sétrico respecto del origen
solo para las extensiones= 7/2 (8 = c0) y v = 0 (6 = 0).

VII.1.2. Laresolvente

En esta secbh construiremos la resolvent®® — \)~! para cada extern autoad-
juntaD? de D. Primeramente, consideraremos las condiciones de contorno invariantes de
escala correspondientes a las extensighesco y 7 = 0. La resolvente para una exten-
sion autoadjunta general sgposteriormente expresada como una combimaaneal de
las resolventes de estos dos casos particulares.

El nicleo de la resolvente,

GY (z, 2 N GY(x,2'; \) >
GPx, '3 \ :( LA s L2450 s , 610
( ) Ggl(xvx/7)\) G'§2(ZB,SL’/,)\) ( )
verifica,
(D =\ GP(z,2";\) = 0(x,2") 1. (611)
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A partir de esta ecuamn obtenemos para los elementos de la diagonal,

2 _
{—8§+—V 1/4 —)\2}G§31(:c,x’;)\) = Ao(z,2'),

2

xr

(612)
v?—1/4 , ,
{-@3 + T/ - AQ} G, 2, \) = Ad(z,2'),
en tanto que los elementos no diagonalearedados por,
/ 1 Q /
(@23 ) = 3 { =0+ = } Ghi(a, a5 ),

(613)

/ 1 a /

Cha(a.a's ) = 5 {0+ = } Ghy(a,a'sn),

para\ # 0. Como la resolvente es aitada en), se@ suficiente evaluarla en el semiplano
R(A) > 0.

Para construir elincleo de la resolvente mediante la exppagj236) utilizaremos las
soluciones de las ecuaciones (595). Definimos entonces,

L(y) = vy Ju(v)

L3 (y) = vy Jiu(y)

LY(y) = vy Ju(y),

L5(y) = V¥ J-140(),

Bi(y: A) = Wy [N Do (y) = L (V)T ()]

( Ba(y3 M) = Vo [T0 (N1 (y) + (M) 10 (y)] -

Notese queR;(\;\) = 0y AT Ry(\z; )\)}le = 0. Los wronskianos correspondientes
estin dados por,

(614)

(W= Ry (A) = — 2 sin(mw) J () |

™

WL, Ryl (M) = % sin(mv) J_o(A) .

(615)
W L9, Ru] (3) = —2 sin(m) ()

™

WL, o] (4) = = sin(rv) (),

cuyos ceros coinciden con los cerosde(A) y J, (), respectivamente.
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La resolvente para la extensin 5 = oo

Las condiciones de contorno que determinan, junto con las ecuaciones (612), los ele-
mentos diagonales delinleo de la resolvente se obtienen imponiendo que la fandé
dos componented(z),

o ¢1($) o ! 0o /. ( fl(x,) ) /
O(z) = ( 6s() ) _/o G>(z,z"; \) o) dx (616)
satisfaga,
01(1) =0 y Co[®]=0, (617)
para cualquier par de funcion¢gx), f2(z) € L2(0, 1). Esto implica que,
(e, 2% ) 1 Ly(y) Ra(ys A) siw <o, ©618)
Tz, 2’ A) = — — X
’ WIS BIN | rga pew) sie>a,
1 Lgo(y> R2(y,;)‘) siz <a',
Gz, a'; \) = — — X (619)
” WILE, Ra] (V) Ro(y; \) LY (y)) six > a'.

Las componente&s(x, 2'; \) y G33(z, 2’; A), por su parte, edh dadas por la ecu@ci
(613). Las ecuaciones (614) y (615) permiten verificar tanto las condiciones de contorno

como(D —\) ®(z) = (fl (x)> . En efecto, a partir de las ecuaciones (613), (618) y (619)

se obtiene, o)
61(x) = CF[@] 237 + O(Vr),  ¢a(x) = O(v/2), (620)
con,
O] = g [ Rl V) — Rals ) )]
(621)

para distinto de todo cero dé_, (). Notese queit°[®] # 0 si la integral del miembro
derecho de la ecuam (621) no se anula.

La resolvente de la extengin 5 = 0

En este caso, la funmn,

_ ¢1() _ ' 0(y o' fi(@) '
<I>(x)_<¢2(x))_/o G (x, ’/\><f2(x’)>d (622)
debe verificar,
»mn()=0 y Ci[@] =0, (623)
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para cualquier par de funciongsz), fo(z) € L2(0, 1). Esto implica que,

0 1 LY(y) Ri(ysA) siz <a',
Gh(z, 2" \) = U770 oy X (624)
W LY, Ri] (M) Ri(y; A) LY(y') siz >af,
1 L(y) Ro(ys N), six < o,
G2, y;A) = ———5 57 X (625)
W LY, Ri] (A) Ry(y; M) Lg(y’), siz > a.

Las componente&d,(z,2; \) y GY,(x,2'; \) estin dadas por la ecuaci (613). Las
ecuaciones (614) y (615) permiten verificar tanto las condiciones de contorno como la

relacbn (D — \) &(x) = (L;lég) En efecto, las ecuaciones (613), (624) y (625) per-
2

miten obtener,

$1(x) = O(Vx), ¢o(2) = CN[®] a2 + O(Va), (626)
con, )
CY[®] = A X
2 2vsin(mv)J,(A\) T (v) 627)

1
< [ [ROSNAE) - RO N da'
0
para) distinto de todo cero dé,(\).

Notese queCY [®] # 0 si la integral del miembro derecho de la ecéac{627) (la
misma que para la exteldsi 5 = oo, dada por la ecua@n (621)) no se anula.
La resolvente para una exten$in autoadjunta general

Para el caso general imponemos la corigliale contorno,

$1(1) =0, cosyCy[P] +siny Cy[®] =0, (628)

D(z) = ( ilgg ) = /01 GOz, 7' \) ( ;;Ei; ) dz’ | (629)

y cualquier par de funcione§(x), fo(z) € La(0, 1). Para ello, consideramos una combi-
nacbn lineal de las resolventes de los dos casos particubateso y 5 = 0,

GOz, 2';\) = [1 — 7(N)] G=(z,2"; \) + 7(\) GOz, 25 \) . (630)

para,

Dado que la condiéin de contorno er = 1 se satisface auta@icamente, el factor
7(\) queda determinado por la condini

cosy [1 —7(\)] O°[®@] + siny 7(\) C9[®] = 0. (631)
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A partir de la ecuaéin (631) obtenemos,

cosy C°[P] 1
= pu— 1 _—
T cos y C°[®] — siny CI[P]

para) distinto de todo cero dé8J_,(\) — A172.J,(\).

La traza de la resolvente

La ecuaddn (630) indica que la resolvenf®” — /\)_1 de una extenén autoadjun-
ta arbitrariaD? puede expresarse e@rminos de las resolventes de las dos extensiones
particulareg D> — \) 'y (D° — \)~'. Adenras, dado que los autovalores de cualquier
extensbn crecen linealmente can(véase la secon VII.1.1), estas resolventes son ope-
radores de Hilbert-Schmidt y sus derivadas con respestsce operadores tipo traza.

El cuadrado(Dﬁ — /\)_2 de la resolvente puede escribirse entonces de la siguiente
manera,
(DP =N =0, (DP -\ =
=0y (D% =N o) [(D° =N = (Dx = )7 + (633)
s [y (0 =N oy (0% x|

La ecuaddn (633) indica que la diferenci@® — \)™' — (D> — \)~! es un operador
fuertemente anélco de )\, excepto en los ceros dg7()\), que toma valores en el ideal
de operadores tipo traza.

A partir de las expresiones para los elementos de la diagonéaDée— /\)_1 y

(D° — )\)_1 obtenidas en la secciones anteriore&safvse ecuaciones (618), (619), (624) y
(625)), obtenemo¥,

1
Trdy (D>®—)\) "' = / tr{o\ G (z,z; \) } dox =
0

_5 {le()\) } 4 1—2v Jlf,,()\) J12—y()‘) _ (634)

Jv(A) A () 20

22T 0

:1_(5—_1/)2+( 1 J’_V()\))Q'

28|_os detalles pueden encontrarse en la $eck.6
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En esta expreén, “tr” representa la traza matricial, en opoéitia la traza del operador
“Tr.” Analogamente,

. 2v—1 o J1,V<)\) - J,1+V()\) .

Tr{(D°—X\) " — (D* - X"} ) I L)

(635)
1w 2N L0
B2 AR

Por su parte, dado que,
AT {(D° = N) " = (D = X\) '} =Tr{dy (D°—A)"" =y (D® - N)"'}, (636)
obtenemos,

Te {0y (D° —N) ' =0y (D® =)'} =

1= 1- [Jl_y(A) J_1+V(A)}_lJ%y<A) P21,(N)

SR N VARG VIR A6y 2,00 RN }: (637)

i) e )

Estas expresiones permiten calcular la traza del cuadrado de la resolvente de una ex-
tensbn autoadjunta general,

Te (D’ —A) " =Ted, (D™ - A" +
0y [r) Tr{(D° = 2) ! = (D= = )Y (638)

Desarrollo asintotico de la traza de la resolvente

Utilizando el desarrollo asiatico de Hankel para las funciones de Bessébée la
seccon X.7) obtenemos para el primérimino del miembro derecho de la ecuarc{638),

) - - Ak(V70>
Trdy (D®° =)' ~ =
k=2
(639)
_ _2 : 4 _° 4 2z
RSV +io b 5\ +O<)\> ,

donder = 1 para(\) > 0y o = —1 paraS(A) < 0. Los coeficientes de esta serie puede
ser evaluados a partir de las ecuaciones (854) y (868ed¢ qued, (v, —1) = Ax(v, 1)*,
puesAsy (v, 1) es real yAy, .1 (v, 1) es imaginario puro.
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Analogamente, de las ecuaciones (635), (637) y (868) obtenemos,

,1_( ) }N1—2y

Tr {(D° — \) (640)

Y,
1—-2v

Tr {0y (D° = A) " =8y (D® —\) '} ~ — (641)

Por otra parte, teniendo en cuenta la ecia¢858),

; _ -1
e itV )\1 21/)
_— ~Y

T<A)~1_(1_ i

azwu}\l 2w\ K ) 1
—Z sl §<u<1, (642)

ST (e ™A s 0<w <12,
\ k=0

dondesc = 1 (o = —1) corresponde &(\) > 0 (3(A) < 0.) Notese la presencia de
potencias de\ no enteras, dependientesigeen este desarrollo.

De manera azoga obtenemos,

6oi7r1//\721/
T\~ —
xr() 5 5

o i \1-2v -2
—_— ~

[1 —(1-2v)

1 — 9y o0 eaiﬂ'u )\1—21/ k . 1
Y Zk(T) si §<y<1, (643)

gue, como se puede ver, corresponden a las derivadas de los correspondientes desarrollos
asinbticos de la expresiones (642).
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Por lo tanto,

X [T(A) Te {(D° — A) ' = (D® — N) "} ~ (20 — 1)x

( i k
gV 1
(e ) (1 —2v)k — 1) AE20k=2 5 <v< 1,
=\

‘ 1
(ﬁ e—awru)k [(1 o QI/)k’ + 1] )\_(1—2y)k—2 si O<v<< 5 .

WE

B
I

L 0

(644)

Debe observarse, nuevamente, la presencia de potencladajendientes de en este
desarrollo.

VII.1.3. Las funciones((s) y n(s)

Como los autovalores negativos de la extensautoadjuntaD® son opuestos a los
autovalores positivos de la extetisiautoadjuntaD—" seé suficiente considerar la fun-
cion< parcial¢? (s) que se define como la suma,

Hls)=> A, (645)

An>0

donde )\, representan los autovalores positivos [0é. Por consiguienteg‘f satisface
[112], paraR(s) > 1,

o) = - § AT

2mi Jos—1

Tr (D% = \) 7 d, (646)

donde la curv& encierra la parte positiva del espectro del operador en sentido antihorario,
mantenéndose a la derecha del origen.

De acuerdo con la ecudcti (638),

AL o dA
Cf(S):fi [ Tr (D7 =) Fo= =

s — 21

= ((s) — fe :1__1 [T {(D =N = (07 =)'} % =
~cro [ e (- g

(647)
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donde($°(s) es la funcdn< parcial (\ease la ecuadn (645)) de la extensn 3 = oo.

Ademas, para una exterisi autoadjunta general, podemos escribir,

1 [ .= 1=s n d
B _ iT(1-s) M iT N2 Gl
<+(8)_ﬂ/1 62(1 )S_—lTI"(Dﬁ—€2,U) o +

(648)

® _x 1=s -2 d hi(s)
—ig =) H oy (DB eiE )2 W, )
+/1 ‘ s—1 r( ) 27r+s—1’

dondeh;(s) es una fundn entera. Podemos entonces determinar los polq‘s_’i(js,
sumando y substrayendo en los integrandos del miembro derecho de |®de¢648) una
suma parcial del desarrollo astico de la traza del cuadrado de la resolvente obtenido
en la sec@n anterior.

En particular, los polos de la furim (°(s) esén dados por,

1 o du
0o _ zf(l s) ,,1— —igk
C+<3)_8_1[ 2 {E e Akyl }27‘(‘+

0o N
1 dp ho(s)
(15 1Tk
+5—1/1 e 2 {Ee? Ag(v,1)* }2 +5—1_ (649)

o ha(s)
T T A+ 2

Mz

(s—1)
k=2
dondehs(s) es una fundn anaitica en el semiplan®(s) > 1 — N. Por consiguiente, la
extensbn meromorfa d€<°(s) tiene un polo simple en = 1 (véase la ecuadn (648)),
cuyo residuo eétdado por,

1 100+0 0 Jlfy()\> 1
Res °(s)| _, 5 %HOA aA{ JV(A)} A=, (650)

donde hemos utilizado las ecuaciones (856) y (857).
La funcion (°(s) presenta tambn polos simples en= 1 — 2n, paran = 1,2, ...,

con residuos,
R{iAgpi1(v,1
Res C—T—O(s){szl—zn - { (k:z_—i_ll)(ﬂ_ )} ) (651)

donde los coeficiented, (v, 1) estin dados por (639).

Para una extensin autoadjunta general®, debemos tambi considerar las singulari-
dades que provienen del desarrollo astieb dedy [7(\) Tr{(D> — \) "' —(D° — X\)~'}]
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en la ecuadn (644). Resolveremos en detalle solamente el éaso/ < 1, en tanto que
el casa) < v < 5 conduce a resultados similares.

A partir de la ecuaé@in (648), y teniendo en cuenta la ecw@src{644), sis > 1,

hs(s) v—3
Cf() C+() —1_7T(S—1)><

. N
15 ( € v—1)k—
x{/ el [Z o (20 — 1)k + 1] ==k 2] du—
1 1
N —ik 3

5k

(652)

|
3

D

L

[SIE]

7;:
M
D

(20 — 1)k + 1] = v D* ] d,u}

=1

_ w—l i 1+ (2 - k] o [l 30D L hals)
7(s—1) s+ (2v—1)k Gk s—1’

k=1
dondeh;(s) es andtica paral(s) > —(2v — 1) (N + 1),

En consecuencia, el residuo del polo de la extemsieromorfa de’ (s) — (P(s)en
s =1 se anula,

Res (¢2(s) = ¢(9))| _ =

s=1

i 00+0 d\ (633)
= [ e [rn (00 -0 - (0% =N 57 0.

—i 0040 2mi

como se desprende de las ecuaciones (640) y (642). Existen, sin embargo, polos simples
en valores no enteros dependienteg de

s=(1-2v)k=—]1-2v|k con k=1,2,... (654)
cuyos residuos dependen de la extensiutoadjunta considerada,
2v—1
s 0 _ -
Res {g(s) —¢3 (s)} = e Sl (655)

Ahora bien, de acuerdo con lo comentado a contiriadie la ecuaéin (609), la
funcion ¢%(s) est dada por,

Pls) = Cls) + e ™ 0(s). (656)

En particular, para la exterisi 5 = o,
¢*(s) = (14+e7™°) (), (657)
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VIl.1 UN OPERADOR DE PRIMER ORDEN

puesto que el espectro d&* es singétrico respecto del origenéase la ecuaon (604).)
Se concluye entonces q@é(s) es entera. En efecto, a partir de la ecdaqi651), el
residuo ens = 1 — 2n est dado por,

Res {Cm(s)}|3:1—2n = (1 + G_M(l_%)) Res {C}ro(s)}‘sﬂ—% =0. (658)

Por otra parte, para una extedrsiautoadjunta arbitraria las singularidades de la fun-
cion ¢A(s) consisten en polos simples en los puntpslados por,
sp=—2v—1)k<0 con k=12, ... (659)

con residuos,

Res {¢(s) — (OO(S)HS:—(QV—l)k -

= Res {[Cﬁ(s) - Cj’f(s)] et [Q:ﬁ(S) - Cio(s)}}

s=—(2v—-1)k B (660)

_ 2v—1 sin(2nvk)
= 7

eiwuk )

Analogamente, la asiméirespectral @ase la ecuaon (244)) satisface,
17 (s) = ¢2(s) — ¢ P(s). (661)

En particulary™(s) = n°(s) = 0, pues los espectros de las extensiah&s D° son
simétricos (\eanse las ecuaciones (604) y (605)).

Por el contrario, para una extedsiautoadjunta general, 52 < v < 1, la funcibn
n°(s) no se anula iénticamente y tiene polos simples en los pusfodados por,

sp=—2v—-1)(2k+1) con k=1,2,... (662)
con residuos,

2v — 1 sin[(2k + 1)7v]
T 32k+1

Res {nﬁ(s)}‘s:_@y_l)k =2 (663)

Para el cas® < v < 1/2, un dalculo completamente similar muestra qifés) —
(°(s) admite una extensh meromorfa con polos simples en punipsiependientes de
v,

s=—(1-2w)k (664)
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VIl.1 UN OPERADOR DE PRIMER ORDEN

parak = 1,2,..., cuyos residuos dependen de la extensiutoadjunta y eah dados

por,
_ ! ;2” ¥ sin (wvk) . (665)

Res {¢2(s) () |

A partir de este resultado, es inmediato obtener los residuos de las fun¢itingy
n°(s). De hecho, se verifica que el resultado se obtiene substituyendo en las ecuaciones
(660) y (663)3 y ¢™* por sus inversos.

s=—(1-2v)k

Es interesante notar que/si=£ 0, oo, los residuos de la fungn Cﬁ(s) en los puntos
del plano compleje;, = —|1 — 2v|k son proporcionales &**. Esto es consistente con
el comportamiento del operaddr ante las transformaciones de escala (561) que aplican
L2<Oa 1) - L2(Oa ]-/C)
La extensbn D? es equivalente por una transforméacunitaria al operaddi /c) D,
definido similarmente ek (0, 1/c), cong. = ¢~ 33,
1
TD’==-DJST. (666)
C

Solo para las extensiones con= 0, oo la condicbn de contorno en la singularidad= 0,
dada por la ecuagn (594), es invariante ante cambios de escala.

Por consiguiente, la funan gﬁ(s) transforma ante un cambio de escala de la siguiente
manera,

(¢F)els) = 7 ¢ (s), (667)
y los residuos correspondienteségstiados por,

Res {( f)c(s)} = 172k Reg {Cf(s)} (668)

s=—|1-2v| k s=—|1-2v|k )

El factor c/'=2"I* cancela exactamente el efecto que tiene el cambio en la condiei
contorno en el origen sobrg

ﬁik — Cf|1f2u|k ﬁcik ) (669)

Por lo tanto, la diferencia entre los interval@s 1) y (0,1/¢) no tiene efecto alguno
en la estructura de estos residuos que, entonces conjeturaransdestrminados por
propiedades locales en las vecindades de0.

Para finalizar, dgalamos, que estos polostmalos no esin presentes en el caso regu-
lar o = 0. En efecto, en este caso= 1/2y 7(\) en la ecuadn (632) admite un desarro-
llo asinitico constante, mientras qde {(D° — A)~' — (D> — X\)~'} tiende asirftica-
mente a cero @ase la ecuasn (640).) Adenas, los residuos de los polos provenientes
de la funcon (¢°(s) son todos nulos @anse las ecuaciones (651) y (639)), excepto aquel
correspondiente al polo en= 1, que tiene un residuo igual g7 (véase la ecuagn
(650).)
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Vil.2 EL PROBLEMA DE AHARONOV-BOHM

En conclusbn, la presencia de polos de las funciogéés) y 7°(s) en valores no
enteros es consecuencia del comportamiento singulagaeirto de orden cero e’ y
de la forma en que v la condicdn de contorno ante una transforn@acie escala.

VIl.2. El problema de Aharonov-Bohm

El Gltimo ejemplo que consideraremos se refiere a unacpi#atde Dirac con cargay
sin masa, efi2 + 1) dimensiones, en presencia de un campo raagmuniforme y de un
tubo magetico singular con flujo no entero. Este problema ha sido considerado en [54],
donde se ha demostrado que el hamiltoniano restringido a un subespacio de momento
angularcritico admite extensiones autoadjuntas no triviales cuyos espectros satisfacen
una ecuadn similar a (449) (ganse tamkin [16, 3, 42, 2, 116, 97].)

En esta secon determinaremos el espectro de erasgle las partulas y sus estados
estacionarios en relam con las extensiones autoadjuntas del hamiltoniano. Calculare-
mos aderas la estructura de polos de la fubiti{ y mostraremos que existen polos en
posiciones dependientes del valor del flujo n&tgo de Aharonov -Bohm.

VIl.2.1. El operadory su espectro

Consideremos una p&tila de Dirac con cargay masa nula moéndose en el plano
en presencia de un campo matjoo uniformeB y de un tubo de flujo magatico singular
® = 27k /e, con0 < k < 1 ubicado en el origen.

La funcion de onda de la pacula es un spinog de dos componentes que satisface la
ecuaobn de Dirac®,

V=0, (670)

donde la derivada covariarfeesV = 0 — icA.
El campo magatico uniforme y el tubo de flujo singular son representados por el
siguiente campo de gauge,
> Q
A= (l T i) &, (672)
€ er

dondef) := eB/2y é,4 es el vector unitario perpendicular a la dirégtradial. Comd?
tiene dimensiones d&~2 definimos las cantidades adimensionates= Q'/2ry D :=
Q12 H, siendoH el hamiltoniano de Dirac asociado al problema.

29Utilizamos unidades para las ghie= ¢ = 1
30 Utilizamos la siguiente representanidelalgebra de Clifford:
V0= 0%, 4l = —io?, 42 =i, (671)

dondes?, i = 1,2, 3 son las matrices de Pauli.
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Vil.2 EL PROBLEMA DE AHARONOV-BOHM

Debido a la simeta rotacional del problema, el operadoconmuta con el generador
de las rotacioned = —idy + 03/2, por lo que buscaremos autoestados siamgos de
ambos operadores. Las autofunciones del opera@dsfn dadas por,

o= ( oo C?® Ly(R?, xdedf), €7 (673)
@D([L’, ) - €i(l+1)9X(.fU> € ® 2( y L ax )7 € 4,

siendol + 1/2 los correspondientes autovalores. De modo que los subespacios generados

por las funciones (673) son invariantes ante la@cdieD. La restriccon D; de D a cada

uno de estos subespaciosaedada por,

1 —
0 i (336 2 x)
Dy = N z , (674)
7 (ax + E + x) 0
con,
a=k-—1, (675)
gue actia sobre funciones de la coordenadde dos componentes,
_ [ o) 2 +
U(x) = ( N e C°®Ly(R™,zdx). (676)

Determinaremos las extensiones autoadjuntas y las propiedades espectrales del ope-
rador D, separadamente paka- 0,1 < 0y [ = 0. Antes de ello, sér(til sefialar que las
soluciones de la ecudni diferencial

(D, — \) ( f(%) ) ~0, (677)
de cuadrado integrable éh oo] estin dadas por,
dlx) \ Y T U(=\*/4;1 — a;2°)
<X(l’) )_e (%qu—vM;z_a;xz) : (678)

Los valores de\ quedan determinados por el comportamiento de las autofunciones en el
origen.

= Si/ > 0 se puede probar qub,; es esencialmente autoadjunto de modo que la
Unica extengin autoadjunta que admite es su clausura. Como en estercad
la condicbn de integrabilidad del cuadrado de la componegfite, dada por (678),
determina el espectro,

A\p 1= +2¢/n, con n=1,2,3,... (679)
La funcion ¢;(s) del operadoiD, paral > 0 resulta entonces,
G(s) =27 (1+€7™) Ca(s/2) | (680)
siendo(g(s) la funcion¢ de Riemann.
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Vil.2 EL PROBLEMA DE AHARONOV-BOHM

Figura 7:Grafica deG(\) parax = 1/4. Las intersecciones con lmka horizontal determinan el
espectro de la exterisi autoadjunta correspondiente, en este caso dadaspot.

» Sil < 0 se verifica tamk@n queD,; es esencialmente autoadjunto. En este caso,
a > 1y la condicbn de integrabilidad del cuadrado de la componeiite, dada
por (678), determina el espectro,

An = E2¢/n+ |l + K, con n=0,1,2,... (681)
La funcion ¢;(s) del operadoiD, paral < 0 est dada por,
Gls)=27° (14+e ™) Culs/2,k+l]), (682)
siendo(y (s, q) la funcion de Hurwitz.

= Finalmente, si = 0 entoncesD, admite una familia de extensiones autoadjuntas
que designaremos p@r° caracterizadas por un @amnetro real3. El espectro de la
extensbn D? est dado por las soluciones de la siguiente e@ratiascendente,

[(k — A\2/4)

G(\) = )\m

— 4871, (683)

Las soluciones\, de la ecuadin (683) permiten definir la funan ¢°(s) corres-
pondiente a este subespacio invariante,

Pls) =D A" (684)

>\7L

En la siguiente secdn describiremos su estructura de polos.
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VII.2.2. Lafuncion ¢’(s)
Representacbn integral de la funcion ¢°(s)

Los espectro del operadar’ est dado por los ceros de la fudaientera,

A g

fQA) = ~ + . (685)
F(e=4) T(=%)
Como los ceros,, de f(\) son simples, la fundn< parcial,
HOED PP (686)
An>0
est dada por,
s) = g [ Onlos F) A, (687)
271 e

siendoC una curva que encierra a los ceros positivog de en sentido antihorario. Dado
que estos crecen comq ~ /n la funcibn ¢! es andtica paraR(s) > 1.

Para estos valores dela integral en (687) puede realizarse a lo largo de la curva
C, UGy U C_, dondeC, representa los puntos del eje imaginario desdehastai, C
€S una curva que unecon —i y cuyos puntos tienen parte real positiva y menor que el
primer cero def(\). FinalmenteC_ representa los puntos del eje imaginario desde
hasta—ioo. Luego de una integratmn por partes la funbn Cf(s) toma entonces la forma,

S

f(s) = /e o log f(A) A1 d\, (688)

T 2mi

La estructura de polos c[é(s) est determinada por las integrales a lo largo de las curvas
C4 en la ecuadin (688):

= [ / i log fF(A) A= L dA + / ~ log F(A) A1 dA| . (689)

211 | Jiso i

No6tese asimismo que el residuo de las integrales de la efprég89) ens = 0 es pro-
porcional a? (0).

Estudiaremos entonces el comportamiento asgd delog f(\) para\ sobre el eje
imaginario y|\| — oo.

Desarrollos asinbticos

En adelante, consideraremos solamente, por simplicidad, elicasea < 1/2. En
primer lugar debemos determinar el comportamiento @saat de la funadn,

D — 2
logf()\)zlogA—logF(ﬁ—A2/4)+log 1+ﬁ)\1% ) (690)
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El desarrollo asirittico de las funciones que intervienen en la ecua¢690) para\ =
etz gz conz € Rty z — oo est dado por,

9 2 1 4Kk
—log D' (k + 2*/4) ~ —Z+§—/<; 2log x + log 1—1—; —log4 | +
2

—2m+1
T
+4+/€—10g\/ Zm(li‘f‘z) s (691)

F(/@'—i—%) 22\ & -
WN (Z) 2(1”(&);17 2 s (692)

0o 0 1)V Bl
ZZ N) 4—/{N bN,n( )BN 6:1:1 N —N(1-2k)—2n (693)

N=1n=0

donde los coeficientes, () y bn.»(x) esén definidos por,
nzzoan(m)x_% ‘= exp {—/f + (Z + Kk — —) log (1 + x_l;>+
—2m+1
(1 n 4_*’”) - 1] x—4m+2} (694)
x? ’

o by (R)z™?" = (> o an(“)x_%)N .

o0

42m—1 B2m
* Z:I 2m(2m — 1)

VII.2.3. Estructura de polos de la funcion ¢”(s)

En esta secon reemplazaremos los desarrollos dstinbs (691), (693) y (694) en
la expresbn (689) para determinar la estructura de polos de la dlurfcﬁ(s) ad como
también su valor e = 0.

En primer lugar, si substitmos en la expredn (689) el primeré&rminolog A\ del
desarrollo (690) obtenemos,

i(—7,)/ 251 <e—i§(s+1) [loga: +Zg] 1 i) [logaj _ Zg]) _
1

211
__cos [7/2(s + 1)] - %sin [7/2(s +1)], (695)

s

gue es una fundn entera que se anula er- 0.
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Consideremos ahora las potencias pareé, conn € Z, en el desarrollo asiatico
delog f(e*'2x) (véase la ecuatn (691).) Reemplazando estas potencias en el integrando
de la expregin (689) obtenemos,

S

— (—i)2cos[r/2(s + 1)] /100 psTiTE =

21

_ scos[m/2(s +1)]

696
T s+ 2n ’ (696)

que es taml@n una fundn entera que se anula er-= 0.

El valor de la funddn Cf(s) ens = 0 est dado por el primermino del desarrollo
(691),

22 1
—— 4+ - =k |21 . 7
( 1 + 5 /<J> og x (697)
En efecto, si reemplazamos la expées(697) en (689) obtenemos,

5 (—i)2.cos [/ +1)]/°O ST L) togaatde

o 1 COS |TT S ) 1 5 K ogrx xr =

s 1 cos [/2(s + 1)]
= % COS [71'/2(8 + 1)]@ (1 2:%) s y (698)

cuyo valor ens = 0 es1/2 — x. Adenas la cantidad (698) presenta un polo simple en,
s=2, (699)

con residuo,
1/2. (700)

Finalmente, las contribuciones correspondientes &lwsihos del desarrollo (693) a
las integrales (689) et dadas por,

S

——(—4) BN Ay (k) 2cos [m/2(s 4+ 1 + N)] /00 g ST NN g —
1

2m
S N cos[m/2(s+ 14 N)
= =" Ann , (701
Wﬁ . (K)S+N(1—2/-i)—|—2n (701)
siendo
(_1)N —kN
Anp(r) = == 47 bva(w). (702)
La expresdn (701) se anula en= 0y presenta un polo simple en,
SNn=—N(1—2K) —2n, N=1,2,3,... n=0,1,2,... (703)
con residuo,
N(1-2 2
(=" ( r) + nﬁN Ann(k)sinmNE . (704)
™
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Valor de ¢7(s) ens =0

Los clculos de esta sedsi indican que lainica contribudn a la cantidao[f(o)

est dada por el primeétmino de la ecuaéh (698). En consecuencia,
1

C20) =5 — . (705)

Una extensdn autoadjunta particular

El espectro de la exterisi correspondiente @ = 0 est dado por (&ase la ecuacion
(685)),
A = E2vn+ K, n=0,1,2,..., (706)

Por consiguiente, las furtmi parcial(! (s) esk dada, par&(s) > 2, por,
D At =27C(s/2. k), (707)
n=0

donde( (s, ¢) es la funcdbn- de Hurwtiz. En consecuencid, (s) presenta ufinico polo
simple ens = 2 con residual /2 y su valor ens = 0 est dado poCy(0,x) = 1/2 — &,
en acuerdo con las ecuaciones (699), (700), (703), (704) y (705).

VII.2.4. Desarrollo asintdtico de la traza del heat-kernel deD?

Debido a la no compacidad de la variedad de base, el heat-kerttél correspon-
diente al cuadrado del hamiltoniano de Difamo es tipo traza. En efecto, puede verse
de la ecuadin (679) que la suma de las contribuciones correspondientes a los subespacios
de momento anguldr> 0 es divergente.

En consecuencia, calcularemos la traza de la diferenéfd — ¢—2°, dondeD? es
el cuadrado del operador de Diraccorrespondiente a = 0.

Contribuciones de los subespacios cdn# 0

Como los espectros correspondientés-a0 no dependen de, estos subespacios no
contribuyen a la traza del operador?” — e~*2*, Por su parte, las contribuciones de los
subespacios correspondientds<a0 esén dadas por,

22 i (€—4t(n+|l\+n) _ 6—4t(n+|l\)) -9 i m (6—4t(m+n) . €_4tm> _
m=1

<0 n=0
inh 2kt
— et TN (708)
sinh” 2¢
La expresbn (708) admite un desarrollo asitito parat — 0" en potencias enteras
det cuyos primerosérminos son,

—g 1L K24 O(). (709)
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Contribuciones del subespacié = 0

De acuerdo con la ecudxi (685) los valores absolutos de los autovalores negativos
correspondientes a la extemsicaracterizadada pgr son los autovalores positivos co-
rrespondientes a la exteani caracterizada por (3. En consecuencia, la furizi- del
operador D”)? est dada por,

Clpoys(5) = C(28) + (77 (29). (710)

Por consiguiente, de acuerdo con las ecuaciones (699), (700), (703) y (704) nfunci
C(ﬁm (s) presenta polos simples en,

s=1, (711)
con residuo,
1/2, (712)
yen,
S =—N(1—2Kk)—n, N=123,... n=0,1,2,... (713)

con residuos,
2N (1 —2k) +2n
Vs

(—=1)" BN Ay (k) sin (27N k) . (714)

Asimismo,
¢F pi(0) =1 =2k (715)

Finalmente, utilizando el desarrollo agitito de la expresin (708) y las ecuaciones
(711-715) obtenemos, en virtud de las relaciones (247), (249), (251) y (252) el desarrollo
asinbtico,

Tr(eftD2_€tQ2)N_§t1+ﬁﬁ_ +2252N0 tNl 26)4n

N=1n=0
+ ick tk (716)
k=0
donde,
Cyn(k) = (—1)”% [N(1—=2k)+n]I'(=N(1—2k) —n) Aonn(k) sin (2nNk), (717)

y las potencias enteras ddtimo téermino de la expreén (716) provienen del desarrollo
asinbtico de (708).
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Wir m Ussen wissen. Wir werden wissen
David Hilbert.

(Dicho en 1930 en &nigsberg,

ahora en su epitafio en@&tingen.)

Ya hemos s@alado que en Te@ Cuantica de Campos las primeras correcciones
cuanticas pueden describirse @nrhinos de funciones espectrales asociadas a operadores
diferenciales que aparecen ené&tnino cuadatico de las acciones de los campos.

Por ejemplo, la informaén relevante para ebtculo de la acén efectiva al orden de
1-loop puede obtenerse a partir del desarrollo aseu de la traza del heat-kernel para
pequéos valores de su argumento.

De ese modo, el estudio del desarrollo astiocb del heat-kernel permite implemen-
tar un mecanismo de regularizanide las constantes desnudas del lagrangiano, describir
las divergencias del propagador en puntos coincidentes y determinar las funcidees
la teoiia, la energa de Casimir, o cantidades de @etier topobgico como anomas.
Asimismo, mediante la determinaci de la fundbn de particdn es posible evaluar can-
tidades fsicas asociadas a campos a temperatura finita. Algunas de estas relaciones han
sido brevemente descritas en la séndi2.1.

Cuando los operadores en considegagon singtricos en cierto dominio denso, in-
teresa determinar dominiosas amplios donde resulten adesrautoadjuntos. Esto con-
duce en general a considerar una varieiide condiciones de contorno admisibles que
permiten definir completamente el problema.

Si los coeficientes del operador diferenciadle orden son infinitamente derivables,
la variedad de basé/ es de dimens$in m es compacta y se imponen condiciones de
contorno locales apropiadas sobre su borde, entonces la traza del heat-kernel admite un
desarrollo asirdtico en potencias decuyos exponentes @st dados pofrn—m)/d, donde
n=0,1,2,.... De ese modo, estos exponentearesteterminados por el orden del opera-
dor y la dimengn de la variedad. La dependencia de este desarrollo con los coeficientes
del operador diferencial, la forma de la variedad y las condiciones de contorno (locales)
se encuentra contenida en los coeficientes de dichas potenciagst®s coeficientes
son integrales sobr&/ y OM de invariantes geoatricos locales. La derivamn de este
resultado ha sido presentada en eli@dp IV.

Estas propiedades del desarrollo asticb deTr e~*4 pueden no seralidas bajo otras
hipbtesis. En efecto, es sabido quelses un operador pseudodiferencial, o si se imponen
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condiciones de contorno no locales del tipo de Atiyah-Patodi-Singer [6], entonces el de-
sarrollo asinbtico puede presentar logaritmostd&3, 74, 75, 76, 77]. Por otra parte, si la
variedad de base tiene una singularidadica entonces los exponentes de las potencias
det pueden depender dahgulo de deficiencia [93].

En esta Tesis hemos demostrado que la traza del heat-kernel correspondiente a un
operador diferencial con coeficientes singulares presenta en general potencayae
exponentes dependen de las carastieas de dicha singularidad.

En el Cafitulo V hemos estudiado el operador de Schinger en una dimerd,

V2 —1/4
—2/+

A= -0+ V(z), (718)

T
definido sobré(A) := C(R*), dondeV (z) es una fundn anaitica dex € R* acotada
inferiormente.

En primer lugar (ease la Secon V.3.1) hemos mostrado que, p@ra v < 1, el
operadorA admite una familia de extensiones autoadjumt4sdonded es un paametro
que caracteriza la condan de contorno sobre la singularidadeg- 0.

Hemos luego dwmlado que &lo dos de estas extensiones autoadjuntas, que corres-
ponden & = 0, co, definen condiciones de contorno sobre la singularidad que resultan
invariantes de escala.

Los resultados de la Seéei V.4.1 indican que la traza del opera@of“e — e A%
admite un desarrollo asitico de la forma,

Te(e ™ — %) ~ Y " an(A) 24+ by (A) oV N EY2 (719
n=1

N=1n=1

Los coeficientes,,(A), bx,,(A) dependen de la forma del potencialz) y der pero no
del paametrod que caracteriza la cond@i de contorno. Hemos presentado ubrarfula
de recurrencia para la determin@cide estos coeficientes.

En particular, el desarrollo asatico (719) presenta potencias tleuyos exponentes
dependen del pametrov. Este es uno de los resultados centrales de esta Tesis cuyo
Unico antecedente, a nuestro saber, se encuentran en el trabajo de E. Mooers [93], donde
se obtiene unérmino proporcional @ en el desarrollo asiatico del heat-kernel de las
extensiones autoadjuntas del laplaciano sobre una variedad con una singulanidad c
estanda’ relacionado en ese caso coraagulo de deficiencia de la variedad.

Por otra parte, $&lemos que este resultado implica otras propiedades espectrales que
no tienen los operadores con coeficientes regulares: laditiyailel operador diferencial
presenta polos simples en posiciones dependienteslddraza de la resolventel? —
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A)~! admite un desarrollo asiotico para grandes valores ¢ en potencias d& cuyos
exponentes dependen dey el comportamiento asiatico de los autovalore$\, },cn
para grandes valores depresenta potencias decon exponentes taném dependientes
dev (véase la Secon IV.2.1.)

Posteriormente, en la Seo6ai V1.1 hemos ilustrado el desarrollo (719) mediante la
resolucon expicita del operador (718) para el cadg¢r) = z?2. Para ello, hemos determi-
nado la clausura del operador diferencial, sus extensiones autoadjuntas y hemos analizado
una representatn integral de la funéin<.

Hemos tamkén extendido la expreasn (719) al caso del un operador de la forma
(718), pero definido sobre la variedad de base comgacta C R* (véase la Secon
V.4.2.) En este caso las extensiones autoadjuntas que hemos analizadoagatteri-
zadas por dos pametrod) y 3 que describen la condim de contorno sobre la singula-
ridad enz = 0 y una condiddbn local enr = 1, respectivamente.

Los valores = 0, oo definen condiciones de contorno que son invariantes ante una
transformaaddn de escala en las proximidadesade- 0. Para estas extensiones la traza
del heat-kernel admite un desarrollo en potencias@e/os exponentes st dados por
n/2 conn = —1,0,1,2,..., al igual que para un opeador de orden 2 con coeficientes
regulares en una variedad de base compacta de diomehsi

Sin embargo, el desarrollo asiito correspondiente a las restantes extensiones au-
toadjuntas presenta potenciastamn exponentes dependientesd&n la Secdn VI.2
se ha considerando a modo de ejemplo el operador (718) para &l tase- 0.

Pernitasenos resumir estos resultados mediante algunas consideraciones cualitativas.
Notese que el coeficiente singular del operador (718), dominante frénte)an proxi-
midades de: = 0, se transforma de la misma manera ante una transfobmaei escala
gue el érmino de orden 2. Por otra parte, las extensiones autoadjuntas que definen condi-
ciones de contorno que no son invariantes ante transformaciones de escala introducen un
paametrod cuya dimengin corresponde a una potencia de unidad de longitud con un
exponente dependiente del @aretrov. Esto est relacionado con la dependenciadide
los exponentes de las potencias @ el desarrollo asiftico de la traza del heat kernel.

Esto sugiere la posibilidad de obtener el mismo tipo de desarroll@ésmen reladn
con operadores de primer orden con un coeficiente proporcional a la inversa de la distancia
al punto de la singularidad.

En efecto, en la sedmn VII.1 hemos considerado el operador de Dirac,

D= (6] x ) (720)



definido sobreD(D) := €5°(0,1) ® C2. Si se imponen ciertas condiciones locales fi-
jas enx = 1, sus extensiones autoadjuntas para valores de (—1/2,1/2) resultan
caracterizadas por umico paametroS que describe la condi@n de contorno sobre la
singularidad er = 0. Existen, en particular, dos extensiones autoadjuntas correspondi-
entes & = 0, oo que definen condiciones de contorno invariantes de escala.

La traza de la resolvente correspondiente a las restantes extensiones autoadjuntas, que
rompen la invarianza de escala, admite un desarrolloGgiaten potencias dg con
exponentes que dependen delgmaetroa y coeficientes que dependen @e

Finalmente, en la sedm VII.2, hemos analizado en este contexto un problema que ha
sido estudiado en sus muy diversos aspectos. Consideramos el hamiltoniano de Dirac
de una paitula de spin 1/2, de masa nulay con carga2 + 1 dimensiones en presencia
de un campo maggtico homo@neoB y de un flujo de Aharonov-Bohn® en el origen
r=0.

El coeficiente dé proveniente del campo de gauge correspondiente al campd@&magn
tico B tiende aco cuandor — oo, de modo que el operadéf tiene un espectro discreto.
Por su parte, el coeficiente proveniente del campo de gauge que representa el flujo singular
rompe la simefa traslacional caracfstica del problema de Landau, presentando una
singularidad em = 0.

El sistema conserva, no obstante, la invarianza rotacional, por lo que los subespacios
caracteisticos de momento angular- 1/2, conl € Z, son subespacios invariantes del
hamiltonianoD.

Si0 < & < 27/e, las restricciones del hamiltoniano a los subespacios correspon-
dientes @ # 0 admiten undinica extengin autoadjunta, en tanto que la restriccial
subespacio caracterizado pot 0 admite una familia de extensiones autoadjuntas carac-
terizadas por un pametro que describe el comportamiento de la foimcle onda en las
proximidades del flujo singular.

Hemos calculado, pafa< ¢ < 7/e, la estructura de singularidades de la fidme]
correspondiente a la restriéci del hamiltoniano a ese subespacio particular, encontrando
gue presenta polos simples en los puntos,

)
SN,n:_N<1_€—>—2n, N=123,... n=20,1,2,... (721)

m

cuyos residuos dependen de la exténsiutoadjunta considerada.
La existencia de estos polos determina la presencia de potendias@xponentes

dependientes dé en el desarrollo asiatico de la traza del heat-kernel correspondiente
al cuadrado del hamiltoniano de Dirac.
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Con respecto a las implicaciones de estos resultados, mencionemos émretaci
este problema particular (pero haciendo referencia a todos los operadores con coeficientes
singulares analizados) que esta dependenciabcem traslada al comportamiento de las
divergencias a 1-loop. En particular, el propagadior! (x,z’) presenta un desarrollo
asinbtico parar — z’ en potencias dér — 2’| con exponentes dependientes del flujo
singular®. Resulta taml@n de integs estudiar la renormalizéci de este tipo de teias
en las que se presentan potencias del cutoff que dependen de la céntidad

Otro ejemplo de inté&s que se propone considerar en el futuro consiste en el estudio
de campos canticos de distintos spines a temperatura finita en proximidades del hori-
zonte interno de un agujero negro. En este problema, laienédge al orden de 1-loop
se obtiene a partir de la furizi de particbn calculada mediante estogtodos. Para el
caso de un agujero negro de Schwartzschild, la variedatleadesultante presenta, en
proximidades del horizonte interno, una singularidadica cuyoangulo de deficiencia
esh determinado por la temperatura.

Los resultados presentados en esta Tesis sugieren considerar las funciones espectrales
de las distintas extensiones autoadjuntas del operador diferencial relevante, que tiene co-
eficientes singulares, a fin de estudiar el comportamiento de cantidaidas tomo la
entropa.

Para finalizar, mencionaremos otros dos resultados de esta Tesis. En primer lugar,
sdialemos que el resultado (719) fue obtenido a partir de @rr@da distinta de la uti-
lizada para estudiar el desarrollo aétito de la traza del heat-kernel de operadores con
coeficientes regulares. Una de las dificultades en este sentido consiste en que los coe-
ficientes del desarrollo para el caso regular son integrales sobre la variedad y su borde
de los invariantes construidos é@rminos de los coeficientes del operador diferencial, el
tensor de curvatura de la variedad, la curvaturdmsgéca del borde y los operadores que
definen las condiciones de contorno. Si los coeficientes del operador diferencial presentan
singularidades entonces estas integrales no resultan convergentes.

Como ya hemos mencionado, las condiciones de contorno que definen un problema en
mea@nica c@ntica sobre una variedad con borde o en presencia de singularidaates est
determinadas por las extensiones autoadjuntas del hamiltoniano. Esto garantiza la uni-
tariedad de la teda. Las distintas extensiones autoadjuntas representan las propiedades
micros®picas del borde o de la singularidad.

Para derivar el desarrollo asitico (719) hemos aprovechado la existencia de dos
extensiones autoadjuntas, definidas por condiciones de contorno invariantes de escala,
para las cuales los coeficientes, en (719) se anulan.

El paso siguiente consiéten establecer una reléai entre las resolventes correspon-
dientes a distintas extensiones autoadjuntas del operador diferencial con coeficientes sin-
gulares (®ase la Secon V.3.2.) Esta reladn representa una generalizatde la brmula
de Krein, \alida para operadores con coeficientes regulai&ssg@/la Secon V.2.)
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En el Cafitulo Ill hemos considerado un problema en égca ci@ntica supersigtri-
ca definido por un superpotencial singular en el cual las condiciones de contorno cumplen
un rol esencial con respecto a las sirretidel hamiltoniano. Los operadores diferenciales
analizados constituyen una realizatiformal delalgebra de N=2 SUSY en 0+1 dimen-
siones. Sin embargo, la validez de esta real@aeish limitada por la determina@n de
dominios de definiéin apropiados.

Hemos estudiado las extensiones autoadjuntas del hamiltoniano y de las supercargas
y concluido que existenodo dos extensiones cuyas condiciones de contorno, invariantes
de escala, definen una realizatidelalgebra de la SUSY con dos supercargas.

Para una de ellas, el estado fundamental del hamiltoniano tieneiemerg y el
resto del espectro es doblemente degenerado, de modo que la SUSYieisaexubr
el contrario, la otra exten@n presenta un espectro doblemente degenerado con un esta-
do fundamental de endggestrictamente positiva y, en consecuencia, ruptura espeent
(dinamica) de la SUSY.

Para el resto de las extensiones autoadjuidiases posible definir un@nica supercar-
ga, y la SUSY et diramicamente rota como consecuencia de que el estado fundamental
tiene energ positiva y el espectro es no degenerado.

Este resultado resuelve la controversia originada a partir del trabajo de A. Jevicki y
J.P. Rodrigues [80] en el que proponen un mecanismo de ruptura @searde la su-
persimetra mediante la presencia de potenciales singulares. Esta propuestacaeibi
tionamientos basados en el estudio de una regulabizagie preserva la supersimatr
[43, 41, 65].

El problema tratado en el Caplo Il muestra que la variedad de condiciones de
contorno admisibles sobre la singularidad del superpotencial proveen un mecanismo de
ruptura de la SUSY en Ménica C@ntica Supersigtrica.
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Parte IX

Problemas de intees
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IX.1 METODO FUNCTORIAL

El nlmero de aginas de este libro es exactamente infinito.
Ninguna es la primera; ninguna, laltima.
No £ por qe esdn numeradas de ese modo arbitrario.
Acaso para dar a entender que
los terminos de una serie infinita admiten cualquiénmero.
Jorge L. Borges (El Libro de Arena.)

IX.1. M eétodo Functorial

En estedltimo captulo consideraremos un procedimiento para obtener el desarrollo
asinbtico de la traza del heat-kernel de operadores diferenciales singulares distinto del
desarrollado en esta Tesis. Este procedimiento carece de una justificagipleta por lo
gue simplemente supondremos la validez de la generdizae un netodo ampliamente
utilizado en el caso de operadores diferenciales regulares [112, 113, 114, 66, 123].

Consideremos primeramente un operador diferencial autoadjunto de segundo orden
A positivo definido con coeficient&s* definido sobre secciones de un fibrado vectorial
sobre una variedad de basdé compacta, de dimer@ m y con borde suav@M y su-
jeto a condiciones de contorno locales. La traza del operaddradmite un desarrollo
asinbtico para pequ@os valores dé dado por las ecuaciones (9-17).

Los coeficientes:,,(A), % (A) de estas ecuaciones son integrales de combinaciones
lineales de todos los invariantes gegintos de la dimenéh apropiada; de manera que
estin determinados por los coeficientes del operador difereAcigltensor de curvatura
de Riemann de la variedad, el tensor curvatura extrseca del bordé)/ y los opera-
dores de borde que definen la condicde contorno local.

Los invariantes relacionados con cada coeficieptel), ¢’ (A) pueden determinarse
analizando las dimensiones de las cantidades involucradas. Consideremos, por ejemplo,
un operador de Scbdinger A caracterizado por un potenci&l(x). Los coeficientes
co(A)y ci(A) tiene dimensioneg™ y L™, respectivamente, por lo que los coeficientes
co(A,z) y &(A) son adimensionales y, por consiguiente, constantes. De modo que los
coeficientes(A) y ¢1(A) son proporcionales a los \iohenes de la variedat! y del
bordeo M, respectivamente.

El coeficientec,(A) tiene dimengin L™~2, por lo que los coeficientes (A, z) y
c5(A, z) tienen dimensiones 2 y L~!, respectivamente. En consecuencidA, =) es
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una combinadn lineal con coeficientes constantes del tensor de curvatura eXcglar
del potencialV/ (x). El coeficienter}(A4, x), por su parte, es una combinaiilineal con
coeficientes constantes de la traza del tensor curvatuiaseds y del operador de borde.

De esta manera, una vez determinados los invariantesajgoos en distintas dimen-
siones, cada cantidagl(A) se expresa como una integral de una combaratineal de
los invariantes correspondientes cuyos coeficientes resultan ser cantidades universales, in-
dependientes de los coeficientes del operador, de la variedad y de las condiciones locales
de contorno. La resolugh de problemas particulares cobra entonces especial relevancia
en el estudio del desarrollo asitico de la traza del heat-kernel de operadores regulares
pues permite, en general, determinar algunos de los coeficientes universales que expresan
las cantidades,(A) en £rminos de los invariantes geétricos.

Esta &cnica no puede utilizarsa,priori, en el caso de operadores diferenciales con
coeficientes singulares como los considerados en esta Tesis. Labac{id)i representa
a las cantidades,(A) en &rminos de integrales de cantidades locales que son combina-
ciones lineales de los invariantes geintos, entre los que se cuentan los coeficientes
del operador diferencial. Si el operador posee coeficientes singulares, sus potencias y
derivadas no san, en general, integrables y los resultados mencionados pierden validez.

No obstante, generalizaremos, a contindaciestas ideas con el prgto de estu-
diar los coeficientes del desarrollo asiito del heat-kernel para un operador diferencial
singular. Los resultados sugieren la posibilidad de extendécldada de determinar los
coeficientes universales al caso de operadores singulares.

Consideremos el operador,
A=—82+ % +V(2). (722)
Las dimensiones de las cantidades involucradaekidas por,

Al=L72, [k]=[]=L° [V()]=L"72,
(723)
0] =L, [=L2, 1] = L2.

Las ecuadn (367) indica que la traza de la diferencia de las resolventes correspondientes
a las extensioned® y A~ admite un desarrollo asintico de la forma,

Tr{(A°+2)' — (A +2) '} ~ Z o (v) 27 "/? . (724)
n=2
Esto implica, de acuerdo con las ecuaciones (249) y (250), el siguiente desarrofibasint

Tr{e 4 — e 47} ~ Z an(A) 2, (725)
n=0
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donde coeficientes,(A4) = o), ,(v)/I'(n/2 + 1) y sus dimensiones &st dadas por,
an(A)] = L7 (726)

Si los coeficientes,,(A) solo dependen del pametro adimensional y de potencias de
las derivadas del potenci&l(x) en el borde de la variedad, esto esges 0, entonces
podemos escribir,

CL()(A> = Cl(V) > (13(14) = Cg(l/) : &EV(O) >
al(A) = O, CL4(A) = 04(1/) . VZ(O) + C5(V> . 8§V(O) s
as(A) = Cy(v) - V(0), as(A) = Cs(v) - 0,V?*(0) + Cr(v) - 92V (0).

(727)

Supongamos ahora la validez de la redagi
d

—Tr{e 9}  =tTre 4, (728)
€ e=0
gue ha sido probada para operadores diferenciales regulares. De acuerdo conda ecuaci

(728),

d
_an(A - E) = anf2(A) : (729)

de I

La ecuaddn (729) describe el efecto de la transforndacA — A — ¢ que equivale

a reemplazat/(0) por V(0) — e. Teniendo en cuenta las expresiones (727) podemos

encontrar las relaciones,

—Cy(v) = Cy(v),
—204(V> == OQ(V) s (730)
—206(1/) = 03(1/) s

y se verifica, ade#s, quer; (A) = 0.

Aunque buscamos unétodo para determinar los coeficienig$A) distinto del pro-
visto por la ecuadin (366) (junto con (351), (354) y (357)), una simple inspecaiel
termino dominante en la ecuéai (366) permite deducir que, (v) = v. Por consiguien-
te,

ag(A) =v. (731)
En consecuencia, utilizando las relaciones (730) reescribimos las ecuaciones (727),
ag(A) = v, az(A) = Cs3(v) - 9,V (0),
ai(A) =0, ay(4) = 5 - V3(0) + Cs(v) - 2V(0).

ag(A) = —v-V(0), as(A) = Cs(v) - V(0)3,V(0) + Cr(v) - 3V(0).
(732)
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El proposito del nétodo que exponemos es determinar los coeficigrites desconoci-
dos a partir de las funciones espectrales que se hubieren calculado para ejemplos particu-
lares.

Consideremos el caso particulafz) = 0. En este caso, lodicleos de las resolvente
de las extensiongs= 0y § = co se conocen exfitamente,
Go(x, o', 2) = Var! [(9(:{; — VI, (Vz2)K,(vzx')—
- (9(1’/ - $) [,V<\/Z£L'/)Ky(\/gl’):| ) (733)

Goc (2", 2) = V! [(0(x — 2') L (vz2) K, (v/22') -
— (2’ — x) (V22" K, (Vzz)] . (734)

La traza de la diferencia de las resolventeé esttonces dada por,

TI”{(AO + Z)_l _ (Aoo + Z)_l} _ fooo[lfu(y> - ];/(y)] Kl/(y) dy _ g)

(735)

gue confirma el resultado (731). Esta sofucpermite escribir la solugh para el caso
V(z) =V, siendol; na constante eR. En efecto, para este caso se deduce inmediata-
mente a partir de (735),

0 —1 (g o
Tr {(A” + 2) (A* +2)7"} e
Vo V2
~g<1—?°+z—°2—...>. (736)

Los primeros &rminos del desarrollo asiitico para el casd’(z) = V; esén dados,
consecuentemente, por,

Tr{e_tAO—e_tAoo}NV—VVOTH—gVOQtQ—... (737)
de donde verificamos las primeras dos relaciones de (730).

El casoV (z) = 22, cuyas funciones espectrales ya hemos estudiado, pérhitier-
minar el coeficient€’s(v). En efecto, la fundin (351) est dada en este caso por,

R(y,2) =y eV /> U(z/4+v/24+1/2,1+v,y%)2). (738)

cuyo comportamiento en el origen es,

I'(v) 2" . Y
R(y,z) = z(;)/ Y /2 o L (739)
r(Z+=4+2 r(Z—-=-4+=
(4+2+2) (4 2+2)
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Teniendo en cuenta la reléci (356) obtenemos el valor d&(z) para el potencidl’ (x) =

x2,

F<E+1+V>
H) =22 /v (740)

z
z 1—v
r(Z
)
Podemos entonces calcular la traza de la diferencia de las resolventes correspondientes a
las extensioneg = 0y § = oo mediante la ecuagn (366),

Tr{(A°+2)"' — (A% +2)"} =

B 21—21/ ZQV F(
T()I(1—v) T

+
+ 1

LN ESE PN

2

X / gt e Uz/4+v/2+1/2,1+v,2%) de =
0

1 z 14v z 1—v
-5l (G+50) - (0] N
Podemos entonces escribir los prime@sitinos del desarrollo asitico,
4 1
Te {(A%+2)™" — (A% 4+ 2)7} ~ g + P =15 +0ET). (742)
A partir de este desarrollo obtenemos para el d&gg = 22,
0 oo 2
Tr{e " — e} v+ §V(V2 - 1)+ 0, (743)
de donde se deduce, ,
—1
Cs(v) = WT) (744)

De esta manera, la resolbai de problemas particulares permite determinar los coefi-
cientesC;(v) que proveen el desarrollo asitito del la traza de la diferencia del heat-
kernel de las extensionés= 0y 6 = co.

Utilizaremos ahora el mismo @odo para estudiar el desarrollo asétito del heat-
kernel para una exterisi autoadjunta arbitraria. De acuerdo con la ec@ra(367),

Tr {eftAG . eftAOC} ~ Z an(A) tn/2 + Z Z bN,n(A) HN tl/N+TL/271/2 ’ (745)
n=0 N=1n=0

dondeby ,,(A) = Bnn/T(vN + n/2 4+ 1/2). Notese qudd™¥] = L2V de modo que
cancelan las dimensiones dependientes dae provienen de las potenciéd’; las di-
mensiones de los coeficientes,,(A), que no dependen de estn entonces dadas por,

[byn(A)] =L, (746)
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Podemos entonces escribir,

bLo(A) = Dl(V> R bQ’Q(A) = DQ(V) y b370(A> = Dg(V) R
b11(A) =0, bo1(A) =0, bs1(A) =0,
(747)
blyg(A) = D4 V(O)(V) s bgg(A) = D5(l/) V(O) s
bi3(A) = Ds(v) 0,V (0),
La propiedad de transformaei (728) implica para los coeficientes,,(A),
d
d_bN,n(f4 - E) - bN,n—2<A) ; (748)
€ e=0
gue conduce a las relaciones,
D4(V) = _Dl(y)v (749)

y confirman qué ., (A) = 0.

El estudio del casd/(z) = 0 es suficiente para establecer los valores de los co-
eficientesby o(A). En efecto, esécil ver que, siV(z) = 0 entoncesH(z) = 1. Por
consiguiente, de acuerdo con la ecoagi361),

I'(v)

K(z) = _4VF(—1/)

e (750)

De modo que, de acuerdo con el Teorema (339),&asihos dependientes deen el
desarrollo asirdttico de la traza de la diferencia de las resolventes de las extensiones
arbitrario y# = oo estin dados por,

o0

Tr{(A? +2)' — (A® +2)7 '} ~ g Z {4”%} oN 2N 4L (751)

Los terminos correspondientes que se obtienen del desarroll@tisinte la traza del
heat-kernel,

o0

_tA0 _tA® 1 VFI/ N v
Tr{e " — ¢4 }NV'NZ:lF(uNH) [4 F((—Z)} oN N 4 (752)

Comparando las ecuaciones (752) y (745) obtenemos,

_ 1 , T 1"
b = NT(vN) [4 r(—y)} ‘ (753)
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IX.2 OTRO TIPO DE SINGULARIDAD

Por consiguiente,

_ 4’/ _ odv—1 F2(V)
Div) =525 Dev) =2 e )

B 431/ FS(V> B 4v
Ds(v) = 3 T30 (=) Dy(v) = BYEE (754)
D5(V) — _241171 FQ(V)

r2v)r2(—-v) "

IX.2. Otro tipo de singularidad

En esta secon haremos una breve considetacde un operador de Sduinger en
una dimengin con un coeficiente singular proporcionat@. Debido a la presencia de
esta singularidad la estructura de polos de la famgi correspondiente no responde al
resultado (1) sino que presenta polos dobles en el plano complejo.

Sea el operador,
A=-9242 (755)
i

definido en el subconjunto den8g((0, 1)) C La([0, 1]).

Las extensiones autoadjuntas de este operador correspondientes a condiciones de con-
torno locales eéin caracterizadas por dos garetros que describen esas condiciones en
los extremos: = 0y x = 1, respectivamente. A nuestro pagito de manifestar la pres-
encia de polos de la furm< de multiplicidad mayor que 1, sesuficiente con imponer
condiciones de contorno tipo Dirichlet en= 1.

Las extensiones autoadjuntas resultan entonces caracterizadasip@oypaametro
real que describe el comportamiento de las funcioneB @dé) en la singularidad. Puede
probarse que la funan- correspondiente a una extehisiautoadjunta general presenta
polos con multiplicidad de todo orden. Sin embargo, por simplicidad, consideraremos
en esta secon la exten$in autoadjunta particular caracterizada por condiciones de tipo
Dirichlet en el origen.

Como veremos, adems de una sucdsi de polos simples en semienteros negativos,
la funcidn {(s) correspondiente a esta ext@msautoadjunta posee un polo dobleser
—1/2.

Consideremos entonces las soluciones de la emuae autovalores,

(A~ )b =0, (756)
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IX.2 OTRO TIPO DE SINGULARIDAD

gue son combinaciones lineales de las funciones,
¢1(x) = ze " M(1+ a/2ip, 2, 2ipx) (757)
Po(x) = e " U1+ o/2ip, 2, 2ipz) . (758)
Sus comportamiento en el origenastados por,
o1(7) =z + O(z?), (759)

1
= ST+ a2 O (760)

P2()

Si imponemos condiciones de contorno tipo Dirichlet en ambos extremos del intervalo
[0, 1], las autofunciones del operadéestin dadas por la ecudci (757) y los autovalores
An = W, SON las soluciones de la ecuat)

M1+ a/2ipin, 2, 2ip,) = 0. (761)

La funcion {4 (s) admite entonces la representacintegral,

d ‘ L dp
= 2% __log M(1 i1, 2, 2ip) ——
C(s) = f 1o Tog M1+ /2, 2. 2ip) 5

d
=5- f;ﬂs—l log M (1 + o/2ipu, 2, 2iu)
cC

—
™

(762)

siendoC una curva que encierra las soluciones de (761) en sentido antihorario.

Las singularidades de la fuidei ((s) pueden obtenerse a partir de un desarrollo
asinbtico del integrando en (762). §irg | < 7 entonces,

\ ei,u+7ra/4,u
1 204,2,2t4) ~ ———— X

JFo(1 — af2ip, —a/2ip, 1/2ip)—

ei,u—z'a log 21/2p
T(1+ o/2ip)
e~ it log 21/2p

T T —a/2ip) 2Fo(1 + o/ 2ip, o/ 2ip, —1/2ip) | (763)

Podemos cambiar el camino de integéacen (762) de€ al eje imaginario. Sit = +ip
conp € R* el logaritmo del desarrollo asintico (763) toma la forma,

a lo
log M(1F a/2p,2,F2u) ~ (1 F 1)p —logp + 5 8P

alog?2 1

—log2 + i logT'(1 + «/2p) + log o Fo(1 — o /2p, —ae/2p,1/2p) .

(764)
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Reemplazando este desarrollo a&fico en la expresin (762) obtenemos las singulari-
dades de la funén ((s).

El primer rmino de (764) &lo esh presente cuande pertenece al semieje imagi-
nario negativo y conduce a la apaéinide un polo simple de la furt ((s) en

S 7
s 5 (765)
con residuo,

1
Res {CA(S)}|S:1/2 T o (766)

Las potencias impares restantespden el desarrollo asiatico (763) originan polos
simples de la funéin {(s) en los puntos,

1
Sn =5 M con n=20,1,2 ... (767)

Las singularidades restantes provienen@ehtnoa log p/2p. Este €rmino contribuye

en la cantidad-« /4 al residuo del polo en,
1
=——. 768
=3 (768)

Ademas, tambgn conduce a la presencia de un polo doble en el mismo puate-1/2
con residuay /8.
Comportamiento asinttico de los autovalores

Si aproximamos las soluciones de la ecéac{761) utilizando la expresn (763)
obtenemos el siguiente comportamiento a@xiobd parau,,,

1 1
[LnN’/TTL—l-g Ogn+g(log27r+’YE) — 4+ 0(n?logn). (769)
2T n 2T n
Si reemplazamos este desarrollo &siicb en la expresin,
C(s)=> ", (770)
Hn
obtenemos,

C(s) = 7 2Cr(25) + an > 2 s(p(25 +2) —
(771)
—a(log 2 + vg)T 2 sCr(25 +2) + h(s), (772)
siendoCr(s) la funcion¢ de Riemann yi(s) es una funén anaitica enR(s) > —1. La

expresbn (771) confirma los valores de los residuos que hemos encontrado para los polos
ens =1/2y s = —1/2. Se verifica ade@s la presencia de un polo doblees —1/2.
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X.1 OPERADORES REGULARES SOBRE VARIEDADES NO
COMPACTAS

X.1. Operadores regulares sobre variedades no compactas

El resultado (1) determina la posici de los polos de la fun@in¢ de un operador
diferencial A de ordend con coeficientes infinitamente derivables definido sobre seccio-
nes de un fibrado vectorial sobre una variedad de base compada dimensin m
con borde suaveM sobre el que se imponen condiciones de contorno locales. Sin em-
bargo, como en esta Tesis hemos considerado operadores diferenciales con coeficientes
singulares sobre variedades no compactas, hemos encontrado divergencias con respecto
al resultado (1).

Con el objeto de distinguir @les de estas divergencias provienen de la presencia de
terminos singulares y @les se originan en la no compacidad de la variedad de base,
estudiaremos en esta sduntia validez del resultado (1) en el caso de variedades de base
M no compactas. El argumento que presentaremos permite determinar l@mpakti
primer polo de la fun@n< del operador diferencial para operadores de &tihger con
un potencial homagneo.

Consideremos un operador de SiztingerA,
A=-A+V(x), (773)

dondez € R* y el dominioD(A) del operador es un subespacioldgR™) sobre el
cual A es autoadjunto. Designemos pgf(x) sus autofunciones y pox, los autovalores
correspondientes.

La traza del heat-kernel puede escribirse,

Ze*w —Z / dz ¢ (x) e - () . (774)

Siintroducimos en laltima expresin la transformada de Fourier (ver defibici(IV.1.1))
enm dimensiones obtenemos,

=Y [ B T ) et . a7)

Como estamos interesados en el orden dominante a ipesjvalores de, podemos rea-
lizar la siguiente aproximagn,

exp [t (—=A+V(z))] ~exp (tA)-exp(—tV(z)), (776)
pues la diferencia entre ambos miembros es proporcional al conmutadak gede
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tV(x) que es ordet?. La ecuaddn (775) toma entonces la forma,

/ dx dp dp’
Rom (27)™

Tre 4 ~

S" FHou) () - sf{¢n}<p'>] e VD)

~ / dxdp i ive))
RQm (27T)m o

(777)

La Gltima expreshn puede interpretarse como la aproxindactlasica® de la funcon
de particon en el espacio de fases. Si realizamos la integral en el espacio de impulsos
obtenemos,

1
Tre 4 ~ 2 / dre V@ 4 778
re NG _dze + (778)

Supongamos ahora que el potencial depende de la variable raglique satisface la
condicbn de homogeneidad,

Vier)=c"V(r). (779)

La aproximaadbn (778) puede entonces escribirse,

1 1/h

T —tA | t—m/2/ dQ/ d m—1 _—V(t'/"r)

e e TR
1

N—t—m/Z—m/h/ d m—1 _—V(r) 780
21T (m)2) L arrte (780)

Para un operador regular, el primérrhino del desarrollo asidtico de la traza del heat-
kernel para una variedad compacta es proporciortal’&. Sin embargo, como indica

la ecuaddbn (780), esto no es cierto para un operador de @&lthger con un potencial
homogneo sobre una variedad no compacta sino que el exponente se modifica en la
cantidad—m/h siendoh el grado de homogeneidad del potencial.

Si la variedad de base es unidimensional y el potencial es hemeogde grada@,
entonces el primeretmino del desarrollo asiotico de la traza del heat-kernel es pro-
porcional at—*. Esto implica que el primer polo de la funci< del operador diferencial
se encuentra en = 1, en coincidencia con uno de los resultados de la éaddil.1),
gue corresponde a una variedad de base unidimensional y a un potenciatcuywmt
dominante en el infinito es homegeo de grada. Este resultado se encuentra taambi
en [9], donde se afirma, adé@s) que el comportamiento del potendidl:) en|z| — oo
puede conducir, incluso, a la apaéinide potencias de logaritmos den el desarrollo de
la traza del heat-kernel del operador diferencial.

3INobtese que siinterpretamos a la traza del heat-kernel como léfudeiparticbn estaéktica, el Imite
de pequios valores dé corresponde ainite de altas temperaturas.
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X.2. SUSYQM: Funciones Espectrales

X.2.1. La funcion de particion graduada

En esta secon calcularemos la fungn de particbn graduada [117] del hamiltoniano
H® de la secdn Ill, definida como,

Zf(t) =Tr {(—1)F e_tHM} : (781)

Si{®, }.en representa el conjunto de autofunciones de componenie®- ,, del opera-
dorQ(j) cuyos autovalores st dados pof A, }..cn, podemos definir la funén Zf(t),

. e (@, (—1)F o—tA2 QL@n,(—l)F@n
ZUED I @, u? -2 ( NE >’ (782)

An#0 An#£0

(—1)F < z; ) = ( _@2 ) : (783)

Teniendo en cuenta la ecuani(125) es inmediato probar,

—t>\2

Z \/_)\ | @, |2 (D1 (2)Pn0(2)] g =

An#0
(784)

Z s+a)T (3 —a) e~An
7 (1 - ﬁ) O (5% —a)

donde hemos tenido en cuenta el comportamiento de las funciorieg &n) cerca del
origen (wase la ecuaon (173).)

Dado que el espectro d@ﬁf) depende del pametrov, la funcibn de particbn gra-
duada depende de la extémsiautoadjunta. Se puede probar, adspgue, para los casos
v =0,7/2, ZI () es independiente dey coincide con elndice de WittenA.

En efecto, de acuerdo con los autovaloreﬂfé, dados en la ecuamn (181), cada
termino en la serie en (784) se anula. En consecuencia, ¢fngt) solo recibe una
contribucbn no nula proveniente del modo cero, obtenemos,

(o, (—1)F D)
[[®o|?

75 (1) = —1=A_, (785)

donde hemos utilizado la ecuéni(156).
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Por su parte, de acuerdo con los autovaloreg’de /,, dados por la ecuawn (182),
todos los érminos de la serie en (784) se anula. Obtenemos entonces,

ZF:W/Q(t) =0= A'y=7‘r/2 . (786)

Y

Debe destacarse que para las extensiones autoadjuntas del hamiltoniano correspon-
dientes a valores de # 0,7/2, la funcibn de particdbn graduadzﬂf’(t) depende del
patametrot. El indice de Witten egtdado por elimitet — oo que es igual a cero pues
ZE(t) = Zf(t) se anula exponencialmente codebido a la ausencia de modos cero.

X.2.2. La asimetiia espectral de la supercarga

La asimetra espectraf(s) del operador;)ﬂj) ,

n(s) ==Y sign(Aen) Aeal ™. (787)
At n#0

esh relacionada con la degenefatidel espectro d&f (V).

Dado que|A. .| ~ /n (véanse las ecuaciones (179)), la ecoadi787) define una
funcion anaitica en el semiplan®(s) > 2.

Sia € (—1/2,1/2), lafuncibnn(s) correspondiente a las extensiones caracterizadas
pory =0y~ = 7/2 se anula i@nticamente ®anse las ecuaciones (177) y (178).)

Calcularemos, a continudxi, el valorn(0) para las extensiones definidas pot4
0, /2. En general, la asimé& espectral puede expresarse&@minos de las funciones-

parciales. (s, 5(7)),
77(‘9) = C+(8, 6(7)) - eiﬂsgf (57 ﬂ(f}/)) ’ (788)

donde,

Ce(s,B(0) = D AT,

>\+4’n >0

(789)
C(5,8(9) = D A%

A n<0

De acuerdo con la ecu#ci (176) los autovalores d@f) son los ceros de la furtm

entera,
POLBO)) = ey F/(@) . (790)
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Como los ceros dé’(\, 5(y)) son reales y simples, podemos utilizar la siguiente repre-
sentaddn integral para la funén- parcial,

(o5, 8() = = f A

F'(\B(7))
7 00)) ™

i €i7r8/2 /OO—HO ,u—s F/<e_i7r/2:uv 6(7))
2m —oo-+10 F(e—m/Qlu’ ﬁ(’}/))

= o

(791)

dp,

donde la curvd&, encierra los ceros positivos (ﬂéj) en sentido antihorario.

Ademas, comaF (e |\|, B(7)) = " F(|\|,e ™ 3(v)), se deduce que los ceros nega-
tivos deF' (), 3(v)) son opuestos a los ceros positivoside\, e =" 3(v)). En consecuen-
cia,

(5, 8(7)) = e7™C(s,e77B(7))- (792)

Teniendo en cuenta,

2 2709\ _ 1—04 2
Fipg) T 062 =0 (5-asare)] i () =
F(—ip, B(7)) ol F(% —oz—i—u2/2)
—in 1= i3() AL

= [Al(u) + Az(u,ﬂ(v))] +0 (1),
(793)
siendo,

2

W 1
A(p) = —plog (=) + =
1(p) “Og(2)+u’

—a+1/2] 71 (794)
Ao(p, B(7)) = 2 [1 i) (%) ] :

I

vemos que la integral en (791) converge a una fuamenaitica en el semiplan®(s) > 2.
Consideraremos la extedsi meromorfa dé. (s, 3()) al semiplano complementario.

Como,
F'(—ie'™u, B(7)) oim F'(=ip, e " B(v)) (795)

F(—ie™u, 5(7)) F(—ip, e B3(v))’
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podemos escribir,

) — o (B [ u A () d
wCls, 80 = =2 sin () [ i) ds
+Z/1~oo qus {6iﬂs/2A2<u,ﬁ(’}/)) . e*i”/zAg(,u, MT/B }dﬂ+

)

mimspz [T s [E i eTTB()) T N
/1 g {F(—iﬂae‘”ﬁ(v)) [ 1)+ Balp, 7By

dp+

ims/2 ' ( Z/JH (7))
we [ ) e 799)

donde la primera integral en el miembro derecho convergelpana> 2, la segunda para

R(s) > 0, laterceray la cuarta paf&(s) > —2, y la quinta, evaluada a lo largo de una
curva en el semiplano superior que une el puatacon ell, es una fun@n entera de.

La extensbn anaitica 7 (s) del primer €rmino del miembro derecho de la ecuarci
(796) esh dada por,

(o) = 25 () [ i) du—
1 (797)

= —2sin (7s/2) E " s _22)2 lsg—@?)} '

La extensbn anaitica del segundoérmino del miembro derecho de la ecuarci(796)
resulta,

1) = {2 [0t dagu ) e =

, (798)
, p e ld
= —R< 2 e™/? lim o - < ,
n=eo Jy 1—i27 2 B(y)x
si o # 0, en tanto qués(s) := 0 paraa = 0.
De acuerdo con el valor de obtenemos,
» Si0<a<1/2,
4 2a+3/2
) = = sin () - T eos () +
(799)

x,

12232 () /1 . (%) +2272B(7) x cos ()
o T 20
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donde la integral converge pasa> —4«. Notese la presencia de un péfoen
s = —2a.

n Si—1/2<a<0y~vy#0,

2—a+5/2a

12(8) = —m cos (g) +

(802)

dx,

% 200 Esin (%) ~ 2 cos (%)
) BT+ 2T 5(7)

donde la integral converge pasa> 4« = —4|a|. Notese la presencia de un polo
simple ens = 2a = —|2a/.

Es importante mencionar que la fuani (s, 5(y)) resulta anatica en una vecindad
del origen. En patrticular, las ecuaciones (796), (797), (799) y (802) permiten obtener los
primeros érminos del desarrollo de Taylor de la fudieiC (s, 3(~y)) alrededor de = 0,

—2ra, a>0
=21 (i (s ~0,8(7)) = -7+ +
0, a<0
*[F'(=ip,B(7)  F'(=in, e‘”ﬁ(v))] p (803)
+/1 {F(—w,ﬁ(v)) Fl=ime a0y | *"
+i| log F(—i, 8(7)) = log (i, B(1)] +O(s)
donde la integral puede evaluarse teniendo en cuenta que,
(i—a+ u?
(2 a5 ) _ 2(171/2M72a {1 +0 (qu2)} ) (804)

(9

32Esta singularidad implica que la fubei< de @,

C(.8(7)) = Ca (5, B(7)) + = (5, 8(7)) = G4 (5, B() + ™ C1(s5,e77B(7)) (800)

presenta un polo simple en= —2a,

+3/2 (g2img _ -
(s B0) = = ( gsi);]gﬂ(v) OSUT) L O(s+29)°. (801)

Si el pametroy # 0, 7/2 el residuo, que depende de la exténsautoadjunta, se anula solamente para el
caso regularv = 0. Este es otro ejemplo de un operador con un potencial singular que admite extensiones
autoadjuntas cuyas funcionéssociadas presentan polos en posiciones que no responden al resultado (1),
valido para operadores regulares, sino que dependen de las Gati@etede la singularidad.
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X.3 DESARROLLO ASINTOTICO DEL HEAT-KERNEL EN VARIAS
DIMENSIONES

Finalmente obtenemos,

a, a>0
. i5 )
(s =10,6(7)) =19 2r 14+ e i3580 )7 : (805)
2
1
-, <0
\ 2 a7

De las ecuaciones (788),(792) y (805), podemos entonces calcular |la asesetc-
tral ens = 0,

1(s = 0) = [Gi(s, 1)) = Cols, e B()]

s=0

0, a# 0, (806)

—% arctan (%) , a=0.

X.3. Desarrollo asinttico del heat-kernel en varias di-
mensiones

En esta secoin mostraremos que la traza del heat-keenéf correspondiente a un
operador de segundo orddrcon coeficientes regulares admite un desarrollo @isiaten
potencias de cuyos exponente®k dependen del orden del operador y de la din@ensi
de la variedad//.

Consideremos, entonces, el operador,

A=-A+V(zx), (807)
V(z) =V,(z) -0, + Vo(x), (808)
dondez € R™, A = —d'dy V,(z), Vo(z) son funciones sobr&™ con valores en

c (Ckxk.

Lema X.3.1 El heat-kernek!2(x, 2') definido sobreR™ @ R™ es funcdbn dex — 2’y
satisface la propiedad de homogeneidad,

ez —a) =t e AtV (- 2)). (809)

Demostracbn: El niicleo del operadot'® puede calcularse en forma ebqila (vease,
e.g.,[40].) La propiedad (809) resulta entonces inmediata.
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DIMENSIONES
O
Es conveniente formular las siguientes definiciones,
g = eTth et (810)
V(t) :=e™ V(z) e 2. (811)
El operadog—*4 satisface entonces la ecuaeidiferencial,
0
Vt))e =0 812
(5 +70) e =0, 12)
gue puede escribirse en forma integral,
t
e =1— / V(ty)-e At . (813)
0

La solucbn de esta ecuami puede obtenerse en forma iterativa,

é_tA ~1— / tl dtl + / / tl tg dtl dto — ...+
t t1 n—1 _ - ~
_1)"// / V(t)V(ta) ... V(t,) dtrdts ... dt, + ... (814)
0 J0 0

Reemplazando en esta expogsias definiciones (810) y (811) obtenemaos,

t
e eTth / e LY (z) e A dty +
0

t pty
+// e A LY (g)  em TR LY (1) eT 2R At dty — ..+

// / A Ly () emTRIA LY () L x

“lnamt)A Y () et A dty dty L dt, + . (815)
de modo que el desarrollo asitito para la el heat-kernel en la diagonabae$ado por,

e Az, 2) ~ // /tnl/m /m ~E=A (g 1) X

x e~ (ti=t2)8 (g xg) L€ t"A(xn,x ) V(zy)...V(x,) doy ... de,dty ... dt,.
(816)

Si hacemos el cambio de variables— ¢ - t; parai = 1,...,n Yy utilizamos la propiedad
de homogeneidad (809) obtenemaos,

e—tA 7.7 ~ ik Z(n+1) —(1 t1)A —1/2 T — 1
()~ > Je (e =)
cem WA () o)) e A2 (2, — 1))
-V(xl)...V(:En)d:L‘l...dmndtl...dn.
(817)
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Finalmente, hacemos el cambio de escala en las coordenadast—'/?(x — z;) para
1=1,...,n

1 tn—1
() ~ 3 (1) g / / / / e—(1-)A
2 e e

n=0
x e M=t gy —gy) e AT (2 —2) — 1) X
V(e — \/¥x1) Vi(r— \/Exg) L V(x— ﬂxn) dt, ... dt,dz; ... dx,.
(818)

El desarrollo asirittico del heat-kernel en la diagonal*” (z, x) para pequios valo-
res det resulta entonces,

[e.9]

e Mz, x) ~ T2 Z cn(Az) - " (819)

n=0

donde los coeficientes, (A) estin dados por,

n(m+1 n—1
cn(Ajx) = ——— / / dt/ / dzy ... dx, %
1 tl

) e~ (li—t2)A (1’2 _1‘1 ( l’n) >

—V(:v —7x1) ... V(r —T1,)

- (820)

7=0

A partir del desarrollo asidtico (819) del heat-kernel en la diagonat“(z, z) se
demuestra, utilizando las ecuaciones (249) y (250), quéaka de la resolvente en la
diagonalG(z, z, A) admite un desarrollo asitico dado por,

Gz, z,\) Zm (A,z)- A" 1, (821)

El desarrollo (819) conduce a la expi@si(9) cuando el operador diferencidles
de segundo orden y éstefinido sobre una variedad de base sin borde. Por su parte, la
expresbn (821) permite obtener el desarrollo de la traza de la resolvente en potencias de
A dadas por la exprean (280) en el casd = 2.

X.4. Desarrollos asinbticos de la sec@n VI.1

En esta secon calcularemos el desarrollo agitico de f'(\)/f(\) que hemos pre-
sentado en la ecudi (470).
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El desarrollo asirdttico de la funadn poligamma que figura en el miembro derecho de
la ecuaddn (470) puede ser sencillamente derivado déientila de Stirling [1],

5 (55 21) om0+ Lata

donde los coeficientes(») son polinomios ew cuya expregin explcita no necesitamos.

Por otra parte, teniendo en cuenta la ecbraé#t 73), podemos escribir asticamente
el primer rmino del miembro derecho de la ecuac{470) de la siguiente manera,

[p-5+3--vG+3-3)]

(822)
De la formula de Stirling [1] obtenemos,

F(=5+5-1%) A om
log [ P ] ~ —ulog(—Z)Jr{Z am () (=) } (823)

donde los coeficientes en la seriedastiados por

()_24m—1 _I/+1 2m_ l/+12m +(V)><

B W | 23 22 om

% _Z_i_l 2m_|_ 34_1 . +(2m+1)zm:&>< 824
2" 2 2" 2 ~pp—1) (8249

om — 1 y 1 2(m—p)+1 U 1 2(m—p)+1
(ED[Ey ()

[F(—%%—A)] ~(-3) hENENT, (62)
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donde los coeficientés (v, N) esén definidos por,

i bo(v, N) 272" := exp {N i A (V) Z_Qm} ) (826)
n=0 m=1

Estos coeficientes, (v, N') son polinomios ey N dados por,

Z Nttt a1 (V)" az(¥)"™ ... an (V)™

rilry! ooy

, (827)

1,72,y n

donde la suma comprende el conjunto de todos los enteros positives. . . , r, tales
query +2rs+---+nr, = n.

Reemplazando ahora la ecuati825) en la ecuagn (822) obtenemos,

(828)

Las ecuaciones (822) y (828) conducen finalmente al desarrolloasiparaf’ () / f(A)
dado en la ecuagn (476).

X.5. Trazas de la sec@n VI.2

En esta secoin describimos brevemente @lculo de las trazas utilizado en la s&xti
VI1.2.2.

A partir de (528) obtenemos para élaleo deG. () en la diagonal,

G, 4%) = =5 s (T al) T2 ) = o) Julpr ) Tol) - (829)

2 sin v J

Para evaluar la traza de la resolvente hemos utilizado las primitivas [90, 72],

/.%‘JE(,U,JJ) dx = %2 {Ju('r:u)g - l/fl(x:u> Jl/Jrl(x/JJ)} ) (830)
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/x J(pz)J_,(px)de =
(831)

N p? F(l - V) F(l + 1/) [1F2 ({_1/2}7 {_V, V}, —a? IuQ) — 1} ’

donde,

mx? u? csc(mv)
dv (832)
{Jorw(@p) (@ p) + 200 (z p) Sy (2 p) + iy () Jio (T )}

Estas primitivas, junto con la reldxi,

By ({172}, {—v, v}, —2? p?) = —

Toa(2) 4 Jua(2) = LA (2), (833)

conducen directamente a la ecuac{544).
Analogamente, elircleo deGGy(A) en la diagonal eatdado por,

Golz, 25 1%) = =5 oo 1= (W) T () Ju(pw) = Ju(u) J2,(p)} . (834)

El mismo argumento conduce a la ec@ac{545).

X.6. Trazas de la sec@n VIl.1

En esta secoin describiremos brevemente délaulo de las trazas utilizadas en la
seccon VII.1.2.

De las ecuaciones (624) y (625) obtenemos la traza matricial’de, ', \) en la
diagonalx = 2/,

tr {GO(x, 13 \)} = ”AQSOSGC YT) LT T (a0 +
(835)
+J L, (A) T2z N) — LA L (x N) T (x X)) + J,(A) L1 (z A) S, (x A},
cuyo comportamiento en proximidades del origeia estdo por,
1/2—v
tr (@, as Ny = — T eosecm) ) v o) (g36)

A2 T2(1) 7, (\)
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de modo que es integrable gn1]. Para calcular esta integral hemos utilizado las primi-
tivas [90],

[r020w)de =5 (AN = ds@N BN} @30

/x J,(Ax)J_,(Az)dx = (838)

T XT(1-v)T(1+v) [ (4

—1/2}, {-v,v}, —2* N*) — 1], (839)

donde,
_ma? M\ cse(mv)

4v (840)
{Jo(@ ) T A) + 20 (A L (z A) + Ji—u(x A) i (z A}

junto con la relad@n,

By ({12}, {—v, v}, —22 N\ =

2v
Jyfl(Z) + JV+1(Z) = ?JV(Z) . (841)
La traza de la resolvente correspondiente-a 0 resulta entonces,
! 2v—1  J,41(\)
TDO—)\l—/t GOz, 2 \)} do = — 842
r( ) 0 r{ (.’L‘,fﬂ7 )} T )\ Jy()\) ( )

Analogamente, la traza matricial d&°(x, 2’; \) en la diagonak = 2’ resulta,

mx A cosec(vm)
2J_,(N\)

tr {G> (23 \)} = {=T(N) T A) Ty (2 X) +

(843)
+J_u(A) Juoi(z X) Jiy(x ) 4+ L, (A) T2, (z ) + L, (N) i, (z )}
cuyo comportamiento en el origen &@stado por,

7w A2 cosec(vm) J,(N)
tr {G™(z,2;\)} = DLt 4+ O(). 844
Podemos entonces calcular la traza de la resolvente correspondiente a ldextensi
00,

! Ji,(N)
Tr(D® —\)' = / tr{G*(z,z;\)} do = . (845)
0 J-u(X)
De las ecuaciones (842) y (845) obtenemos las expresiones (634) y (635).
Notese adess que,
tr {G®(z,z;\)} =
(846)

_ 92V \—2v [1 + (1/2 _ 1/) T JV()\) qu(/\) COSGC(I/W)] xl_QV
T\ (1 —v)’

+O(z).
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X.7. Desarrollos asinbticos de las Secciones VI.2y VII.1

Para desarrollar asisticamente la traza de la resolvente utilizamos el desarrollo de
Hankel para las funciones de Bessel, que brevemente exponemos en eéta secci

Para|z| — oo, conv fijoy |arg z| < m, se verifica [1],

Jy(z) ~ (%) ’ {P(v,z)cosx(v,z) — Q(v, z)sin x(v,2)} , (847)
Y 1
N,(z) ~ (%) ) {P(v,2)sin x(v,z) + Q(v, z) cos x(v, 2) } , (848)
donde,
v 1
X(v,z) =2z— (5 + Z_L) T, (849)
- T+v+2k) 1
- kzzo 5+v—2k) (22)°" (850)
Y
= (DT (3 +v+2k+1) 1
Qv z) ~ ZO @k + DT (b +v—2k—1) 271 (851)

Ademas,P(—v,z) = P(v,z) y Q(—v,z) = Q(v, z), pues estas funciones dependen
solamente de? (véase [1].) Por consiguiente,

PN
N

e—i0z ei0ﬂ<%+ -
JV(Z) ~ {P(V’ Z) - ZUQ(”? Z)} ) (852)

2z

dondes = 1 siJ(z) > 0 en el semiplano superiorey= —1 siJ(z) < 0. Analogamente,

e—iaz eitfﬂ(%-i-i)

N,(z) ~io {P(v,z) —ic Q(v,2)} , (853)

dondes = 1si(2) >0y o = —1si(2) < 0. En estas ecuaciones,

00 k
—10
P(v,z) —ic Q(v, 2) NkEZOJ/k: (22) ) (854)
donde los coeficientes,
r (1 +v+k)
k =(—v,k 855

son los ambolos de Hankel.
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El cociente de dos funciones de Bessel admite entonces el desarrolftiesjnt

JVl(Z> ~ ioc % (v1—v2) P(Vl,Z) _ i0Q<V17Z>
Tz "¢ Plin,2) —i0 Q(n,2) (856)

dondes = 1 paraS(z) > 0y o = —1 paraS(z) < 0. Los coeficientes de este desarrollo
asinbtico pueden sefacilmente calculados, a todo orden, a partir de la edug@54),

o s (- ) () <0 () e

En particular,

JV(Z> iomv P(V,Z)-iO’Q(V,Z) _ _domv
T, ¢ Pl —ioQ(—nz) O (858)

puesP(v, z) y Q(v, z) son funciones pares en

Analogamente, las derivadas de las funciones de Bessel admiten los siguientes desa-
rrollos asinbticos [1] pard arg z| < m,

J(2) ~ —\/% {R(v, z)sin x(v,z) + S(v,z) cos x(v, 2) } , (859)
y 2
N/ (z) ~ Nors {R(v,z)cos x(v,z) — S(v,z)sinx(v,2)} , (860)
donde,
D) - B L V2 (2K)? —1/4 (v, 2k)
R(v,z) kzzo( D" k=128 @ (861)
Y,
= VP4 (2k+1)2—1/4 (v, 2k + 1)
Por lo tanto,
oFiz ptim(5+1)
J;(Z) ~ :lii—{R(V,Z):FiS(V,Z)} ) (863)

2Tz

donde el signo superior e&hdo para3(\) > 0, y el inferior para3(\) < 0. Se verifica
tambén

R(v,2) £iS(v,2) = P(v,2) £iQv,2) + Ty(v, 2), (864)
con,
- +i\"
Ti(v,2) ~ > (2k—1)(v,k—1) (§> . (865)
k=1
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Obtenemos entonces,

L(Z)N i T (v, 2)
e {H P(v,2) FiQ(v, Z)} , (866)

donde el signo superior vale pagé\) > 0, y el inferior par&3(\) < 0. Los coeficientes
del desarrollo asigtico del miembro derecho de la ecuati(866) pueden obtenerse
facilmente a partir de las ecuaciones (854) y (865),

Ti(v, z) L 1
P(v,2) +iQ(v,2) +5, 10 (;) (867)

Finalmente, como lodmbolos de Hankel son parese(véanse las ecuaciones (855),
(854), (865) y (866)) se verifica,

~ ) (868)
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