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Capitulo 1

Introduccion

Los fenémenos fisicos conocidos bajo el nombre general de Efecto Casimir [1, 2, 3]
son de naturaleza cuantica, y estan asociados con la existencia de oscilaciones de
vacio de los campos cuanticos. El efecto surge como resultado de la distorsién que
sufre la energia del estado de vacio de los campos debida a la presencia de contornos,
topologias no triviales o campos de ”background”.

El célculo de las primeras correcciones cuanticas a ésta y otras magnitudes fisicas
de la teoria cuantica de campos esta intimamente relacionado con el calculo de fun-
ciones espectrales (como determinantes funcionales, heat-kernels y potencias com-
plejas) de operadores elipticos asociados a las acciones que describen la dindmica de
los campos.

Estos aspectos conforman lo que hoy se conoce como geometria espectral, y
encuentran aplicacién en diversas dreas de la Fisica y la Matemética [4, 5, 6, 7, 8,
9, 10, 11, 12, 13, 14], presentando interés para materias tan variadas como lo son
su relacién con teoremas del indice [4], su aplicacién a problemas de la cosmologia
cuantica [15], a modelos efectivos para las interacciones fuertes [16, 17, 18] y la
materia condensada [19, 20].

En particular, la traza del heat kernel y la funcion ¢ asociada a ciertos sistemas
elipticos de borde son de gran utilidad para la regularizacién [21] de acciones efectivas
[22] y energfas de Casimir [23].

Aqui trabajaremos sobre el problema del cédlculo de ciertas funciones espectrales
y su empleo para la determinacién de energias de Casimir de campos definidos en
regiones con borde y en presencia de backgrounds, asi como en su aplicacién a
modelos de interés préctico.

Debido al progresivo avance en las técnicas experimentales, hoy en dia es posible
medir las fuerzas de Casimir con gran precision [24]. De hecho, actualmente es
tenida en cuenta como una componente determinante en las fuerzas que actian
sobre micro-dispositivos electro-mecéanicos. En particular, el calculo de energias de
Casimir resulta de interés incluso en situaciones tan concretas como la busqueda
de una explicacién para el fenémeno de la sonoluminiscencia [25], en el cual una
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6 1- Introduccion

burbuja de gas en un fluido, atrapada en un nodo de velocidad de una onda sonora
estacionaria, emite cortos e intensos pulsos de luz. Cada pulso contiene alrededor de
un millén de fotones en el rango de la luz visible, y su duracién es de sélo algunas
decenas de picosegundos. La emision de luz se produce cerca del final del rapido
colapso que sufre la burbuja en cada ciclo, que reduce su radio unas diez veces desde
un valor inicial de unos 50 pm. Si se compara la energia emitida desde una region
de esas dimensiones con la densidad de energia promedio transportada por la onda
sonora, se concluye que en este fendmeno ocurre una concentracion de energia de
12 drdenes de magnitud, lo que muestra el interés practico de este problema (ver
Apéndice A).

La idea de dar una explicacién al fendmeno de la sonoluminiscencia [25] basada
en la energia de Casimir de una burbuja en un medio dieléctrico fue desarrolla-
da inicialmente por Schwinger [26]. Pero sobre ese punto hay atin un considerable
desacuerdo [27, 28, 29, 30, 31, 32, 33].

En efecto, hay autores que basan sus calculos en el desarrollo asintotico de la
densidad de estados y en la existencia de un cut-off real en el nimero de onda (que
refleja el comportamiento del indice de refraccién del medio), obteniendo resultados
que dan sustento a esa hipdtesis [30, 31]. Ademds, en recientes trabajos [32, 33| se
ha estudiado el problema de la emisién de fotones debida a un brusco cambio en las
propiedades dieléctricas del medio (en el limite de grandes volimenes), calculando
el espectro de particulas emitidas a partir de la evaluacion de los coeficientes de Bo-
goliubov que relacionan los estados inicial y final. Estos resultados también estarian
de acuerdo con la explicacion propuesta por Schwinger [26].

Por otra parte, hay autores [29, 27, 28] que estén en franco desacuerdo con esa
explicacion del fendmeno, basandose en ciertos argumentos de renormalizacién para
descartar términos de volumen y superficie en la energia de Casimir. Esos autores
29, 27, 28], estudiando sumas sobre autofrecuencias, no toman en cuenta la exis-
tencia de un cut-off fisico en ese sistema, definiendo la energia de Casimir mediante
regularizaciones que conducen a un resultado inconsistente con el experimento, tanto
por su magnitud como por su signo.

En particular, no hay acuerdo acerca de la renormalizacion necesaria para re-
mover las singularidades que aparecen en la energia de vacio, un hecho que oscurece
la interpretacion fisica de las partes finitas. El por qué de tales desacuerdos se puede
entender recordando que la energia de vacio Ey del campo cuéntico en consideracion
(calculado mediante algin mecanismo de regularizacién), puede considerarse como
una correccion cuantica al sistema clasico. Como, en general, Fjy contendra una parte
finita y una divergente, se acude al procedimiento de renormalizacién que consiste
basicamente en sustraer la parte divergente de la energia de vacio y agregarsela a la
energia clasica del sistema, redefiniendo sus parametros (como masa, constantes de
acoplamiento, etc.) de manera tal que el resultado sea finito.

Sabemos que se desliza cierta arbitrariedad cuando se introduce una regulari-
zacion, hecho que se traduce en que la parte finita de la energia de vacio regulariza-
da dependa de la regularizacion elegida. Luego es necesario fijar alguna condicion
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de normalizacion sobre la energia renormalizada, E,.,, de manera que tenga un
significado fisico tnico.

Una condicion natural para campos con masa es que F,., — 0 cuando m — oo,
ya que se puede argumentar que un campo masivo en el limite de masa infinita no
deberia tener fluctuaciones cudnticas.

Sin embargo, no hay una condicién de normalizacién general para los campos sin
masa.

De aqui pueden entenderse las discrepancias sobre la renormalizacion necesaria
para remover las singularidades que aparecen en el estudio de la energia de vacio
en presencia de dieléctricos: Por un lado, como el campo relevante es no masivo, no
hay una condiciéon de normalizacion que haga tunica a la parte finita de la energia de
vacio. Por otro lado, en general el resultado para la parte divergente no es expresable
en términos de funciones simples, de modo que los contratérminos necesarios son
extremadamente complicados y la interpretacién del modelo clésico asociado es poco
clara.

De este modo, en calculos con dieléctricos no dispersivos la presencia de divergen-
cias ultravioletas dificulta la interpretacion fisica de las partes finitas de la energia
de vacio.

En ese contexto de controversia, resulta de sumo interés el estudio de la energia
de Casimir en medios dieléctricos. Su estudio reviste interés tanto desde un punto de
vista tedrico, para dilucidar problemas referentes a la renormalizacién y condiciéon
de normalizacién que hemos mencionado antes, como para la comparacién directa
con el experimento, por ejemplo en el fendmeno de la sonoluminiscencia.

Nuestra propuesta para analizar el problema de la energia de Casimir en dieléctri-
cos se basa en la suposicion de que los inconvenientes que hemos mencionado pueden
tener su origen en el hecho de que los modelos usualmente utilizados para describir
medios dieléctricos no incorporan, en su mayoria, una relacién de dispersion realista,
dependiente de la frecuencia. Una consecuencia directa de ello es un comportamiento
ultravioleta inadecuado, que lleva a la aparicion de divergencias de las cuales es im-
posible extraer un valor finito para la energia de Casimir de una manera fisicamente
razonable.

Por este motivo, aqui analizaremos la energia de Casimir como funcién de las
propiedades dieléctricas del medio. Y, en ese sentido, resulta natural su estudio en
situaciones donde los dieléctricos se describen usando modelos realistas.

El método que emplearemos se basa en la suma sobre frecuencias propias del
campo electromagnético. Esto requiere la introduccién de una regularizacién para
controlar las contribuciones de las altas frecuencias. Adoptaremos la técnica de la
regularizacion ¢, que consiste en la extension analitica de la suma de potencias
complejas de las autofrecuencias del campo cuantico relevante.

Dada la profunda conexién existente entre distintas funciones espectrales de ope-
radores elipticos (como la funcién ¢, la traza del llamado heat kernel, o el determi-
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nante funcional) [4], la técnica de la funcién ¢ sirve como un marco de trabajo
unificado en diferentes dreas de interés. Aqui desarrollaremos un método de calculo
de una funcion ( adecuada al estudio de la energia de Casimir como funcién de
las propiedades dieléctricas del medio, en principio aplicable a distintas geometrias.
Las divergencias ultravioletas de la Teoria Cuantica de Campos se presentan en este
contexto como singularidades de la extension meromorfa de estas funciones.

En primer lugar, en el capitulo 3 analizaremos el comportamiento de las di-
vergencias en la energia de vacio cuando se utilizan modelos que describen medios
dispersivos realistas. Estos modelos introducen una frecuencia de plasma en la per-
mitividad, de manera tal que su comportamiento para altas frecuencias puede ser
deducido a partir de la relacién (causal) no local en el tiempo que existe entre el
vector campo eléctrico y el vector desplazamiento eléctrico para medios dispersivos
generales [34].

Bajo la hipotesis de que una relacién de dispersion lo suficientemente realista
podria actuar como un requlador natural de la energia de vacio, la propuesta es
que la consideracion de propiedades dispersivas sencillas pero realistas, tanto en el
rango de altas como de bajas frecuencias, conducira a una estructura simple de las
singularidades, de manera que puedan ser separadas de las partes finitas mediante
la introduccion de contratérminos sencillos. Luego, las partes finitas asi obtenidas
ganan sentido fisico tras un proceso de renormalizacion, pudiendo ser comparadas
con el experimento [24].

Para el estudio de esas partes finitas, como primera medida, estableceremos en el
capitulo 4 un método de calculo para un modelo simplificado de un campo escalar,
que simula el comportamiento de los indices de refraccion a altas frecuencias y que
se traduce en una condicion de contorno dependiente de la frecuencia. E1l método de
calculo podra luego ser utilizado en el estudio de situaciones de creciente compleji-
dad, como sucede en el problema de la contribucién de bajas frecuencias a la energia
de vacio del campo electromagnético en medios dieléctricos. Este estudio sera pos-
teriormente ampliado en el capitulo 5, para analizar un modelo completo para la
energia de Casimir, que toma en consideraciéon de manera realista las contribuciones
tanto de bajas como de altas frecuencias, esto es, un modelo que describe el rango
completo de frecuencias de manera realista.

Los resultados seran aplicados, por un lado, a una situacién de interés para
la sonoluminiscencia, en busqueda de una respuesta sobre el papel que puede de-
sempenar la energia de Casimir en ese fenémeno. Por otro lado, ellos seran analiza-
dos con el fin de dilucidar puntos oscuros como los mencionados arriba acerca de la
renormalizacion de la energia de vacio en presencia de medios dieléctricos.

Comenzaremos, en el capitulo siguiente, con un repaso historico del Efecto Casimir,
su definiciéon en el marco de la Teoria Cuéantica de Campos, y una breve descrip-
cién de los aspectos generales referidos a los mecanismos de regularizacién y renor-
malizacion de la energia de vacio. El capitulo finaliza con una presentacion de las
propiedades dispersivas generales de los medios dieléctricos.



Capitulo 2

El Efecto Casimir

Los fenémenos fisicos conocidos bajo el nombre general de Efecto Casimir son de
naturaleza cuantica, y estan asociados con la presencia de oscilaciones de punto cero
en los estados de vacio de los campos cuanticos. El efecto surge como resultado de la
distorsion de la energia de vacio de los campos debida a la presencia de contornos,
topologias no triviales o campos de ”background”en el dominio de cuantizacion.

Comenzamos en este capitulo dando, en la seccién 2.1, un breve repaso de la
historia del Efecto Casimir. En la seccién 2.2 se da una definicion de la energia
de Casimir dentro del marco de la Teoria cuantica de campos. En las secciones
2.3 y 2.4 se describen los aspectos generales de los mecanismos de regularizacion y
renormalizacién de la energia de vacio y se discuten los problemas que surgen en su
aplicacion para una correcta definicién de la energia de Casimir en el caso de los
medios dieléctricos. Por 1ltimo, la secciéon 2.5 estd dedicada la descripcion de las
caracteristicas dispersivas de los medios reales.

2.1. Introducciéon

El Efecto Casimir es un aspecto fundamental de la Teoria Cuédntica de Campos,
que se expresa usualmente como una consecuencia observable de las fluctuaciones
de vacio de los modos normales del campo cudntico bajo consideracion.

Histéricamente, la primer prediccién de este efecto la dio H. B. Casimir [1] en
1948 al sugerir que debia existir una fuerza atractiva entre dos placas metdlicas
descargadas, originada por el cambio en la energia de vacio del campo electro-
magnético producido por la presencia de las placas.

Casimir consideré un sistema formado por dos placas infinitas paralelas perfecta-
mente conductoras y descargadas, ubicadas en el vacio y separadas por una distancia
a. Aunque generalmente es aceptado que las oscilaciones de punto cero de los cam-
pos en el vacio del espacio ilimitado son no-observables, la presencia de contornos
cambia esa situacion. En efecto, Casimir observo que se podria medir la diferencia
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entre la energia de punto cero del campo electromagnético en el espacio vacio y la
energia de punto cero del mismo en presencia de contornos:

ECas = Z %h Weond — Z %h Woac) (21)

donde los subindices se refieren a los modos normales, de frecuencia w, del campo
electromagnético en presencia de contornos conductores y en el vacio del espacio no-
acotado, y las sumas son hechas sobre todos los posibles modos normales del campo
en ambas situaciones (en la seccién siguiente se dard una explicacién detallada acerca
de la definicién de expresiones como (2.1)).

En (2.1), el cambio en el espectro de modos normales se debe a la anulacién
de la componente tangencial del campo eléctrico sobre la superficie de las placas
metalicas, y eso es lo que produce un efecto observable. Por supuesto que la expresion
(2.1) es puramente simbdlica, ya que ambas sumas son divergentes. Casimir dio una
definicién adecuada a esas sumas (es decir, adopté una regularizacion de las sumas
divergentes que aparecen en (2.1), tema que se tratard en la seccién 2.3), de la que
fue capaz de extraer un resultado finito, la Energia de Casimir (por unidad de drea

de las placas) para esa geometria,
7% he
s = ———, 2.2
¢ 720 @ (22)

donde a es la separacion entre placas, o bien para la fuerza por unidad de érea,

dECas 772 he

- - 9.
/ da 240 a* (2.3)

Notar el signo menos en la expresién de f. Eso significa que la fuerza de Casimir es
atractiva: las placas (descargadas) se atraen entre si. Para placas 1 cm? de érea y
una separacién de a = 0,5 um, esta fuerza es del orden de |f| ~ 0,2 1075N.

Esta atraccion entre placas paralelas conductoras descargadas ubicadas en el
vacio ha sido convincentemente demostrada por varios experimentos en los lti-
mos anos [35, 24, 36]. De hecho, actualmente es tenida en cuenta como una com-
ponente determinante en las fuerzas que actian sobre micro-dispositivos electro-
mecanicos|37, 38].

Pronto la atencion sobre el Efecto Casimir se volcé hacia otras geometrias. En
particular, para geometrias esféricas el interés en el estudio de la energia de Casimir
fue motivado por otro trabajo del propio Casimir [39] de 1956, en el cual sugirié que
una fuerza de vacio atractiva podria balancear la repulsién de Coulomb en un modelo
semiclésico para el electrén. Sin embargo Timothy Boyer [40] en 1968, con su calculo
del cambio en la energia de Casimir debido a la presencia de una capa esférica
conductora, echd por tierra el modelo de Casimir para el electron, ya que el signo
de la fuerza resultante era el contrario del supuesto por Casimir.
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El resultado de Boyer, que mostré que la geometria juega un papel poco pre-
visible en calculos de la Energia de vacio, impulsé su estudio por diversos grupos y
con diversas técnicas de trabajo (técnicas de scattering multiple [41, 42], técnicas
involucrando funciones de Green [43], técnicas basadas en teoria de fuentes [44], etc).

Como la aparicion de fuerzas de Casimir entre cuerpos rigidos es esencialmente
la tinica manifestacién macroscopica de las fluctuaciones de vacio de los campos
cuanticos, fue interesante no sélo investigar el efecto para varias configuraciones
geométricas, sino también incluir paredes ideales y semipermeables, paredes rugosas
y problemas no-estacionarios con contornos moviles. También fue investigado el
Efecto Casimir a temperaturas distintas del cero absoluto [45, 46, 47] entre 1950 y
1960, con resultados que atin hoy resultan controversiales [48, 49, 50, 51, 52, 53, 54,
55].

Cabe senalar que desde los comienzos del Efecto Casimir, el fenémeno fue con-
siderado como una consecuencia de las fuerzas de van der Waals entre moléculas,
en el sentido de que las fuerzas de Casimir entre cuerpos macroscopicos ocasionadas
por las oscilaciones de punto cero del campo electromagnético fueron interpretadas
como un caso limite de la interaccién de van der Waals [56, 57]. En realidad, hasta
la actualidad soélo se ha podido mostrar que ambas aproximaciones dan los mismos
resultados para medios diluidos tinicamente [27, 58].

De cualquier manera, un Efecto Casimir causado por cambios en el espectro de
oscilacion de punto cero de otros campos en dominios espaciales acotados, o de todos
los campos (incluyendo el electromagnético) en espacios con topologias no-triviales,
ciertamente no puede reducirse a un fenémeno de fuerzas de van der Waals, dandole
al Efecto Casimir el status de un tema de estudio independiente.

Asi, desde principios de 1970 el Efecto Casimir fue estudiado en diversas areas.
Por ejemplo, su aparicion en cosmologia esta asociada con la posible topologia no-
euclidea del espacio-tiempo [59, 2]. Andlogamente a lo que ocurre en presencia de
cuerpos materiales, en espacios topolégicamente no-triviales el espectro de oscilacion
de punto cero difiere del caso de Minkowski, resultando en una densidad de energia
de vacio no nula que permitiria, en principio, determinar la topologia global del
Universo por medio de medidas locales.

También el Efecto Casimir ha cobrado importancia en fisica hadronica en la
construccién del modelo de la bolsa [60, 61, 62, 63], donde el confinamiento de
quark se asegura postulando la ausencia de corriente a través de la superficie de la
bolsa. La energia de Casimir de los campos de quark y de gluones debe ser incluida
en la energia total de la bolsa cuando se calculan propiedades hadrénicas.

Pero mas alla de los aspectos aplicados mencionados arriba, desde un punto de
vista tedrico la investigacion del Efecto Casimir presenta aspectos de interés para la
Teoria Cuantica de Campos y la Fisica Matematica, en tanto que requiere de nuevos
métodos para aislar y remover divergencias de los valores de expectacion de vacio
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de los operadores correspondientes a observables fisicos!.

Un caso de particular interés es el estudio del Efecto Casimir en presencia de
medios dieléctricos. Alli los principales temas a desarrollar estan ligados al problema
de la reqularizacion y renormalizacion de la energia de vacio. En los tltimos tiempos
su estudio ha cobrado creciente importancia debido a la existencia de fenémenos en
donde se ha sugerido que este efecto podria jugar un papel importante. Uno de los
ejemplos mds interesantes es el fenomeno de la sonoluminiscencia [64, 25|, que se
describe en el capitulo 5.

Por otro lado, el estudio de la energia de Casimir en presencia de medios dieléctri-
cos es un tema sobre el cual atin hoy quedan aspectos no resueltos. Para entender
estos aspectos, relacionados como se dijo antes con la adecuada regularizacién y
renormalizacién de singularidades en la energia de vacio, conviene primero revisar
més detalladamente el Efecto Casimir en el marco de una teoria cuantica de campos.

2.2. Definicion de la energia de Casimir

La esencia de la fisica cuantica son las fluctuaciones. El principio de Heisenberg
implica que el conocimiento preciso de la posicion de una particula implica perder
todo conocimiento sobre su momento y viceversa, y el producto de las incertezas
de una coordenada generalizada ¢ y de su momento conjugado p estd acotado por
debajo,

AgAp > g (2.4)

lo que refleja la relacién de conmutacion fundamental

g, p] = 2h. (2.5)

El Hamiltoniano, en general, no conmuta con ¢ ni con p; esto significa que en un
autoestado de energia las fluctuaciones en ¢ y p son ambas no-nulas:

Ag >0, Ap > 0. (2.6)
Mas atn, un oscilador armonico tiene, correspondientemente, una energia de su
estado fundamental no-nula. En efecto,

1
Bt =hw(m+3), n=012,.. (2.7)

1Un problema tedrico interesante es el de las llamadas divergencias superficiales. Para dominios
compactos acotados por superficies cerradas (por ejemplo el interior de una esfera), la densidad de
energia de vacio regularizada se hace infinita sobre el contorno de la superficie. Estas singularidades
superficiales pueden removerse, por ejemplo, si se considera la suma de las energias de vacio del
problema interior y exterior [3, 65] y también, como veremos mds adelante, al considerar modelos
de dieléctricos realistas.
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La implicacién aparente de esto es que, por ejemplo, un cristal (que puede pen-
sarse de manera grosera como una colecciéon de atomos contenidos en potenciales
armoénicos) deberia tener una gran energia de punto cero a temperatura cero:

1
Ey= Y Shw, (2.8)

atomos

donde w es la frecuencia caracteristica de cada oscilador.

De manera similar, un campo cuantico puede considerarse, en primera apro-
ximacién, como una coleccién infinita de osciladores arménicos desacoplados, que
representan las fluctuaciones de los campos.

Para introducir el problema de las energias de vacio en Teoria Cuantica de Cam-
pos, conviene primero repasar brevemente los lineamientos generales del mecanismo
de cuantificaciéon canodnica. Para simplificar, lo haremos en el caso sencillo de un
campo escalar real @, libre y de masa m, para luego investigar lo que sucede cuando
se varian las condiciones de contorno impuestas al sistema.

En la teoria clasica de un campo escalar ¢, cuya dinamica esta dictada por la
densidad lagrangiana

1 1
L= 58,@8*@ - §m2<1)2, (2.9)
el campo ® (7', t) satisface la ecuacién cldsica de movimiento de Klein-Gordon,
("0, +m*)® =0, (2.10)

que resulta de las ecuaciones de Euler-Lagrange para este sistema.

En la formulacién Hamiltoniana, el campo canénicamente conjugado a ® es
(7 ,t) = 0y®(7,t), de modo que el Hamiltoniano del sistema y las ecuaciones
clasicas de movimiento (en el lenguaje de Corchetes de Poisson) son

H[®, 1] = [, d*x [I1 9@ — L],
{II(Z, 1), d(Y, 1)} =637 — %), {II,LII} =0, {®,d} =0, (2.11)

{H,®} = 0,®, {H, 11} = dpll,

de donde se ve que el Hamiltoniamo del sistema es el generador de las traslaciones
temporales.

En la correspondiente teoria cuantica, los campos candénicamente conjugados
® y II son representados por operadores que satisfacen relaciones de conmutacion
sugeridas por los corchetes de Poisson clasicos. A tiempos iguales:

(1), ®(y,t)] = —h6*(7 — %), [ILI] =0, [® & =0. (2.12)

En el esquema de Heisenberg, la evolucién temporal de los operadores @ y II
viene dada por las ecuaciones de Heisenberg

[H, 3] = —1 h 9y®, [H,II] = —1 h 91l (2.13)
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donde H, el operador Hamiltoniano, se infiere a partir de la teoria clasica, simetrizan-
do las expresiones para que resulte hermitico.

También hay que especificar el espacio de Hilbert sobre el cual actian los opera-
dores de campo. Los operadores ® y I de un campo escalar se pueden desarrollar en
términos de los operadores a; y ax, que se interpretan como operadores de creacién
y destruccién de particulas de masa m y tetraimpulso &, = (k°, /2) = (wy, l;), donde
k k" = wi — k* = m? (notar que las frecuencias propias w} son autovalores del
operador —/A\ + m?), y satisfacen las reglas de conmutacién

P d
[akaa;] = 2wy 55( k — 7)7
(2.14)
lak, ag) = [aZ,a;] = 0.
El operador de campo a todo tiempo se puede obtener a partir del conocimiento
de la evolucién temporal de a; y a, la que se obtiene de sus relaciones de con-
mutacién con el Hamiltoniano del sistema. Se tiene

af (t) = af e“*, a(t) = ap e ™. (2.15)

La interpretacion de los operadores a; y a; como operadores de creacién y destruc-
cién de particulas de masa m y tetraimpulso k, implica la existencia de un estado
de vacio que satisface

ag|0 >= 0, Vk, (2.16)

a partir del cual se construye el espacio de Hilbert por aplicacién de a; .

De lo expuesto arriba se ve que tanto el operador de campo como los estados
cuanticos permitidos dependeran (a través de las frecuencias propias wy) de las
condiciones de contorno impuestas al sistema. Para ilustrar mejor este punto y en-
tender sus consecuencias, consideremos dos situaciones (por simplicidad tomemos
sélo una dimensién espacial):

a) Campo escalar libre definido en toda la recta —oo < x < oo:
El operador de campo ® desarrollado en términos de los operadores a; y ay es

dk 1
Bo.0) = [ 5 e o e ) @an)

donde w? = k? + m?, —oo < k < 00, y el operador Hamiltoniano H resulta

dk 1
H:/gwk af o+ 5. (2.18)
b) Campo definido en el segmento [0, a], con condiciones de contorno de Dirichlet,
®(a,t) = ®(0,t) =0:
Aqui el operador de campo en términos de los operadores a; y aj, resulta

o

1 —Ww Wn
est) =D i [on e bar e (2.19)
n=1 n
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donde w? = k2 +m?, k, = "% n € Z, mientras que para el operador H queda
1
H = w lat an + =] 2.20
> ol ot 3 (2.20)

Una comparacion de las expresiones (2.17) y (2.19) muestra que tanto el operador
de campo como los estados cuanticos permitidos dependen de las condiciones de
contorno. En particular el estado de vacio |0 > definido en (2.16) depende de las
condiciones de contorno.

Un calculo de la energia de vacio, valor medio de vacio del operador H, conduce
a las siguientes expresiones formales:

para a)

1

* dk
Eou =< 0M|H|0M >= 5 2— vm? + k? L, (221)
oo 2T

donde L — oo es la longitud del espacio accesible.

para b)
1 & N 5
Ey =< 0[H|0 >= 5 ; \Jm?+ ()" (2.22)

Aunque las cantidades Ey y Foy son ambas infinitas, se puede mostrar que la
diferencia entre sus densidades es una magnitud finita. Pero primero habra que
definir adecuadamente expresiones como las (2.21) y (2.22): en general la expresion
para la energia de vacio aparece como una suma o integral divergente, de manera
que expresiones como las de (2.21) y (2.22) son sélo formales. Luego, para darles un
sentido matematico preciso se recurre a esquemas de reqularizacion.

Por ejemplo, podemos forzar la convergencia de (2.21) y (2.22) introduciendo
una funcién de corte exponencial y definiendo

EOM L ]. o0 dk —« |]€|
"L '_2/_0027r [kl e

donde se ha considerado el caso simplificado de masa nula, m = 0. En (2.23),
el simbolo |, o+ significa tomar, al final del calculo, la extensién analitica de esa
funcion del regulador o al valor fisico de ese pardmetro, a = 0.

(2.23)

a—0t a—0F

Para a > 0,
Eo(a;a) = & smh—2(%) -
= o+ @)+ 00, Ela) = % , (2.24)
Eop(a) = L

2ma?
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Notese que las partes singulares de las densidades lineales de energia son idénticas,
de modo que su diferencia es una cantidad finita:

Bu(esa) = (@) o= £@) 4 0@ €@, (22)

donde £(a) es la energia de Casimir del sistema.

Aqui la magnitud finita £(a) se obtuvo removiendo la contribucién divergente
de la energia de vacio regularizada Ey(a; ), tomando como punto de comparacién
la densidad de energia de vacio correspondiente al espacio ilimitado. En ese sentido,
una condicién de consistencia para esta definicién es que se satisfaga que £(a) — 0
cuando a — oo.

Se puede calcular ahora la fuerza entre contornos (extremos del intervalo):

0&(a) T

Fla)= =52 =~ (2.26)

Esta fuerza, que resulta atractiva y tiende a 0 cuando a — oo, es llamada fuerza de
Casimar.

Esa fue la idea bésica del trabajo de Casimir de 1948 para su cdlculo de la fuerza
entre placas paralelas descargadas [1].

Como se ha mostrado en este ejemplo sencillo, lo que tiene sentido calcular
son las diferencias de energias de vacio, asi que en el caso general se define la
energia de vacio renormalizada £ como la diferencia entre los valores medios de
vacio (regularizados) del Hamiltoniano para el problema en cuestién y la energia
contenida en esa misma regién para el caso del campo libre sin limitaciones en el
espacio de Minkowski. Siguiendo la notacién de los ejemplos a) y b), definimos

E(a) = (< 0|H|0 >, — < 0um|H|Opm >a)|a—ao (2.27)

donde « es el parametro correspondiente a alguna regularizaciéon para esas expre-
siones (de otro modo divergentes), y el limite significa tomar la continuacién analitica
al valor fisico del pardmetro, v, una vez efectuada la sustraccién?.

2Es usual en teorfa cudntica de campos en espacios no acotados, adoptar la prescripcién de
orden normal para los operadores. En el caso del operador Hamiltoniano esto corresponde a restar
la energia de vacio, lo que hace que el operador Hamiltoniano en orden normal tenga un valor medio
de vacio nulo. Pero jcudl es el valor de la energia de vacio en presencia de campos de background
y/o cuando el campo cudntico ocupa una regién espacial acotada y estd, en consecuencia, sujeto
a condiciones de contorno?. Es fécil entender que en el caso de un campo definido en una regién
acotada existird un conjunto infinito de estados de vacio diferentes para configuraciones geométricas
o condiciones de contorno diferentes. Por ejemplo, modificando los valores de los pardmetros, como
una longitud a, se podrd pasar de un estado de vacio a otro con una diferencia de energia de
vacio que resultard, en general, divergente. Luego se ve claramente que aunque se preasigne un
valor de energia nulo a algin estado, el problema resurge al variar los parametros del sistema. En
consecuencia, en cédlculos del Efecto Casimir no tiene sentido tomar los operadores Hamiltonianos
en orden normal.
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Por otra parte, para una correcta determinacion de la energia de Casimir £ es
necesario que su valor no dependa de la regularizacion adoptada. Este es verdadera-
mente el caso para el ejemplo del campo escalar que se discutié anteriormente, como
se puede ver facilmente considerando otras regularizaciones en (2.23).

Para ilustrar esto consideremos de nuevo el caso del campo escalar sin masa,
pero ahora restringido al espacio entre dos placas paralelas infinitas. Este problema
es analogo al del ejemplo b), pero considerado ahora en tres dimensiones espaciales
y satisfaciendo condiciones de contorno de Dirichlet sobre las placas,

®(a,y, z,t) = P(0,y,2,t) = 0. (2.28)

Las frecuencias propias son w, = (k2 —|—k§ +k§)% con k, =" n€ N, ky, k., € R.
Luego, la energia de vacio por unidad de area de las placas estd dada por

1
Ey 1 [®dkydk, =[/nm\2 5, ,]2
7—5/_00 (27‘(’)2 ;[(7) —|—]€y+k’z . (2.29)

Esta energia de vacio por unidad de area transversal es divergente ya que tanto la
suma como las integrales son no convergentes. Luego, como hicimos antes, para darle
una interpretacion debemos regularizar esa expresion, aislar las partes singulares y
después renormalizar (cuando sea posible) incorporando contratérminos en la energia
clasica del sistema mediante consideraciones fisicas.

Para ver que & en este ejemplo no depende de la regularizacién elegida, calculare-
mos (2.29) por dos métodos distintos. El primer método que usaremos es conocido
como regularizacién zeta, basado en las propiedades de analiticidad de la funcion
zeta de un operador que depende del sistema fisico considerado y que, en este ca-
so, es el laplaciano. En el Apéndice B se dara una definiciéon formal de la funcion
espectral conocida como funcion zeta. En el marco de esta regularizacion, definimos

% = %/_Z d%ﬂ(ilsz i ((m )? + (k )2+ (E)z)_;

i -y
—~\'pa 1t ft

(2.30)

s=—1

Aqui s es una variable compleja, con R(s) lo suficientemente grande como para
garantizar la convergencia absoluta de (2.30). En esa regién (2.30) define una funcién
analitica de s. Luego la energia de vacio estard definida a través de su extension

analitica a s = —1. El parametro p, con dimensiones de masa, se introdujo para que
la cantidad dentro de la suma sea adimensional. Ahora bien, usando que
1 o0
oo L / dt L e R(s) > 0, R(2) > 0, (2.31)
I'(s) Jo

la ecuacién (2.30) también puede escribirse como

Eo _p [*dkydke 5~ 1 % a0 iy

— == dt t2 a . (2.32

15 i o (2:32)

s=—1
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Para R(s) suficientemente grande puede invertirse el orden de las integrales y la
suma, de modo que

Eo _p Z% / T g el (e / Tk dks G| (g
2 = T(3) Jo -

A (2r)2

o s=—1

Resolviendo las integrales gaussianas y usando nuevamente la ecuacién (2.31) se
obtiene

A 8 I'(3) —~pa o
- (2.34)
poopa,
4mr(s — 2) ()7 s = 2) 1

En (2.34) hemos usado la definicién de la funcién zeta de Riemann,

Crls) = n", (2.35)

n=1

cuyas propiedades de analiticidad son bien conocidas [66]: la serie en (2.35) define

una funcién analitica para R(s) > 1, cuya extensién analitica al plano complejo s

presenta un dnico polo simple en s = 1 de residuo 1. En particular, (g(s — 2) es
1

finita para s = —1 y su valor es 155.

Luego, nuestro resultado final para la energia de vacio es

E 2
U — (2.36)
A 1440 a3
Como vemos, la regularizacion zeta da, en éste caso simple, un resultado finito (es
decir, esta regularizacion asigna a la parte singular un valor nulo).

Ahora vamos a comparar el resultado (2.36) con el dado por otra regularizacién,
la correspondiente a la introduccién de un corte exponencial [67, 68|, que estd basada
en el uso de otra funcién espectral conocida como la traza del heat-kernel (este tipo
de regularizacién ya fue utilizada en el primer ejemplo, ecuacién (2.23)).

En el presente caso definimos

By _p /°° dhydk.

AT 2 ) ey
N A (2.37)
Ny Ry ks 2>2 (AL CIOLY
_ + (—= + (— e na H H
M (FARCIRNC

n=1 t=0"+
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Aqui, de nuevo podemos intercambiar sumas con integrales pues la convergencia
estd asegurada por la exponencial. La ecuacién (2.37) se puede reescribir como

A 2.dt

EO M d dk dk i ’!Lﬂ' 2 (ky (kz) )%

t=0*t

(2.38)

_ﬂ_ f ;)%t
yoor dkae

t=0"*

Después de intercambiar la suma con la integral y cambiar la variable de inte-
gracion,

(2.39)

t=0"*

La suma en (2.39) puede ser evaluada por medio de la formula de suma de
Euler-Maclaurin [69]

> fn) =510+ [ s (2}{)! Ba fH0(0),  (240)

donde los By, son los nimeros de Bernoulli.
Usando (2.40), el resultado final para la energia de vacio en esta regularizacién

€s
3 2

Ey 3ap! U T
A e ixp e oW (241)
Notar que en el resultado (2.41) aparecen dos términos divergentes en el limite
t — 0%, en forma de polos multiples. El primero corresponde a un término de
volumen, y puede ser interpretado como la energia de vacio del espacio no acotado
contenida en una region de volumen V' = aA. El segundo término divergente es una
contribucion de superficie. Ambos pueden ser eliminados requiriendo que % —
0 cuando a — oo, donde E.s es la energia asociada al sistema cldsico (lo que
serd discutido con mayor detalle en la seccién 2.4).
Esto puede lograrse mediante una renormalizacion de la energia clasica del sis-

tema, que en este problema toma la forma

E.us =poa A+ 0gA, (2.42)

donde pg es una presion 'y og es una tension superficial. Se trata entonces de definir
esas cantidades de manera tal que los parametros fenomenologicos

3 M4 MS

5 2t4, O'Z:O'o—m (243)

Pi=po+ 57—
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(que incluyen las contribuciones cudnticas y deben ser determinados experimental-
mente) resulten finitos.

En esas condiciones, vemos que la parte finita remanente de (2.41) coincide con
el resultado obtenido a partir de la regularizacion zeta, ecuacién (2.36).

Entonces, hemos mostrado que para el caso sencillo de un campo escalar sin
masa que satisface condiciones de contorno de Dirichlet sobre dos planos separados
por una distancia a, el valor de la energia de Casimir £(a) es el mismo para las dos
regularizaciones consideradas. Por el contrario, las partes divergentes dependen de
la regularizacién, siendo nulas para la regularizacién zeta, y teniendo la forma de
polos multiples en t = 0 en la regularizacién exponencial.

Es importante reconocer también que esas partes singulares muestran una de-
pendencia con la distancia a diferente de la correspondiente a la parte finita (lo
que permite diferenciar una de otra), y que ademds es consistente con la forma que
razonablemente puede asignarse a la energia de un modelo clésico, que incorpora
densidades de energia volumétricas y superficiales (una presién y una tensién su-
perficial). Entonces, estos parametros pueden ser elegidos adecuadamente para com-
pensar las partes divergentes de las primeras contribuciones cuanticas, conduciendo
a un resultado finito, con un sentido fisico bien determinado.

Sin embargo, en casos mas generales, las partes divergentes pueden tener una
dependencia de la geometria que no permita diferenciarlas de las partes finitas,
dificultando su interpretacion fisica. En ciertos casos el problema se salva fijando
alguna condicion de normalizacion, aunque veremos que en situaciones mas comple-
jas, por ejemplo problemas que involucran medios dieléctricos con permitividades
constantes, esto ultimo no es posible.

2.3. Regularizacién y renormalizacion de la ener-
gia de vacio

Es importante discutir los procedimientos generales de regularizaciéon y renor-
malizacion formulados en el marco de una teoria cuantica de campos sometidos a
condiciones de contorno. En esta seccién resumiremos algunos resultados sobre la
regularizacion (, discutidos con mas detalle en el Apéndice B, ya que ese sera el méto-
do que utilizaremos en los cdlculos de los capitulos siguientes. Sobre la regularizacion
exponencial, sélo mencionaremos algunos resultados con el fin de comparacién. Ex-
posiciones detalladas sobre las definiciones y propiedades de ambos mecanismos de
regularizacion pueden encontrarse en [67, 68, 70, 71, 72].

Como se discutié en la seccién anterior, la cantidad béasica que aparece en
conexion con el Efecto Casimir es el valor medio de vacio del operador Hamiltoniano
del campo cuantico bajo consideracion. Pero, en general, las expresiones resultantes
para la energia de vacio, de la forma Fy = % >, wn, son puramente formales. Luego,
con el objeto de darles un sentido matematico preciso, se recurre a algin esquema
de regularizacién.
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Por simplicidad, consideremos nuevamente el caso de un campo escalar, ahora
en un espacio-tiempo (d + 1)-dimensional, donde d es la dimensién de una variedad
espacial compacta M. En la expresion para la energia de vacio, las w,, son las energias
propias del campo, w, = 2 2, donde los A, son los autovalores de un problema de
valores de borde Dp,

DSOTL = )\n Pn
(2.44)

donde D es un operador diferencial de segundo orden sobre la variedad M, y B es
el operador que define las condiciones de contorno. Asi, Dg simboliza el problema
de valores de borde asociado al operador D con dominio en el conjunto de funciones
definidas sobre M que satisfacen las condiciones de contorno (2.44).

En la regularizacién (, la energia de vacio se define como

An
Fe- 2 ()

donde el pardmetro p, con dimensiones de masa, se introduce para asegurar que F¢
tenga las dimensiones correctas para todo s, haciendo que la cantidad dentro de la
suma sea adimensional.

Este método de regularizacién esta basado en las propiedades de analiticidad
de la funcién espectral conocida como funcion ¢ de un operador. En el apéndice
B se da una definicién formal de esta funcién espectral y las condiciones bajo las
cuales puede ser definida. A continuacién sélo mencionaremos algunos resultados
bien conocidos. En una serie de trabajos publicados entre 1967 y 1969, R.T. Seeley
70, 71, 72] estudié la existencia y propiedades de la resolvente (A — X)~! de un ope-
rador diferencial A con coeficientes infinitamente derivables definido sobre secciones
de un fibrado vectorial sobre una variedad de base compacta M con borde suave
OM . El procedimiento utilizado consiste en construir una aproximacion al ntucleo de
la resolvente (A — \)~!, con A € C, para grandes valores de |\| a partir de una apro-
ximacién al simbolo de la resolvente. Esto permite, por su parte, definir e investigar
las propiedades del operador pseudodiferencial A~*, para una variable s € C.

Los trabajos [70, 71, 72] contienen un resultado fundamental en la teoria de las
funciones espectrales: la traza de A7, también denominada funcién-¢ del operador
A, es una funciéon meromorfa de la variable s cuyas tnicas singularidades consisten
en una sucesion de polos simples s, ubicados en puntos del eje real dados por

2
: (2.45)

s=—1

d—mn

m

con n=0,1,2,... (2.46)

Sp =

donde la cantidad d designa la dimension de la variedad M y m el orden del operador
diferencial A.
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Cuando el operador tiene un conjunto completo de autofunciones, su funcién
zeta puede expresarse en términos de los correspondientes autovalores,

Cals) = (s, A):i=Tr A7 =) A" (2.47)
k

Es notable que la ubicacién de los polos de la funcién espectral ((s, A), sélo
dependan del orden del operador A y de la dimensién de la variedad M. No depende,
por ejemplo, de pardmetros externos que aparecen en los coeficientes del operador
diferencial ni de la forma funcional de estos coeficientes®.

Luego, para la energia de vacio regularizada a la zeta en el problema de valores
de borde Dpg, ecuacién (2.45)), se tiene

_Es (M) s Da
r=b () | =5 (2.48)

s——1 s=—1

Como mencionamos arriba, para operadores con coeficientes suaves la funcién ¢
del operador correspondiente se extiende a una funcién meromorfa cuyas singulari-
dades son polos simples ubicados en el eje real. En el problema de valores de borde
Dg, se puede ver que I'(5)((3, %) presenta la siguiente estructura de singularidades:

s, ., s Dp al 2a; s
I‘(g) C<§’ 7) = ; o + TN(§) (2.49)

donde ry(3) es analitica para R(s) > d — N — 1, y los coeficientes a; estan de-
terminados por los coeficientes de Seeley integrados (un calculo detallado de este
resultado puede encontrarse en [67]).

La ecuacién (2.49) muestra claramente que la energia de vacio, evaluada a través
de la regularizacién zeta, presenta una singularidad de la forma de un polo simple
en s = —1 con residuo proporcional ag41. En consecuencia, la parte singular que
separa esta regularizacion sera no nula en la medida en que agy1 # 0.

3No obstante, el resultado (2.46) es véalido bajo las hipétesis mencionadas, o sea que la variedad
M debe ser compacta y su borde OM suficientemente suave. También existen restricciones sobre
las condiciones de contorno del problema, esto es, sobre el comportamiento de las funciones del
dominio D(A) del operador en el borde OM de la variedad. Las condiciones de contorno deben estar
definidas mediante operadores de borde locales que sean combinaciones lineales de las derivadas
normales al borde. El operador diferencial A y los operadores de borde deben, ademés, definir un
sistema eliptico para el cual se satisfaga la condicién de Agmon. Por otra parte, los coeficientes
del operador A deben pertenecer a la clase C*°(M) de funciones infinitamente derivables sobre la
variedad. Sobre esto ultimo, cabe senalar que no existe informacién suficiente acerca de la validez
de (2.46) en el caso de operadores diferenciales con coeficientes singulares. Un estudio sobre este
tema ha sido abordado en el trabajo de Tesis [73], donde se considera la estructura de polos de la
funcién Ca(s) de un operador diferencial A con coeficientes singulares definidos sobre una variedad
con borde.
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Por otro lado, la energia de vacio en la regularizacion exponencial se define como

1/ 1/2
e:t E = - — | h t: -
p t=0 dt < ( H )>

DY? Dy 2
h(t,—2-) :=Tr (e_ ) = E et (2.51)
I

2 A2

o=

(2.50)

t=0

donde

n

es la funcién espectral conocida como traza del heat-kernel*. Aqui de nuevo se intro-
duce un parametro p con dimensiones de masa para asegurar que el argumento de
la exponencial sea adimensional.

Se puede demostrar que la derivada de h(t, MDE/ %) en (2.50) tiene el siguiente
desarrollo asintético [67]:

@k D) (=1, 1 1
> e D) () (k= g) + () + 3

d+2k - t 1
5 2 2%k + 1) In(-—) — ;
;j—d—2k—1+ aqyon1((2k +1) n(zu) 2k+1)]+pk(),
donde a; y (k) son las mismas que en (2.49) y el resto py(t) es O(( )2K+1+€) con

0<e<1parat— 0.
De la expresién (2.53) se ve que el desarrollo asintdtico para ¢ — 01 contiene
términos singulares que se presentan como potencias negativas y logaritmos de t.

Ahora comparemos las energias de vacio de nuestro ejemplo, definidas en las re-
gularizaciones (2.45) y (2.50), evaluando los correspondientes desarrollos asint6ticos

4Hay una cercana relacién entre la funcién zeta de un operador positivo definido y la traza de
su heat kernel: ambas estan relacionadas por una transformada de Mellin,

((s,A) = ﬁ /000 dz %e_)‘kz P F(ls)/ooo dz h(z, A) 2°7 1. (2.52)
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en los valores requeridos de los parametros (s = —1 en (2.45) y t =0 en (2.50)):
I T G I
X TP I
(2.54)
1 1 g Qg1 .t
Q) ar1(5) +aan (¥(1) = 2) +2 ;j —i_1 ] 2T() n(ﬂ),

¢ 2(—3) szi—d=1 20(=3) TG 6+ s==1
d
. a; 1 1 (2.55)
2r<%>;j—d—1+4r<%> ety
Ad+1 \IJ(D 1
— +1—In(2u) —
QF(%)[ > " n(Z) (s+1) ] 1,

Como se ve de (2.54) y (2.55), ambos métodos separan partes divergentes de las
partes finitas.

En particular, si el coeficiente a4, es nulo, la regularizaciéon ¢ da sélo un re-
sultado finito que coincide con la parte finita de la regularizacién exponencial. Sin
embargo, la regularizacién exponencial presenta polos de orden 2,3,4, ..., d + 1°.

Si aqr1 # 0, la regularizacion exponencial muestra ademas una divergencia log-
aritmica. También aparece en este caso una diferencia entre las partes finitas de
ambas regularizaciones, asociada a la arbitrariedad en la eleccién del pardmetro p,

1ad+1 1ad41

dada por —3 = U(l) =3 = donde ~ es la constante de Euler.

Cabe senalar que, en ambos casos (agy; = 0 6 agy1 # 0), se podra dar una
interpretacion fisicamente consistente a los resultados si la diferencia entre ambas
regularizaciones se reduce a términos renormalizables, es decir, términos que puedan
ser compensados con una redefinicion de los pardmetros que aparecen en la expresion

de la energia clésica del sistema®.

El procedimiento de renormalizacién y las condiciones de normalizacion que per-
miten fijar los parametros fenomenoldgicos se discuten en la siguiente seccion.

5De hecho, esto es lo que ocurrié en el ejemplo de la seccién anterior para el campo escalar sin
masa con condiciones de contorno tipo Dirichlet (comparar (2.36) con (2.41)).
6Esto es lo que efectivamente ocurrié en el ejemplo del campo escalar, ver (2.42).
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2.4. Renormalizacion y condiciéon de normalizacion

Para llevar a cabo el procedimiento de renormalizacién, necesitamos una canti-
dad a ser renormalizada. En la Teoria Cuantica de Campos perturbativa, son las
constantes desnudas (masas, acoplamientos, etc) las que son renormalizadas por la
introduccién de contratérminos, un procedimiento bien conocido. En el caso de la
energia de vacio, asi como para otros valores medios se vacio, las cantidades corres-
pondientes son los campos de background clasicos (de los que dependen los valores
medios de vacio).

El ejemplo maés simple a considerar es el de la teoria de un campo escalar con un
campo de background clasico ®(z) y un campo cudntico ¢(z), descrito por la accién

S = %/d‘lx O(z) [O+ M?+ \0*(z)] ©(z) + ¢(z) [O 4+ m® + NO*(z)] ()
(2.56)
donde V(z) = N®?(x) es el potencial de background con el que estd acoplado el
campo cuantico. M y A son la masa y constante de acoplamiento desnudas, a ser
renormalizadas.
Hay una energia clasica asociada con el campo de background

Eeles — % / Pz [(VO(2))? + M>®*(z) + AP (2)] (2.57)

(donde suponemos que el background es estético).

La energia del estado fundamental del campo cuantico, Ej, estd dada, por ejem-
plo, por (2.48) en la regularizacién ¢. Entonces, debe considerarse la energia completa
del sistema como un todo, que es la suma

E = E“ L F,. (2.58)

Su diferencia para dos situaciones distintas es lo que sera medible.

El procedimiento de renormalizacion consiste basicamente en sustraer la parte
divergente de la energia de vacio, B¢, separando de la energia cldsica una parte
divergente igual pero de signo contrario,

E = (gclas . E(c)lzv) + (ggen + ng) — Sclas + ggen’ (259)

de modo que ambos términos en el miembro de la derecha resulten finitos. Desde
luego que la sustraccion de una parte divergente deja atras una parte finita arbi-
traria (de la misma forma que la sustraida), lo que debe ser interpretado en términos
de constantes fenomenoldgicas cuyo valor la teoria no es capaz de predecir. De ese
modo, el cambio de £ por £ puede ser interpretado como una renormalizacion
de los parametros del sistema clésico (aqui M y A), redefinidos de ese modo para
que compensen los términos divergentes que aparecen en el calculo de las primeras
correcciones cuanticas, dejando valores finitos de cierta forma funcional a ser deter-
minados por la experiencia.
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Cabe destacar que es muy importante la interpretaciéon que podamos dar a los
valores medios de vacio. En general ellos deben entenderse como una correccién
cudntica al sistema clésico, descrito en el caso de arriba por el campo ®(z). Este
sistema debe tener su propia dinamica, a partir de la cual se puedan determinar sus
caracteristicas tales como M y A\, las que reciben contribuciones de las correcciones
cuanticas al sistema. Luego surge la pregunta de cémo dar un significado tnico a los
valores de expectacion de vacio.

Como se vio en la seccién anterior, se desliza cierta arbitrariedad cuando se
introduce una regularizacion. Esto significa que en general existe una contribucién a
la parte finita de la energia de vacio regularizada que tiene la misma forma funcional
que la parte divergente EJ" sustraida, y que depende de la regularizacién adoptada.
Luego se debe fijar alguna condicion de normalizacion sobre esta parte finita £;"
de manera que ella tenga un significado tnico.

Para valores de expectacion de vacio visualizados como correcciones cuanticas
al sistema clésico, hay una condicion de normalizacion natural para campos con
masa: se puede requerir que en el limite de grandes masas del campo cuantico, las
correcciones cuanticas a la energia del vacio se anulen,

& — 0, cuando m — oo. (2.60)

Esa condicion es natural porque se puede argumentar que un campo masivo en el
limite de masa m — oo no deberia tener fluctuaciones cuanticas. Desde un punto de
vista técnico esto remueve la arbitrariedad del procedimiento de renormalizacion.

Sin embargo, no hay una condicién de normalizacion general para la energia de
vacio de los campos sin masa.

De lo dicho arriba se ve que surgirdn problemas en el estudio de la energia
de vacio del campo electromagnético en presencia de medios dieléctricos: por un
lado, como el campo relevante es no-masivo, no hay en principio una condicion
de normalizaciéon natural que haga unica a la parte finita de la energia de vacio
regularizada. Por otro lado, en calculos con medios dieléctricos no dispersivos sucede
que, en general, los resultados obtenidos para la parte divergente no son expresables
en términos de funciones simples, de modo que los contratérminos necesarios para
la renormalizacion son extremadamente complicados, y luego la interpretacion del
modelo clasico asociado es poco clara.

En otras palabras, en cdlculos de energias de Casimir para el campo electro-
magnético en presencia de medios dieléctricos no dispersivos la existencia de diver-
gencias ultravioletas dificulta la interpretacion fisica de la parte finita de la energia
de vacio.

Nuestra propuesta en ese sentido se basa en la suposicion de que estos incon-
venientes pueden tener su origen en que los modelos usados habitualmente para
describir los medios dieléctricos no incorporan una relacién de dispersién realista
¢(w), dependiente de la frecuencia del campo. Esto lleva a un comportamiento ul-
travioleta inadecuado que se refleja en Ej por la aparicion de términos divergentes
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que impiden extraer de manera clara valores fisicamente bien definidos para la parte
finita de la energia de Casimir.

Por ese motivo, aqui analizaremos la energia de Casimir en el caso donde los
dieléctricos se describen usando modelos realistas para la permitividad.

En la seccién siguiente analizaremos las propiedades generales de un medio dis-
persivo. Veremos que el solo hecho de que exista una relacion causal, no local en
el tiempo, entre el vector desplazamiento 1—5(?,15) y el campo eléctrico ﬁ(?,t)
permite deducir el comportamiento de la permitividad e(w) como funcién de la fre-
cuencia del campo. Los resultados que se obtienen de este tipo de analisis general
estdn en completo acuerdo con los datos experimentales que se poseen, por ejem-
plo, para el indice de refraccién y el coeficiente de absorcién de varios medios [34].
En particular, en el limite de altas frecuencias el anélisis nos conduce al modelo de
Drude, que serd usado en calculos de los capitulos posteriores. Es en este sentido
que hablamos aqui de modelos realistas.

2.5. Caracteristicas de la dispersion en medios re-
ales

La dispersion en un medio general se produce cuando la permeabilidad y la
permitividad se hacen dependientes de la frecuencia. En ausencia de dispersion, la
propagacion de un tren de ondas tiene lugar sin distorsion. Sin embargo, todos los
medios reales presentan alguna dispersién, lo cual hace que cada componente en
frecuencia de una onda incidente adquiera una velocidad de fase distinta. Luego,
las diferentes componentes de la onda viajan a velocidades diferentes y la onda se
distorsiona. La forma especifica de esta distorsién depende de la manera en que cada
medio responde a un onda electromagnética incidente, de acuerdo con la dependencia
particular de la frecuencia de sus caracteristicas tales como permeabilidad magnética
y permitividad eléctrica.

Las propiedades generales de un medio dispersivo se pueden obtener como una
consecuencia directa de la condicién de causalidad, que establece una relacién no
local en el tiempo entre el vector desplazamiento B(?,t) y el campo eléctrico

ﬁ(?, t). De alli, y mas alld de cualquier modelo especifico, es sencillo deducir el
comportamiento de, por ejemplo, la permitividad €(w) (para un medio no magnético)
para grandes frecuencias. Como veremos esto nos conduce al modelo de Drude.

De todas maneras, comenzaremos revisando brevemente las propiedades de la
permitividad obtenida en el marco de un modelo clésico [34]. Este modelo es muy
usado en fisica del estado sélido y sus resultados son, por supuesto, consistentes con
el comportamiento general deducido de la relacién causal entre Z_?)(?, t)y Z_*f(?, t).
De aqui obtendremos las expresiones que seran usadas en los calculos de los capitulos
posteriores.
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2.5.1. Modelo sencillo de dispersion

Casi toda la fisica de la dispersion utiliza un modelo clasico donde se considera la
ecuacién de movimiento para un electrén ligado mediante una fuerza de naturaleza

H
armonica, sobre el que actia un campo eléctrico E (7, t):
= — 2 — - =
m(x +NT +w0x>:eE(x,t). (2.61)

Aqui, por simplicidad, se ha despreciado la diferencia entre el campo eléctrico apli-
cado y el campo local, la permeabilidad relativa p se ha tomado igual a 1, y vy
corresponde a una fuerza amortiguadora fenomenoldgica. En (2.61), se han despre-
ciado efectos de naturaleza magnética.

Haciendo la suposicion adicional de que la amplitud de oscilacién es lo suficien-
temente pequena como para que el campo E pueda ser evaluado en la posicion
media del electron, y si el campo varia arménicamente con el tiempo, se tiene que
el momento dipolar con que contribuye cada electrén es

?:e?:—(wg—uﬂ—zwv)*l E. (2.62)

Suponiendo que en el medio hay N moléculas por unidad de volumen, con Z
electrones por molécula y que, en lugar de una sola frecuencia de resonancia hay
varias, de modo que haya f; electrones con frecuencia de enlace w; y con constante
de amortiguamento ;, se puede escribir

e(w)=¢e |1+ Ve Z ® J; =n?, (2.63)

donde n = y/e(w) es el indice de refraccién, y las ”intensidades de oscilador” f;
satisfacen ), f; = Z.

La ecuacién (2.63), aunque deducida a partir de un modelo clésico, resulta una
descripciéon exacta de la contribucion atéomica a la constante dieléctrica una vez que
se reemplazan en ella valores mecanocuanticos adecuados para f;, v; v wj.

Las constantes de amortiguamiento 7; en general son pequenias comparadas con
las frecuencias de enlace w;. Esto significa que € (w) es aproximadamente real, salvo
cuando w estd cerca de w;. Sin embargo, desempenan un papel importante en la
descripcion de la disipacion de la energia de la onda incidente en el medio, disipacion
que esta directamente ligada a los conductores. Ampliaremos aqui un poco mas sobre
esto, ya que sera utilizado en la discusion de la seccién 3.4.

En efecto, la atenuacion de una onda plana se puede expresar en términos de
la parte real y la parte imaginaria del nimero de ondas k = w/v = w /€ (w),
escribiendo

k:ﬁJrz%. (2.64)
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El parametro a se conoce como constante de atenuacion o coeficiente de absorcion.
La intensidad de la onda decae como e~**. En (2.64), la relacién entre («,3) y

(R(e), 3(€)) es

2 2 2 Cx
5 o w® R(e) w? 3(e)
- == . = 2.65
de donde se puede obtener la constante de atenuacion
S(e(w))
a=——=0, (2.66)
R(e(w))

w
siendo = v/R(e(w))/eo —. Notar que las dos relaciones anteriores son validas para
c

cualquier forma funcional de €(w).

De (2.66) vemos que la existencia de una parte imaginaria en e(w) representa
una disipacion de la energia de la onda electromagnética en el medio. Por otro
lado, en la expresion dada en (2.63), es sencillo ver que la existencia de la parte
imaginaria de €(w) estd determinada en principio por la no nulidad de las constantes
de amortiguamiento ;. Esto se vera con mayor claridad en los limites de la ecuacién
(2.63) para bajas y altas frecuencias, que tomaremos a continuacién. Usaremos este
resultado en la discusién de la seccion 3.4.

Comportamiento a bajas frecuencias

En el limite de bajas frecuencias existe una diferencia cualitativa en la respuesta
del medio segin que la frecuencia resonante més baja sea cero o no. Para un aislante,
dicha frecuencia, wy, es diferente de cero. Luego,

(w) 1+N€22fj 0 (2.67)

€(w) — € = ara w — 0, )
0 €Egm P w]? p

que es real e independiente de w. Este es el modelo que usaremos para describir la

respuesta de un medio a bajas frecuencias.

Por otro lado, para un conductor, cierta fraccién de los electrones son libres en

el sentido de que tienen wy = 07. Presentando por separado la contribucién de los
electrones libres y tomando el limite de bajas frecuencias, tenemos

N62 f()

- JU 0 2.68
Y P para w — 0, (2.68)

€ (Ld) — €resto +1

“En realidad, el problema de la conductividad eléctrica debe ser tratado con los métodos de
la Mecénica Estadistica Cuéntica, ya que el principio de exclusion de Pauli desempena alli un
papel fundamental. La teoria que describe un conductor es la teoria de bandas. Sin embargo, en
un rango considerable de frecuencias, los datos experimentales para la conductividad responden al
resultado simple que proporciona (2.68) [34]. De cualquier manera, nuestro objetivo aqui solamente
es sefialar que las constantes ; deben ser no nulas para describir un medio conductor con este
modelo clésico, lo cual serd usado posteriormente.
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donde €5 €s la contribucién de todos los otros dipolos (una expresién similar a
(2.67) con j # 0), que es real.

De las ecuaciones de Maxwell se puede ver que la conductividad del medio se
puede describir mediante la parte imaginaria de la permitividad € (w) [34], que en
este modelo estd contenida el segundo término del lado derecho de (2.68) en el limite
de bajas frecuencias. La parte imaginaria de este término es proporcional a 7y, de lo
cual vemos que, efectivamente, debe ser vy # 0 para dar cuenta de la conductividad
del medio. Volveremos a encontrar esta situacion en el limite de altas frecuencias.

Comportamiento a altas frecuencias. Modelo de Drude

A frecuencias més altas que la mayor de las frecuencias de resonancia, la con-
stante dieléctrica toma la forma
Q2
e (w) — € (1 — —2) para w — 00, (2.69)
w

donde Q? = %

La expresion (2.69) se llama modelo de Drude, que es el modelo que usaremos
para describir la respuesta de un medio dieléctrico a altas frecuencias. La constante
), que depende tinicamente del niimero total de electrones por unidad de volumen,
N Z, es la frecuencia de plasma del medio. Por ejemplo, para el agua en condiciones
normales de temperatura y presién,  ~ 3,3 x 10! Hz (hQ ~ 21,0eV). En los
medios dieléctricos, (2.69) sélo se aplica cuando w? > 2.

Si retenemos un orden mas en el desarrollo de (2.63) para w grande, hallamos
una expresion valida para describir la conductividad del medio a altas frecuencias,

Q2
e(w)~e (1 ——— |, 2.70
@=a(l- o) (2.70)
donde hemos aproximado «; = 7 para todo valor de j. Este modelo, a veces llamado
modelo de Drude para metales reales, sera usado en la seccién 3.4. Como discutimos
antes, la conductividad esta presente cuando v es no nulo. Para una discusién de-
tallada de la relacion entre la conductividad y las constantes de amortiguamiento,
ver por ejemplo [104]

2.5.2. Causalidad en la relacién entre el campo eléctrico y el
vector desplazamiento. Comportamiento general de
la permitividad.

Para que los resultados de los capitulos que siguen revistan validez, es necesario

mostrar que los modelos usados para describir la respuesta del medio dieléctrico
con la frecuencia son de cardcter general y no estan limitados a las consideraciones
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clasicas que hemos usado en la secciéon anterior para derivar la expresién de la
permitividad.

En esta seccion mostraremos que, independientemente del modelo particular para
€ (w), el hecho de que la permitividad dependa de la frecuencia hace que exista una

H
relacion no local en el tiempo entre el vector desplazamiento D(Z',t) y el campo

eléctrico ﬁ(?,t). Es de esta relacién causal que se pueden deducir propiedades
generales para € (w) que, como veremos, estan de acuerdo con las expresiones antes
derivadas a partir de un modelo clasico.

Si las componentes monocromaticas de frecuencia w de los campos D y E estén

relacionadas linealmente por
D(7,w) =¢(w) E(T,w), (2.71)

la dependencia con el tiempo se puede reconstruir mediante la transformacién de
Fourier. Tratando como un parametro fijo a la coordenada espacial, se pueden es-
cribir las integrales de Fourier en los dominios del tiempo y de la frecuencia como

— 1 *
D(7,t) = —/ D(7Z,w)e "t dw 2.72
(@)= 7= | DEw) (2.72)
y X .
— — ,
D(7,w) = — / D (7, t)ewt at. 2.73
(@w) = 7= [ DE. (2.73)

— —
Para E podemos escribir expresiones andlogas. Sustituyendo D(?,w) mediante
(2.71), tenemos

D(7,t) = \/% /_OO e(w) E(T,w) e dw. (2.74)

H
Introduciendo la representacién de Fourier de E(7Z',w) en la tltima integral,
obtenemos

1 o o ,
(7', 1) / dw € (w) e_“”/ dt'ﬁ(?,t')em. (2.75)

T 2r

—00 —00

Bajo la hipotesis de que podemos intercambiar el orden de integracion, se puede
escribir

D(T,t) = e E(T,1) +/ G(r) E(T,t—7)dr, (2.76)

donde G (7) es la transformada de Fourier de la susceptibilidad €y x.(w) = € (w) — €o:
1 o0

¢(r)= 5= / e (w) — ] e~ dw. (2.77)
™ —00

- =
Las ecuaciones (2.76) y (2.77) dan una relacién no local entre D y E, en la que
H
D en el instante ¢t depende del campo eléctrico en instantes distintos de ¢. Si € (w) es
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independiente de w para cualquier w, la ecuacion (2.77) conduce a que G (1) o 6 (7)
y se obtiene una relacién instantédnea, pero si € (w) varfa con w, G (7) ya no se anula
para valores de 7 distintos de cero.

Para ilustrar el cardcter de la relacién que implican (2.76) y (2.77), consideremos
una variante del indice de refraccién (2.63) que contenga una sola frecuencia de
resonancia,

2

(2.78)

e(w) — e =€ (wj —w’ —1yw)

En este modelo, la transformada G (7) de la susceptibilidad es

2 o] —lwT
G (r) = 28 / ¢ . (2.79)

271 J_ o wi—w?—i1yw

La integral se puede evaluar en el plano complejo, considerando que el integrando
tiene polos en el semiplano inferior, en los puntos wy = —1v/2 + vy, donde 13 =
w2 —~2/4. Para 7 < 0, se puede cerrar el contorno de integracién por el semiplano
superior sin afectar el valor de la integral. Como el integrando es analitico dentro de
ese contorno, la integral es nula. Pero para 7 > 0 el contorno debe cerrarse por el
semiplano inferior y la integral resulta igual a —2 71 veces la suma de los residuos

del integrando en los dos polos. Luego la funcién G (1) es

sin (v 7)

G(1) =¢ Qe /2 o (r), (2.80)

)

donde 6 (7) es la funcién escalén. Para la constante dieléctrica (2.63) la funcién G (7)
es justamente la superposicion lineal de términos como los de (2.80). La no localidad
en el tiempo de la relacion entre D y E esté luego limitada a tiempos del orden de
vyt

El aspecto més obvio y fundamental del nticleo (2.80) es que se anula para 7 < 0.
Esto significa que en el instante t sélo los valores del campo eléctrico anteriores a
dicho instante entran en juego en la determinacion del desplazamiento, en acuerdo
con nuestras ideas fundamentales acerca de la causalidad en los fenémenos fisicos.
Por lo tanto, la ecuacién (2.76) se puede escribir

D(7,t) = e E(T,1) +/OOG(T) E(Z,t—1)dr. (2.81)

Esta es la relacion causal, lineal y espacialmente local més general que puede es-
cribirse entre D y E en un medio isétropo y uniforme. Su validez va mas alla de
cualquier modelo especifico para € (w).

A partir de (2.77), se puede expresar la constante dieléctrica en funcién de G (7)

COo1mo

€(w) =€+ /OOO G (1) e dr. (2.82)



2.5- Caracteristicas de la dispersion en medios reales 33

_)
Esta relacién tiene varias consecuencias interesantes: A partir de que en (2.81) D,

E son reales, y por consiguiente también lo es G (1), se puede deducir de (2.82) que
cuando w sea compleja
€(—w) = € (w"). (2.83)

Ademas, si se considera (2.82) como una representacién de € (w) en el plano
complejo w, esto muestra que € (w) es una funcién analitica de w en el semiplano
superior, suponiendo que G (7) es finita para todo 7. Para w sobre el eje real es
necesario imponer ademés el requisito de que G (1) — 0 cuando 7 — oo para
asegurar que € (w) también alli sea analitica. Esto es cierto para los dieléctricos,
aunque no para los conductores en los que G (1) — ¢ cuando 7 — o0 y € (w) tiene
un polo simple en w = 0 (ver seccién anterior). Entonces, salvo un posible polo en
w = 0, la constante dieléctrica € (w) es analitica para J(w) > 0 como un resultado
directo de la relacién causal entre D y E.

Esas propiedades pueden verificarse efectivamente en los modelos discutidos en
la seccion anterior.

El comportamiento de € (w) — €y para valores grandes de w puede ser relaciona-
do con el comportamiento de G (7) en las proximidades de 7 = 0. En efecto, un
desarrollo en serie de Taylor de G en (2.82) nos conduce al desarrollo asintético

GO) G

€(w)—€=1—F—
@ -—e=1=

2 (2.84)
donde tanto G como sus derivadas estdn evaluadas en 7 = 07. Si G(07) = 0 como
en (2.80), el primer término de la serie estd ausente, con lo cual € (w) — ¢y decae
a altas frecuencias como w™2, justamente como se hallé para el modelo de Drude,
ecuacién (2.69).

De hecho, el desarrollo asintético muestra que las partes real e imaginaria de
€ (w) — €y se comportan para valores reales y grandes de w como

Rle (@) — ] = O( ) Sle(w)] = O( ) (2.85)

w3

en completo acuerdo con el comportamiento de las partes real e imaginaria de (2.70).
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Capitulo 3

Divergencias en la energia de
Casimir de un medio dieléctrico
con comportamiento ultravioleta
realista

En este capitulo consideramos un medio dieléctrico dispersivo, con un compor-
tamiento ultravioleta extraido del modelo de Drude. Como hemos discutido en la
seccion 2.5, el modelo es realista en el sentido de que sus propiedades generales
pueden ser obtenidas como una consecuencia directa de la relaciéon causal que exis-
te entre el vector desplazamiento y el campo eléctrico. Por otro lado, comparado
con los modelos diluidos (permitividades préximas de la del vacio pero constantes
como funcién de la frecuencia), tiene la ventaja de que para grandes frecuencias
dos medios diferentes se comportan de la misma manera. En efecto, como resultado
mostraremos aqui que la energia de Casimir presenta divergencias mas suaves que
las arrojadas usando aproximaciones de medios diluidos: la energia de Casimir de
una esfera dieléctrica contiene sélo un término divergente proporcional al volumen,
que puede ser cancelado por renormalizaciéon introduciendo un contratérmino de
volumen analogo al usado en modelos de la bolsa. Mostraremos ademés que este
comportamiento se mantiene aun en un caso mas general, donde el medio también
presenta conductividad.

3.1. Introduccion

Como se mencionod al final del capitulo 2, cuando se trabaja con medios dieléctri-
cos no dispersivos la presencia de divergencias ultravioletas dificulta la interpretacion
fisica de la energia de vacio. Esto tiene su origen, por un lado, en el hecho de que el
campo electromagnético es no-masivo y entonces no hay una condicién de norma-
lizacién natural que determine univocamente la parte finita de la energia de vacio

35



36 3- Divergencias en la energia de Casimir de un medio ...

renormalizada. Por otro lado, los resultados obtenidos para la parte divergente no
son expresables en términos de funciones simples, de modo que los contratérminos
que serian necesarios para la renormalizacion son extremadamente complicados, y
entonces la interpretacion del modelo clasico asociado es poco clara.

Nuestra propuesta en este sentido se basa en la suposicion de que esta situacion
problematica tiene su origen en el hecho de que los modelos usados habitualmente
al describir los medios dieléctricos no incorporan, en su mayoria, una relacién de
dispersion €(w) (dependiente de la frecuencia del campo) realista. Esto lleva a un
comportamiento ultravioleta inadecuado en la energia Ej y de ahi la aparicion de
divergencias de las cuales no es posible extraer una parte finita de la energia de
Casimir con un sentido fisico bien determinado.

Por esas razones, parece natural analizar las divergencias ultravioletas del Efecto
Casimir en un modelo de dieléctrico que tiene una relacion de dispersion con rasgos
realistas, al menos en el rango de altas frecuencias!. Como veremos, la estructura de
singularidades para un modelo con simetria esférica en el marco de la regularizacion
¢ es muy simple: existe sélo un polo, con un residuo proporcional al volumen, que
resulta completamente andlogo al término absorbido en la energia clasica en el mo-
delo de la bolsa [60, 61, 62, 63]. En esas condiciones, basta con la introduccién de un
unico contratérmino, con el sentido de una densidad de energia, para obtener una
energia de Casimir finita.

No hay una manera intrinseca en Teoria Cuédntica de Campos para fijar la parte
finita de este contratérmino, que entonces queda expresado en términos de una con-
stante fenomenoldgica. En principio, como en los modelos de la bolsa, esta constante
debe ser fijada por el experimento. Pero dada la estructura simple del contratérmi-
no necesario, consideramos que este resultado es un paso importante para el en-
tendimiento de la energia de Casimir en medios dieléctricos reales.

En la siguiente seccion analizaremos la energia de Casimir de un medio dieléctri-
co esférico cuyas propiedades se modelan mediante una permitividad cuya forma
funcional se deriva del modelo de Drude en la aproximacion de altas frecuencias
(ver seccién 2.5.1). La energia de Casimir se definird a través de la funcién ¢ del mo-
delo. En la seccién 3.3 hallaremos sus singularidades y mostraremos que, gracias a
cancelaciones que ocurren entre las contribuciones de los modos transversal eléctrico
y transversal magnético, ellas se reducen a un término proporcional al volumen ac-
cesible [75]. También veremos que esta dependencia de los términos singulares con el
volumen se mantiene atin en un caso mas general, donde el medio se considera como
un metal real, 1o que seré discutido en la seccién 3.4 mediante un modelo modifica-
do que incluye conductividad. Finalmente en la secciéon 3.5 daremos un resumen y
estableceremos nuestras conclusiones.

LE] efecto de la introduccién de una relacién de dispersién realista en el rango de bajas frecuen-
cias sera estudiado en el capitulo 5
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3.2. El modelo y su energia de Casimir

Comenzamos esta seccion con una descripcién del modelo que vamos a analizar.
Consideremos una esfera dieléctrica no-magnética (u = pg) de radio a, con una
permitividad dependiente de la frecuencia dada por

e(w) = € (1 . 9—2) , (3.1)

e inmersa en el vacio de permitividad ;. Esta permitividad corresponde al modelo de
Drude en la aproximacion de altas frecuencias, que ya hemos analizado en la seccion
2.5.1. El pardmetro fenomenoldgico €2 es la llamada frecuencia de plasma efectiva.
Dado que nos vamos a concentrar en la estructura de singularidades ultravioletas de
la energia de Casimir, este modelo valido para altas frecuencias es suficiente para
nuestros propositos.

Como hemos mencionado en el capitulo anterior, la energia de Casimir de esta
configuracion esta definida formalmente como la suma sobre las energias de vacio
de cada modo de oscilacién del campo electromagnético:

1 hc

Ecas(a) =) g hwn="2-2 o, (3.2)

n n

donde las cantidades adimensionales z, := aw, /c son las autofrecuencias correspon-
dientes a una esfera de radio 1 divididas por la velocidad de la luz, c. La serie de la
ec. (3.2) es divergente, por lo que debemos recurrir a algin mecanismo de regular-
izacion. Definiremos apropiadamente la energia de Casimir usando la regularizacion
(. En este esquema, Fc,s(a) se define mediante la continuacién analitica a s = —1
de la funcién ((s),

Ecas(a) = 25 (()]omn. (3.3)

la que esta definida a partir de las autofrecuencias del campo electromagnético por
medio de la serie

C(s) =D 2" (34)

Esta serie es absoluta y uniformemente convergente para R(s) suficientemente grande,
region donde define una funcion analitica que se extiende al resto del plano complejo
s como una funcién meromorfa.

En (3.4), las autofrecuencias deben determinarse resolviendo las ecuaciones de
Maxwell en dos medios dieléctricos homogéneos, para lo cual buscamos soluciones
- =
de la forma E, B ~ exp(—wt). Esto lleva a las relaciones

—

V xB = —z%ueﬁ, VxE=8 (3.5)

Y

(¢}
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- =
donde ambos campos, E' y B, tienen divergencia nula en la regién de interés. Estas
ecuaciones conducen a ecuacién de Helmholtz

2
(Aﬁ+uew—2)§=o, (3.6)
C

ﬁ
y una ecuacién similar para el campo B.
- =
En (3.6), E y B estan sujetos a las condiciones apropiadas en la superficie de
separacion entre dos medios dieléctricos,

1
= FEpy ; — DBy

r=avt r=a= H1
En nuestro caso, pondremos p; = s = lg-

Para esas condiciones de contorno, se puede emplear la linealidad del problema
para describir a los campos en términos de los modos transversales eléctricos (TE),
con el campo eléctrico dado por

ETP = f(r) LYim(6,0), (3.8)

lym

1
= _BG,qb

r=at M2

Eyg (3.7)

r=a

y los modos transversales magnéticos (TM), donde el campo magnético toma la
forma

— —
B = gi(r) LY1m(0, ¢)- (3.9)
Aqui, el operador T es
A1
L=—7TxV= —1p0y + 10— 68@. (3.10)
in

Teniendo en cuenta que

1
VxTL ——L + 10 (8, +1/r) Bp + 15 (8, + 1/7) nﬁap’ (3.11)
de (3.8) y (3.5) tenemos para los modos TE
TE c
Bl(,m;r) = E l(l + 1)fl<7ﬂ)}/l,m(0, ¢)7
c
Biowg = = Or [rfu(1)] 96Y1m (0, 9), (3.12)
BE = 0, )] <50 Yim(6.0)
De manera similar, de (3.9) (3.5) resulta para los modos TM
ETM — € (14 1)gu(r) Yo (6
Im;r Lewr ( + )gl(r) L ( 7¢)a
E(T™) _ —C . Y, .(6
l,m;0 PEWT 0 [Tgl(r)] 89 L, ( a¢)7 (313)
(TM) —C 1
l,msp LewT a"’ [T (T)] Sin@a YE,m(‘ga ¢)
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Imponiendo las condiciones (3.7) para los modos TE, tenemos

filr=a") = fi(r=a7),

(3.14)
o i l| = ol
De manera similar, imponiendo las condiciones (3.7) para los modos TM,
g(r=a")=g(r=a"),
(3.15)
Lot = ol

Dentro de cada dieléctrico, los campos satisfacen ecuaciones de Helmholtz, (3.6).
Considerando por ejemplo los modos TE, tenemos para f(r)

2 (,()2
L ) - U ) = e h0), parar £a, (310

r2

junto con las condiciones de contorno (3.14).

Para trabajar con un espectro discreto, encerraremos al sistema en una gran
esfera conductora de radio R, y tomaremos el limite R — 0o en un paso intermedio
adecuado en el célculo. Esto conducird a una condiciéon de contorno adicional en

r = R para fi(r) y para g;(r):

=0, O [rgi(r)] = 0. (3.17)

r=R

En el Apéndice C mostraremos que las autofrecuencias de los modos TE estan
determinadas por los ceros de la funcién

Alj:rElp(aw/C) = Aﬁ-Elm(Z) =
= ev2(2) { Vis1/2G0) Ty jo(32) = Tevr 200 Vi ol) = (3.18)

~ET!v172(20) {Vi1/2(20) Tis1/2(22) — Tigry2(Z20) Vigry2(Z2)

donde
Trsappw) = w julw) = 4| = Jraa(w)
(3.19)
yz+1/2(w) =w y(w) = %Y}+1/2<w)

son las funciones de Riccati-Bessel. Aqui hemos introducido la notacién z = a(w/c),
Z=2zn(z), Z2=2ng, Zo =2 Rng/a, & =n(z)/ng, ng = /e y n(z) = \/€(w).
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Para los modos TM, se puede hacer un andlisis similar para la funcién g;(r). En
ese caso, las autofrecuencias vienen dadas por los ceros de

A +1/2(aw/c) A +1/2( z) =
= Ji+1/2(71) {yz/+1/2(52)~7z'+1/2(50) - ~7z/+1/2(52)3’{+1/2(50)} - (3.20)

1T 1220 { D1 2(22) Ty j20) = T p(22) V1 jal0)

Aqui supondremos que estas funciones tienen en el semiplano abierto derecho de
la variable z ceros reales y simples inicamente, lo que también sera demostrado en
el Apéndice C.

En lo que sigue consideraremos de manera explicita el cdlculo de las singula-
ridades que provienen de los modos TE. El tratamiento para los modos TM es
completamente analogo.

Como se mencioné al comienzo de esta seccién, la energia de Casimir en el marco
de la regularizacion ¢, Fc,s, estd definida en la ecuacién (3.3) como la continuacién
analitica de la funcién 2¢ ((s) a s = —1. Debido a la simetrfa esférica del problema,
la funcién ((s) toma la forma

Z 2v Z 2%, (3.21)

v=3/2

donde v = [ 4 1/2. Para cada valor de v, el indice n numera los ceros de AT (%)
en la ecuacién (3.18), y la serie converge absoluta y uniformemente para R(s) sufi-
cientemente grande. Veremos que la continuacion analitica de esta funcién presenta
un polo simple en s = —1, de modo que E¢g,s contiene un término divergente que
dependera de la relacién de dispersion particular que se adopte para €(w) (en nuestro
caso definida en (3.1)). El método general utilizado para analizar esta continuacion
analitica se puede hallar en [76, 77, 78, 79].

Para $(s) suficientemente grande, podemos representar a la funcién zeta como
una integral en el plano complejo de la variable z. Utilizando el teorema de Cauchy,
para los modos TE tenemos

0 B ATE’ ( z)
Zym = 2L ——=dz 3.22
donde la prima indica derivacion respecto de z y la curva C, recorrida en sentido
antihorario, encierra todos lo ceros positivos de AT (z). Cabe sefialar que esta clase
de representacién es valida para cualquier relacién de dispersion e(w).

La curva C se puede deformar en una linea recta vertical que cruza el eje horizon-
tal en R(z) = z, donde z es cualquier valor dentro del intervalo abierto 0 < = < z,1,
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siendo 2, el primer cero positivo de AT¥(z). Obviamente, la integral (3.22) no de-
penderd del valor particular de x en ese rango. En efecto, expresando el integrando
en términos de las funciones de Bessel modificadas [69]

J, (€2 w) =2V I, (w),

Y, (2 w) = ez, (w) — 272 K, (w),
(3.23)
Jy(e' w) = 2V I (w),

Y/(e'5 w) = 3 I (w) — 27504 K (w),

relaciones validas para —7 < arg(w) < 7/2, y tomando en consideracién su com-
portamiento asintético para grandes argumentos, se puede ver que la integral

1 [t ATE'(,

Gls) = o / E AT((Z)) @z, (3.24)
converge absoluta y uniformemente a una funcion analitica de s en el semiplano
abierto R(s) > 1. Sin pérdida de generalidad, y por conveniencia de célculo, evalua-
remos esta funcién para argumentos reales s > 1, desde donde serd extendida como
una funcién meromorfa al resto del plano complejo s.

Por otro lado, haciendo uso de las propiedades de las funciones de Bessel de
argumento complejo [69],

L (e7™ (y +1x)) = e TV (L, (y — )",

K, (e7'™ (y +w)) = ™ (K, (y — )" +ur (I, (y —1x))",
(3.25)
I (e (y +a)) = eV = D (1) (y — )",

K, (77 (y+ ) = &7V (K7 (y — )" + ome™ (I, (y — 1)),

v

vélidas para y > 0, la expresion (3.24) se puede reescribir para s > 1 como

=t {x g /00"@ e ég((g_—;)))) dy}, (3.26)

donde la derivada logaritmica es tomada con respecto al argumento wx(y — ¢).
Cambiando la variable de integracién a t = z(y—1), con z = /v > 0, finalmente
obtenemos
T
_Z—

Gols) = ‘713%{ 2

(s+1) o= d(InATF (wt))
G T e

1z
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Notar que el lado derecho de (3.27) no depende de z para z (> 0) suficientemente
pequeno.

Para construir la extensién analitica de la expresién (3.3) a s ~ —1, en (3.27)
sumamos y restamos los primeros términos del desarrollo asintético del integrando,
obtenido a partir del desarrollo asintotico uniforme de las funciones de Bessel modi-
ficadas (desarrollo de Debye) [69] que aparecen en la expresiéon de AL (wt). Para
aislar las singularidades de la energia de Casimir es suficiente retener en el desarrollo

términos hasta el orden 3,

d (In ATE (4 t))

o = DI*(t) + O™, (3.28)

donde

DTE(t) =
(3.29)
= vDL () + DYy () + v DS (1) + v 2D (1) + v DY (1),

es un desarrollo valido para grandes valores de v con t fijo, obtenido empleando
el desarrollo de Debye para las funciones de Bessel. Aqui las funciones Dg%(t),

k=1,0,...,—3, son
1
DM(t) = S\ 1+ niR a2 (3.30)

DY)(t) = (2t + 2n2R** [a®) ™ (3.31)

(-1 ndR%t (1 —ndR*?/4a®)  (nd +2/t%) 22
Drp (t) = =5 3 2p2/2/,2)5/2 (3.32)
2a% (1 + nR*t%/a?) 2t\/1 + nit?

D(72) (t) _ aﬁngRQt 5n3t2 B néR4t4 B 6H%R2Z2

TE 2(&2 + ngR2t2)4 2 4(14 a2

(3.33)
@7 A7 ARZ nRC7
ngR?tt 2 al a6
DD () = ngR%*t (64a% — 560a'n2 R?t* + 456a*nj R** — 25n§ R%t°) N
e 12848 (1 + n2R%t2/a?)11/2

(3.34)

Z% (1622 4 56n2t* Z* + 6nSt® Z* + 3nSt (1* + 1222) — 2n(t° — 35¢12?))
16t° (1 + n3t?)7/2
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Para los modos TM, un desarrollo analogo conduce al desarrollo de Debye

1
DY) (1) = 7L+ iR a? (3.35)

D, (t) = — (2t + 202 R? [a?) ™ (3.36)
D(fl)(t) _ —n2 Rt (8 + n2R*?/a?) B (2 + nit?) Z? (3.37)
TM 8a?2 (1 +ngR2t2/a2>5/2 2153\/Tn(2)t2 .

_ 2R%t (10 — 10n2R?*t? Ja® + niRYY/a*) 77
D) =2 - 0 2 3.38
TM ( ) 8&2 (1 + n%RQtQ/a2)4 + 2t3 ( )

D=3 (1) = —ngR%*t (176a° — T84a*n2R*t? + 480a’ng R't* — 23n8R6t6)+
o 12805 (1 + n2 R2t2/a?)11/2

(3.39)

Z212 (2 + ndt?) (4 + 12n2t? + 3ngt*) + 224 (1 + n2t?)*(8 + 12n3t* + 3njt?)
1665 (1 + ngt?)7/?

donde ng = /6o y Z = afd/c.

Cabe senalar que en el cédlculo del desarrollo asintotico hemos descartado las
contribuciones de los términos que contienen Ky(%), ya que se anulan exponen-
cialmente cuando R — oc.

Para calcular la extension analitica de (3.3), debemos considerar entonces

7T
00 =8 __,_ + 1 00—12 TE
Z y §R{ v . 12(3 )/ s d (IHA(;t (th)) dt} _

(74

1z

i ya%{”; s+ D) /Oo—zzt_s{d(lnAc;T’: (wt)) —DZ’E(t)} dt}.

1z

_ f: v &e{”_s ety / T s prE dt}— (3.40)

El segundo término en el lado derecho de (3.40) converge, por construccién, para
s > —2. Luego se puede poner s = —1 dentro de la suma y la integral y evaluar
numéricamente su contribucion, si fuese necesario. Sin embargo, como aqui estamos
interesados en el calculo de los términos singulares de (3.3), s6lo consideraremos el
primer término del lado derecho de (3.40).
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3.3. Singularidades ultravioletas en la energia de
Casimir

Como se dijo al final de la seccién 3.2, para calcular las divergencias ultravioletas
de Ecqs es suficiente considerar el primer término del lado derecho de (3.40). A los
efectos del célculo, es importante mostrar que no sélo el lado izquierdo de (3.40) es
independiente de z = /v (como ya fue senalado debajo de la expresién (3.22)), sino
que también lo es individualmente cada término del lado derecho de esa ecuacién.
Como veremos, esto facilitara el calculo de la suma en v.

Investigaremos, en primer lugar, la dependencia en z de la integral involucrada
en el primer término del lado derecho de (3.40). Teniendo en cuenta la analiticidad
del integrando, basta con estudiar la integral

/1 t=* DTE(t) dt. (3.41)

1z

Esta integral se puede resolver exactamente en términos de funciones hipergeométri-
cas. De esas expresiones es inmediato verificar que, dado que se puede tomar z — 0"
(recordar que z = x/v), la parte dependiente de z en (3.41) resulta imaginaria para
todo s > 1, y luego es eliminada al tomar la parte real en (3.40). En consecuencia,
ambos términos en el lado derecho de (3.40) son independientes de z. Este hecho
serda de utilidad en los calculos que siguen.

Una vez investigada la dependencia en z del segundo miembro de (3.40), dedicare-
mos el resto de esta seccion a aislar sus divergencias ultravioletas. Por construccion,
ellas estan contenidas en el primer término del lado derecho de esa ecuacién. Para
s > 1, podemos estudiar cada término de DI (t) por separado, evaluando entonces
las expresiones

T
00 o 2 + 1 c0—12
> prletkeD 3%{—1 e sl / =5 D) () dt}, (3.42)

T _
v=3/2 z

donde el indice k =1, ..., —3 corresponde a cada orden en el desarrollo de Debye.

Como la parte real de la expresion entre llaves en (3.42) es independiente de v
(pues es independiente de z = x /v, como sefialamos antes), la suma sobre v queda
expresada en términos de la funcién ¢ de Hurwitz [66],

S v = (s — k- 1,1/2) — 2751 (3.43)
v=3/2
Esta funcion presenta una singularidad en s = —1 solamente cuando k£ = —3, a
saber .
s~—1
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donde v es la constante de Euler [69]. Para los deméds valores de k se obtienen

continuaciones analiticas de (3.43) regulares en s = —1.
Luego, es sélo para k = —3 que necesitamos calcular tanto las partes finitas
como las singulares de la continuacién analitica a s = —1 de la integral involucrada

en (3.42). Para los restantes valores de k, s6lo son necesarios los términos singulares
de dicha integral.

Todos estos términos se pueden calcular exactamente. Reuniendo sus contribu-
ciones, obtenemos la parte divergente de la contribucion de los modos TE a la energia
de Casimir. En el limite R — oo tenemos

he { ng a* O no a® 2

Erpla) = . .
re(a) 24t (1+s) 4m3A(l+s)

- + O(s + 1)0}. (3.45)
Notar que el primer término del lado derecho corresponde a una contribuciéon de
volumen y el segundo es una contribucion de curvatura. En particular, no aparecen
contribuciones de superficie. Esto estd de acuerdo con lo mencionado en la nota 1
al pie de pagina del Capitulo 2, relacionado con la aparicién de divergencias super-
ficiales en la energia de vacio regularizada para dominios compactos acotados por
superficies cerradas: El uso de un modelo de dieléctrico realista en la descripcion del
medio suaviza las singularidades ultravioletas.
Para los modos TM, un calculo completamente analogo arroja el resultado

he { ng a* Q! no a* 2

E _nheg_
rar(a) a 24 w1+ s) i 471+ s)

+O(s + 1)0} . (3.46)

Finalmente, sumando las dos contribuciones anteriores obtenemos para la parte
singular de la energia de Casimir de la esfera dieléctrica sélo una contribucion de
volumen,

he ng a* O
E(a) = — 0= "
1271+ s)

a

Notar que los términos divergentes de curvatura se han cancelado al sumar las
contribuciones de los modos TE y TM. Reescribiendo este resultado en términos del
volumen de la esfera, V = 4ma®/3, encontramos

+O(s + 1)0} : (3.47)

hnd Q

Efa) = 16 72 3(1 + )

V+0O(s+1)" (3.48)

3.4. Singularidades ultravioletas del modelo con
conductividad

En la seccion anterior vimos que al considerar un medio esférico con un compor-

tamiento ultravioleta realista, la energia de Casimir suaviza sus singularidades en el
sentido de que sélo contiene un término divergente proporcional al volumen. En esta
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seccion mostraremos que este comportamiento se mantiene en un caso mas general,
donde ademaés el medio presenta conductividad.

El problema de la inclusién de conductividad en calculos de la energia de Casimir
estd intimamente ligado a las controversias que hoy en dia existen en los resultados
obtenidos por diversos grupos sobre el Efecto Casimir a temperatura finita ([48]-[55],
entre otras). Una correcta descripcién de la fuerza de Casimir térmica en metales
reales podria ser de importancia, por ejemplo, en aplicaciones de nanotecnologia [105,
106]. Sin embargo, no se tienen atin resultados concluyentes. Aparentemente, uno de
los principales puntos oscuros en esos estudios sobre metales reales esta relacionado
con la magnitud de la constante de amortiguamiento vy (a veces llamado pardmetro
de relajacion), que hemos definido en la seccién 2.5.1.

En efecto, en general la expresiéon usada para la permitividad dieléctrica en
calculos con metales reales es la que hemos hallado en la seccién 2.5.1, ecuacion
(2.70). Aunque sobre este tema existe actualmente una amplia gama de articulos
([51],[107]-[108]) los desacuerdos son atn profundos, al punto de que hay autores
que han proclamado que la entropia de Casimir a temperatura cero no es igual a
cero, contradiciendo la tercer ley de la termodinamica. Sélo a través de dudosos
procedimientos, que evitan la utilizacién de modelos del tipo de la ecuacién (2.70),
se logra salvar la situacion. Sin embargo, hemos mostrado en la seccién 2.5.2 que la
relacion causal que existe entre el campo eléctrico y el vector desplazamiento con-
duce al comportamiento del tipo (2.70) para la permitividad. El punto de conflicto
aqui podria radicar en la nulidad del parametro v en el limite de bajas temperaturas.

Segin mencionamos a lo largo de la seccion 2.5, la constante de amortiguamiento
v debe ser no nula para dar cuenta de conductividad. La consecuencia que introduce
esto en nuestros resultados para las singularidades ultravioletas de la energia de
Casimir se puede ver modificando la expresion (3.1) de la permitividad eléctrica por

QZ
e(w) =€ <1 oot 17)> , (3.49)
que describe un medio con conductividad finita. El resto del modelo se mantiene
igual a lo que hemos descrito en las secciones anteriores, en particular las funciones
ATE(2) y ATM(2), dadas en las ecuaciones (3.18) y (3.20) respectivamente, con el
tnico cambio de que €(w) en ellas estd dado ahora por (3.49). Como consecuencia,
los desarrollos de Debye para los modos TE se ven modificados en

1
DY (1) = S\ L+ iR a? (3.50)
DYL(t) = (2t + 202R%** [a®) ™ (3.51)

—5any* R* 3 ang® R*t

8 (a? + no? R? 152)g 2 (a® + ne? R%t?)

—1
Dy (1) =

%
(3.52)
72 no? 72
t3\/1+n02t2 2t\/1+n02t2
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— (a®ne® R?t) 5a*ng* R 3 zZ?

D(*Q) _ _ =
2@t B2 A(@4ng R2E) 26

e () =

(3.53)
a?ngd RS 0 32°T ne? Z2T

+ +
8(a2 +ng2 R212)" 2141+ ng? 2 2y/1 +no2t2

(=3) —1105a't 663 a® 37°T
Drg (t) = o+ g T 44
128t (a® + ng? R2t2)2 32t (a? + ng? R*t?)?2

1039 a7 . 13965 25 ¢
64t (a2 +np2 R212)7 321 (a2 + ng? R242)2 128 (a2 + no? R212)?

572 13 72 11 2?2
163 (1+n02 t2>2 163 (1+n02t2)2 163 (1+n02 t2>2

. 372 Z4 . 374
168° V1 +no”t> 8¢5 (1 +n02t2)% 411+ ng?t?

+3\/1+n02t2Z4 Z217? 3vV1+ng2t2 2212
8o 215 /1 4+ ny? t2 25 ’

mientras que para los modos TM se tiene
1
D) = /1 e (35

DY) (#) = — (2t + 2n2R* Ja®) ™" (3.56)

(1) Tany* R* 3 any® R*t
DTM (t) - 5 3
8(a? +ng? R?t?)2  (a® 4 ny® R%t2)2

(3.57)
Z? no? 2?2
tB3V1+neg2t2  2t/1+ny?t?

D2 (1) = 5a%ng? R%t 5 a*ny* R* 3 N Z_2
M 4(a? +ne2 R22)"  4(a® +ne2 R22)" 283

(3.58)
&2 7106 R6 t5 3 Z2 r 7’LO2 7102 r

+ + +
8(a2+ne? R262)"  2t4 VT + ng?t2  12/1 + ng? 2




48 3- Divergencias en la energia de Casimir de un medio ...

_3 1463 a'! 819a° 37°T

(=3) 1y _

DTM (t) = i 9 44
1281 (a2 + ng? R212)2 32t (a2 + no? R212)> t

1181 4" 143 P N 23 a
641t (a2 + ny? R2t2)

T32¢(a+n? R242)7 1281 (a? + no2 R242)?

572 Z* 972
- 7 + 5 +
1643 (1 +102#2)7 1663 (1 +no22)% 1643 (1 + no? 12)

(3.59)

3
2

L 372 Z4 L 3z
1683 V1 +no”t* 8¢5 (1 —1—n02t2)% 415 /1 4 np? t?

+3\/1+n02t2 Z4 72172 3vV1+ng2t2 2212
8t° 215 /1 + ng? 12 25

donde ny = /€y, Z = afd/c y I' = ay/c. Notar que los primeros 6rdenes de ambos
desarrollos (determinados por el término dominante en el desarrollo de (3.49) para
grandes w) coinciden con los correspondientes al caso con 7 = 0 que hemos estudiado
anteriormente. La presencia de 7 solo se manifiesta en los érdenes superiores, de
acuerdo con los siguientes términos en el desarrollo de e(w) para grandes w (ver
ecuacion (2.70)).

El método de calculo de las divergencias ultravioletas es enteramente similar
al de la seccion 3.3, asi que aqui sélo daremos los resultados finales. Sumando las
contribuciones de los modos TE y TM a la parte singular de la energia de Casimir
obtenemos, en el limite R — oo,

E(a)

_hc{ atng® v Q2 atny® Q4

_30477(1+S)_12047T(1+3)+O<8+1)0} ) (3.60)

a
lo que nuevamente corresponde a contribuciones de volumen. El segundo término en-
tre llaves es idéntico al hallado antes, ecuacion (3.47), pero ahora aparece un término
adicional debido exclusivamente al hecho de haber considerado una conductividad
no nula para el medio. Su dependencia con el volumen de la esfera hace que sean
aplicables las mismas conclusiones que para (3.47); esto es, que también puede ser
cancelado mediante un contratémino de volumen en la expresion de la energia cldsica
del sistema (lo que corresponde a una renormalizacién de la densidad de energia del
material).

3.5. Resumen y conclusiones

En las secciones anteriores encontramos que la estructura de singularidades ul-
travioletas (en el esquema de la regularizacién () de la energia de Casimir de una



3.5- Resumen y conclusiones 49

esfera dieléctrica no magnética es muy simple, una vez que se considera un com-
portamiento realista para la permitividad del medio a altas frecuencias. El tnico
término singular que aparece es un polo simple en s = —1 cuyo residuo es propor-
cional al volumen de la esfera, que puede interpretarse como una contribucién a la
densidad de energia del material [27], al estilo de lo que sucede en modelos de la
bolsa. Su renormalizacién deja presente en el modelo una constante fenomenolégica
que corresponde precisamente a la densidad de masa medible.

En este modelo (y con esta regularizacién) no son necesarios contratérminos de
superficie o curvatura: las divergencias superficiales estan ausentes y las de curvatura
se cancelan entre si cuando se suman las contribuciones de los modos transversales
eléctricos (TE) y transversales magnéticos (TM).

Si bien este resultado ha sido obtenido en una situacién particular con simetria
esférica, él parece avalar nuestra hipdtesis fundamental de que si se emplean per-
mitividades realistas para la descripcion de los medios dieléctricos entonces las di-
vergencias ultravioletas se suavizan, clarificando la interpretacién de los modelos
clasicos asociados.

Las mismas conclusiones se pueden obtener del estudio de la estructura de di-
vergencias de la energia de Casimir para un modelo simple de metales reales, ya que
también se trata de contribuciones proporcionales al volumen del medio.

A partir de esta sencilla estructura de polos y contratérminos se ve que tiene
sentido analizar las partes finitas de la energia de Casimir en el contexto de una
teoria cuantica de campos para medios realistas. Como primer paso se podria adop-
tar el modelo de Drude para la permitividad del medio y analizar cémo depende
la energia de Casimir de, por ejemplo, la frecuencia de plasma 2. En un modelo
mejorado, podria considerarse el modelo de Drude sélo para las frecuencias altas,
digamos w > €2, mientras que para w < €2 el medio deberia describirse por una
relacién de dispersiéon representativa de las bajas frecuencias. Esto sera hecho en
el Capitulo 5, donde analizaremos las partes finitas y singulares de la energia de
Casimir en un medio dieléctrico modelado de manera realista, tanto a bajas como a
altas frecuencias.
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Capitulo 4

Energia de Casimir de un campo
escalar con condiciones de
contorno dependientes de la
frecuencia

En este capitulo calculamos la energia de vacio de un campo escalar sujeto a una
condicién de contorno que depende de la frecuencia del campo [76]. Esta dependen-
cia particular, que emula de manera simplificada el comportamiento de los medios
dieléctricos reales, incorpora una frecuencia de corte en las condiciones de contorno
impuestas sobre la superficie de separacion entre dos medios. Esto se traduce en que
la energia de vacio se puede describir en términos de una funcion ¢ incompleta, a
partir de la cual se pueden determinar las contribuciones dominantes (términos de
volumen, superficie, etc) de la energia de Casimir del sistema.

El modelo es 1til en dos sentidos: por un lado se puede visualizar como un modelo
sencillo de prueba que permite establecer un método de calculo que sera usado en
el capitulo siguiente. Por otro lado, muestra que las contribuciones dominantes a
la energia de Casimir son términos de volumen, que por su magnitud podrian ser
relevantes (en un andlogo electromagnético) para la descripcion de fenémenos tales
como el de la sonoluminiscencia [64, 25].

4.1. Introducciéon

Como se mencioné en el Capitulo 2, el Efecto Casimir surge como resultado de
la distorsion de la energia de vacio de los campos cuanticos debido a la presencia
de contornos, topologias no triviales o campos de background en el dominio de
cuantizacion.

En los ultimos anos, ha surgido un gran interés en el estudio de la energia de
Casimir de campos electromagnéticos en presencia de medios dieléctricos, debido

o1
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principalmente a la sugerencia de Schwinger [26] de que el efecto podria ser impor-
tante en la explicacién del fenémeno de la sonoluminiscencia [64, 25]. Sin embargo,
los resultados obtenidos sobre este tema por distintos grupos [27, 80, 81, 82], [29]-[33]
usando diferentes técnicas de cdlculo (métodos que involucran funciones de Green,
fuerzas de van der Waals, desarrollos asintéticos de la densidad de estados, etc.) son
controversiales.

En vista de las discrepancias que existen en la materia, en este capitulo comen-
zamos nuestro estudio considerando, en primer lugar, un modelo simple de un campo
escalar sujeto a condiciones de contorno locales sobre la superficie de una esfera, pero
dependientes de la frecuencia. Nuestro principal objetivo aqui es establecer un méto-
do de célculo para el cambio que ocurre en la energia de Casimir del campo cuando
se varia el radio de la esfera, en una situacién en donde las condiciones de contorno
imponen una frecuencia de corte fisica, €.

Consideraremos entonces el modelo simplificado de un campo escalar cuyos mo-
dos correspondientes a autofrecuencias w < €2 estan confinados al interior de una
esfera de radio a, sobre la que satisfacen condiciones de contorno locales homogéneas
[76].

Por otro lado, supondremos que el contorno es completamente transparente para
aquellos modos de frecuencia w > ). Luego, su contribucién a la diferencia de
energia de Casimir para dos radios diferentes se cancelara, independientemente de
la regularizacion utilizada para su definicién. Por este motivo, substraecremos estas
contribuciones desde un principio, lo que es equivalente a una redefiniciéon del nivel
de referencia de la energia de vacio de forma independiente del radio a.

Para el calculo de la energia de vacio de los modos de baja frecuencia hare-
mos uso de desarrollos asintéticos de una funcion ¢ incompleta del modelo, técnica
que introduciremos a continuaciéon. Esto permitird la identificacion de los diferentes
términos de volumen, superficie, etc, en la energia de Casimir.

Como un ejercicio final, mostraremos que eligiendo valores razonables para la
frecuencia de corte y para el radio de la esfera, la energia de Casimir disponible
en este modelo es comparable con la energia emitida durante cada ciclo de una
burbuja tipica en un experimento de sonoluminiscencia [25]. En vista de esto, resulta
de gran interés aplicar este método a un modelo analogo para el caso del campo
electromagnético en presencia de medios dieléctricos. Este calculo sera realizado en
el capitulo 5, para un modelo realista de dieléctrico que toma en consideracion el
comportamiento dispersivo del medio en todo el rango de frecuencias.

4.2. El modelo y su funcién ¢ incompleta

Consideremos un campo escalar libre en R? que satisface condiciones de contorno
locales sobre la superficie de una esfera de radio a. Las condiciones de contorno
dependeran de la frecuencia de los modos normales del campo.

Supondremos que el contorno es completamente transparente para aquellos mo-
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dos de frecuencia mayor que una frecuencia de corte €2 dada, mientras que los modos
con w < {2 satisfacen

2
(A + %) (7)) =0, parar < a, (4.1)

y condiciones de contorno de Dirichlet sobre la esfera

Yo(T)—g =0, (4.2)

quedando confinados al interior de la esfera.
Proponiendo que ,(7) = fi(r)Y;™(0, ¢), la funcién radial satisface

? 2d I(l+1 w?
— ( ) + g)fl(r) =0, parar < a, (4.3)

(dfr2 rdr r?

donde las autofrecuencias quedan determinadas por la condicién
flr)] - =0. (4.4)

Las soluciones de (4.3) sujetas a la condicién (4.4) y que ademds son regulares
en el origen son fi(r) = \/7/(22)J,(2), con v =1+1/2, 1l € Ny z = w,,, r/c. Las
autofrecuencias quedan determmadas como

C
VTL:_.VH7 4.5
Won =~ o, (4.5)

donde j,,, es el n-ésimo cero de la funcion de Bessel J,(2).

Estamos interesados en el calculo de la diferencia de energias de vacio para dos
situaciones con distinto valor del radio a. Como hemos senalado, en esta diferen-
cia podemos descartar las contribuciones de aquellos modos con frecuencia w > )
porque, al ser independientes de la posicién del contorno, sus contribuciones se can-
celaran independientemente de la regularizacién usada en la definicion de la energia
de vacio.

Luego, para calcular la energia de Casimir debemos evaluar la suma

E(a) Z 2 v Z B Wy, (4.6)

v=1/2

donde N, es el numero de ceros positivos de J,(z) menores o iguales a = := Qa/c,
el factor 2 v = 2 [+ 1 es la degeneraciéon de cada autovalor, y v es el valor maximo
de v para el cual N, > 1.

Notar que en (4.6) la suma es finita, dado que el primer cero de J,(z) crece
con v. No obstante, como estamos interesados en una evaluacién analitica de (4.6)
antes que numérica, utilizaremos un método de suma basado en la evaluacién de una
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funcion ¢ incompleta que definiremos a continuacién. Comenzamos con la siguiente

representacion:
N, N,
D dvn= D don| (4.7)
n=1 n=1 s=—1

donde la suma en el lado derecho de esta ecuacién existe Vs € C.

Notar que la suma en el lado derecho de (4.7) evaluada en s = 0 nos da precisa-
mente NN, el niimero de modos que contribuyen a la energia de vacio del campo para
cada valor del momento angular [ = v — 1/2. Este hecho serd usado en la seccién
4.3 para calcular 1.

Como J,(z) tiene sélo ceros reales para v > —1, y sus ceros no nulos son todos
simples [66], podemos utilizar el teorema de Cauchy para representar la suma en el
lado derecho de (4.7) como una integral en el plano complejo,

N,
~ 1 L J(2)

s = A 4.8

;‘7”’” 27 7{)2 J,(2) % (4.8)

donde la curva C', recorrida en sentido antihorario, encierra los N, primeros ceros
positivos de J,(z).

Para R(s) suficientemente grande, el contorno C' se puede deformar en dos lineas
rectas verticales, una cruzando el eje horizontal en £(z) = 2™ y la otra en R(z) = 0.
Expresando el integrando en términos de las funciones de Bessel modificadas [69]

I(w) = e 2V 1 (/2 ), (4.9)

relacion valida para —m < arg(w) < 7/2, y teniendo en cuenta su comportamiento
asintotico para grandes argumentos [69], es facil ver que para z > 0 la integral

Gloayim e [ g, (4.10)

T 274 + 100 Jy(2)

evaluada sobre una recta vertical que corta al eje real en R(z) = x + € y tomada en
el limite ¢ — 07, converge absoluta y uniformemente para s > 1. Ella define una
funcién analitica que se extiende como funcion meromorfa a todo el plano complejo
S.

Luego, para s > 1,

N,
D don = G(5,0) = G(s,2). (4.11)
n=1

Como el lado izquierdo de (4.11) es una funcién entera de s, las singularidades de
¢, (s,x) deben ser independientes de x.
Por otro lado, para y > 0 [69],

IL(—y—1x)=e"""I,(y+12), L(y+r2)=(L(y—12))" (4.12)
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Luego, para R(s) > 1 podemos escribir

G(s,z) =R {%15 et (7/2) (s+1) /000<y —1)"° %:2; dy} . (4.13)

Para construir la extensién analitica de (,(s,z) a s ~ —1 vamos a sumar y
restar los primeros términos del desarrollo asintético del integrando en (4.13), que
se obtiene a partir del desarrollo asintético uniforme (desarrollo de Debye) de las
funciones de Bessel [69]:

I'(vt)
I1,(vt)

_ %D,,(t) + oW, (4.14)

donde
D,(t)=vD.(t)+ D,t)*+ v D, (t)

v

vy1+ t2 t 4t — 13 (4.15)

t 2(1 +¢?) i 8 (1 +t2)5/2’

que es un desarrollo valido para grandes valores de v con t fijo. Veremos més adelante
que esta aproximacién permite la identificacién de las contribuciones de volumen,
superficie, etc, a la energia de vacio.

En (4.13), cambiando la variable de integracién a t = z(y —1), con z = z/v > 0,
tenemos

C(s,a) = B { —V (w2 (s4) / s dn L, (1)) dt} ' (4.16)

T dt

”z
Luego, debemos considerar la integral

/ 4 d(In I,(vt)) 5
_ dt

1z

(4.17)

/ T D) de+ / T {W - Dl,(t)} dt.

1z —1z

La segunda integral en el lado derecho de esta ecuacién converge para s > —2, como
se puede ver ficilmente estimando el integrando por medio del término de O(v~2) del
desarrollo de Debye presentado en (4.14). En efecto, éste se comporta como O(t3)
para grandes valores de |t|. Luego esta integral se puede evaluar (numéricamente,
por ejemplo) poniendo directamente s = —1.

En lo que sigue de este capitulo consideraremos la primera integral del lado
derecho de (4.17), de la que retendremos sélo los primeros términos de un desarrollo
en potencias de v, de manera consistente con los érdenes retenidos en (4.14). Como
se puede ver de (4.15), el integrando D, (t) es una funcién algebraica que presenta
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singularidades en ¢t = 0,42, y se comporta como O(t°) para grandes valores de t.
Luego, la integral converge absoluta y uniformemente para s > 1, donde define una
funcion analitica que se extiende a una funcién meromorfa en la regién de interés
del parametro s. Como se verda mas adelante, esta prolongacion muestra que las
singularidades de ¢, (s, ) son polos simples, con residuos que resultan independientes
de z. Esto ultimo es una condicién necesaria para que el resultado de (4.11) sea finito
para todo s.

Haciendo uso de la analiticidad del integrando, podemos cambiar el camino de
integracion para escribir

/ 1D, (1) dt =

1z

(2

o)
o
1

1 V1+t2 t 4t — 3
/ e (VAR T di+
s t 2(1+1t2)  8wv(l+t2)5/2

vV/1+12 t At — 3 (4.18)

t 2A+ ) Bl 2P

La primera integral en el lado derecho de (4.18), que contiene toda la dependencia
con x = vz, es una funcion entera de s y puede ser evaluada directamente en el valor
requerido de ese pardmetro (s = —1). En la integral sobre (1,00), hemos restado y
sumado los primeros términos del desarrollo en serie de D, (t) para grandes valores
de t. Esto hace que la segunda integral sea convergente para s > —2, y que la tercera
deba ser evaluada para s > 1, para luego determinar su continuaciéon analitica a los
valores relevantes de s. Esto ultimo se puede hacer exactamente, encontrandose que
su contribucién a (,(s,x) en (4.16) es la parte real de

(4.19)

et (7/2) (s+1) ( 8 1/2 4 v 1—4 VQ)

vits8 1—3+?+ 1+s

Esta expresion tiene polos simples en s = 0,+£1, las tnicas singularidades de
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(o (s, x) para R(s) > —2. Como esperabamos, los residuos son independientes de z,

1
Res G (5,2l = —
Res CV(Sax)Ls:O = 07 (420)
1—41?
Res (,(s,x)|.__ , = —.
eSC(‘S x)’s_ 1 87'('
Por ejemplo, para (,(s,z) alrededor de s = —1 y con v < x (este resultado

se necesitard en la seccién 4.4 para evaluar la energia de vacio), resulta inmediato
obtener el desarrollo de Laurent

1—4 12 4121

C(s, x> v) = + (m(%) +In(z+ V22— 1))

87 (l+s) 8w
(4.21)
2 U2 3z—823 1
—_— - 21— —— +0! @) 1
in 27 V" rEo1pr 3. OV HOEHD,
con z=z/v 21
Por otro lado, cuando  — 07, un célculo similar conduce a
1—41? 4% -1 v
v 70 = 1 o)
6(5,0) 8ﬁ<1+s>+[ o)
(4.22)
V2 v 1 1
E—Z—S—W‘i‘O(V ):|+O(8+1).

En la seccién siguiente evaluaremos el nimero de modos que contribuyen en
(4.11) como funcién de v. En la seccién 4.4, calcularemos las contribuciones de esos
modos a la energia de vacio.

4.3. El ntimero de modos que contribuyen

Esta seccién esta dedicada a la determinacion de vy en (4.6), el maximo valor
de v para el cual N, > 1. Aunque en este caso simple los ceros de J,(w) son
bien conocidos [69], preferimos establecer un criterio que pueda ser usado en las
situaciones mas generales de los préximos capitulos.

En primer lugar notamos que

N =S dl = 600 - s )| (4.23)

s=0
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es una funcion discontinua de x que tiene un salto de altura uno en cada zero positivo
Jun de la funcién de Bessel J, (w).
Luego, vy puede ser determinado de la condicion

Ny(®) =Nyy(Jun +0) =1 (4.24)

con N, (juyya —0) =0.

Teniendo en cuenta que Res (,(s,x)|s=0 = 0 (ver (4.20)) y el hecho de que la
segunda y tercera integrales en el lado derecho de (4.18) son reales, se puede obtener
de manera directa de (4.16) - (4.18) que

R [_% (Viem2 —n(1+ Vit ermad)) + (4.25)

1 _ 1 (243 2%)
— 1In(1 2
Z e ey C PP )T

} +0(v™?),
donde hemos tomado z = /v & 1. En particular, para z — 07,

((s=0,2=0)=—=—>4+0?), (4.26)

v 1
2 4
en acuerdo con [74].

Ahora, tomando la diferencia entre (4.26) y (4.25) logramos una aproximacién
suave, N, (z) + O(v™"), de la funcién escalonada N, () definida en (4.23). Es facil

ver que N,(x) = 0 para v > x, mientras que para v < x tenemos

N, (x) = v (\/ 22 — 1 — arctan(v 22 — 1)) L 2+382 (4.27)

7r 4 2vm (2 —1)32
con z =x/v.
Ahora vamos a determinar el valor de 1 para el cual

Nyy(7) = 5. (4.28)

Para esto, proponemos un desarrollo de la forma

2—1=c, v, P ey v+ 00, 4.29
0 0 0 0

el cual tiene sentido para vy > 1y zyp = x/vy = 1. Reemplazando en (4.27) e
imponiendo (4.28), podemos determinar los coeficientes €5 orden por orden en v, 1/3
para obtener

r =1+ 1,857 1> + 1,034 1, P + O, (4.30)
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o bien, invirtiendo este desarrollo,
vy = — 1,857 213 +0,1155 272 4 O(z71). (4.31)

Notar que, como se esperaba, vy < x.

La ecuacion (4.30) estd en excelente acuerdo con la expresién del primer cero no
nulo de J,,,(w) para un orden v grande [69]: j ,,1 = 1o+ 1,8557 Vé/3+ 1,0331 1/0_1/3+
Ovy")-

4.4. Contribuciones dominantes a la energia de
vacio

En esta seccion evaluamos las primeras contribuciones a la energia de vacio
obtenidas del desarrollo de Debye usado en la secciéon 4.2. Como veremos, esto nos
permitird determinar términos de volumen, superficie, etc, en la energia de Casimir
del campo escalar.

De acuerdo con los resultados de las secciones anteriores, estamos interesados
en el desarrollo de Laurent alrededor de s = —1 de las funciones (,(s,z > v) y
(o (s, = 0) dadas en (4.21) y (4.22). Como mencionamos antes, las partes singu-
lares se cancelan al efectuar la diferencia en la ecuacién (4.11) (ver (4.20)). Para la
diferencia de las partes finitas tenemos

2 F(z,v) = [G(s,0%) = G(s,2)] |, =

(VAT -+ VD)) - o (4.32)

3z-—82° +L In(z + V22— 1) + O )
24 (22 —1)32 87 '

Esta es una buena aproximacién parav > 1y z =z/v 2 1.

Nuestro objetivo es evaluar la suma de (4.6)

E(a=xc/Q) = ? Z v [G(=1,0%) = ¢ (—1, )]

v=1/2

(4.33)
= hQ Z F(z,v),

v=1/2

con vy dado en (4.31).
La funcién F'(x,v) es no negativa y tiene un pico pronunciado en v ~ x/2 (es
decir, z &~ 2). Luego el uso de la aproximacion de (4.32) es consistente si x > 1.
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Para realizar la suma indicada en (4.33), hacemos uso de la férmula de suma
de Euler-Maclaurin [69]. De (4.32), se puede ver que los términos sucesivos en la
formula de suma,

> Fla,v) = /1 F(z,v) dv +% [F(x,10) + F(z,1/2)]

v=1/2 /2
(4.34)
1 v=urg
— 0y [F(z,v)] + ..,
12 v=1/2

son de orden creciente en z~!. Luego, reteniendo los primeros términos consistentes
con la aproximacion hecha, tenemos para la energia de vacio

Bla) _ 4 ((5—223) B-1,2%-3 ln(zo—k\/zg—l))

) 24 7 23 24 7 23

e (—\/z§—1+7r+3 111(204—\/23—1)) (4.35)

24 7 22 127 23

. (27 — 17 22) +67r—102§—i—69 1n(2zo—|—\/z§—1) L O(),
48 T 29/ 25 — 1 A8 T 2§

donde zyp = /vy, © = af)/c, y vy estd dado en (4.31). En esta expresion ya se pueden
reconocer contribuciones de volumen, superficie y curvatura a E(a). Cabe senialar que
podriamos haber retenido cualquier nimero de términos en el desarrollo asintotico
de (4.14) para obtener, siguiendo los mismos pasos que en el célculo anterior, la

energia de Casimir a cualquier orden en 1.

Finalmente, reemplazando en (4.35) zp — /vy, vy por la expresién (4.31) y
x — afl/c, tenemos

E(a) = h {% - f—; —0,1343 2/ 4 o(x)} -
(4.36)
=m0 [(ag/;) . (a?éc) —0,1343 (CLQ/C)4/3 4 O(l‘):| ’

de donde podemos ver que los términos de volumen y superficie son dominantes
para x > 1. Las potencias no enteras del radio a, como el tercer término de (4.36),
aparecen como consecuencia de la relacién entre vy y x en (4.31), que involucra
potencias no enteras.
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4.5. Resumen y conclusiones

En las ecuaciones (4.35) y (4.36) hemos calculado las contribuciones dominantes
a la energia de vacio de un campo escalar en un modelo con una condicién de
contorno dependiente de la frecuencia, que consiste en el confinamiento al interior
de una esfera de radio a de los modos de baja frecuencia (hasta una frecuencia de
corte fisica ().

Esos modos estéan sujetos a condiciones de contorno de Dirichlet sobre la super-
ficie de la esfera, mientras que aquellos con frecuencias mayores que {2 son libres,
pues para ellos el contorno es completamente transparente. Esta caracteristica del
modelo permite la sustraccion de la contribucién de los modos de alta frecuencia a
la energia de vacio, lo cual no tiene consecuencias en la evaluacion de diferencias
de energia pues es equivalente a una redefinicién (independiente de a) del nivel de
referencia de la energia.

Asi, hemos representado la suma sobre las autofrecuencias hasta la frecuencia de
corte €2 en términos de una funcion ¢ incompleta asociada con el operador Laplaciano
en la esfera con condiciones de contorno de Dirichlet, ecuacién (4.11).

La funcién ((s,z) estd definida por la serie de la ecuacién (4.13) sélo para
R(s) > 1. Luego, fue necesario evaluar su continuacién analitica desde esa region
a los valores relevantes del pardmetro s, que son s = 0, necesario para evaluar el
momento angular maximo ly = vy — 1/2 correspondiente a autofrecuencias menores
o iguales que €2, y s = —1, necesario para evaluar la contribucién a la energia de
Casimir de los modos con momento angular [ = v —1/2 (con | < ly). Este resultado
fue obtenido aproximando el integrando en (4.13) mediante el uso del desarrollo
asintotico uniforme de Debye para las funciones de Bessel modificadas que aparecen
en su expresion.

Este procedimiento nos condujo a una funcién meromorfa que tiene polos simples
con residuos que fueron evaluados exactamente y que resultan independientes de la
frecuencia de corte (ver (4.20)). Esto es una condicién necesaria, dado que la suma
en el lado izquierdo de (4.11) es finita para todo complejo s.

Por otro lado, hemos evaluado la parte finita de ((s,z) hasta términos de un
orden dado en v~!. Aunque en este calculo hemos retenido sélo los primeros térmi-
nos de ese desarrollo asintético (ver (4.14)), siguiendo los mismos pasos que en las
secciones anteriores es posible determinar la parte finita de ((s,z) en s = —1 (0 en
s = 0) hasta cualquier orden dado en v~1.

Finalmente, aplicando la formula de suma de Euler-Maclaurin hemos arribado
a una expresion para la energia de Casimir del modelo en la cual se reconocen
contribuciones de volumen, superficie, y curvatura, ecuacién (4.35).

Para un valor de la frecuencia de corte correspondiente a x = af)/c > 1, los
términos dominantes en la energia de vacio, ecuacién (4.36), son proporcionales al
volumen (V = 47a?/3) y al drea de la esfera (S = 4ma?),

E(a) 03 0?
)y v 16 m2¢3 +&S 12 w22 Tt

(4.37)
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donde £ = —7/4.

Cabe senalar que si los modos de baja frecuencia del campo escalar estuvieran
sujetos a condiciones de contorno de Neumann en lugar de las de Dirichlet, ob-
tendriamos la misma expresion que (4.37) para los términos dominantes, pero con
¢ = 7/4. Esto estd en completo acuerdo con lo obtenido a partir del desarrollo de
la densidad de estados en potencias del inverso de la longitud de onda [83, 30]. En
efecto, para campos escalares sujetos a condiciones de contorno locales homogéneas,
la densidad de estados se ve modificada por efectos de volumen finito [83]. La primer
correcciéon en el desarrollo asintotico para grandes valores del inverso de la longitud
de onda, k, estd dado por

ZNV/%JFS/g%J“, (4.38)

donde el coeficiente & toma los valores £ = —7/4, £ = 4+ /4,y £ = 4+ /4 para condi-
ciones de contorno de Dirichlet, Neumann, y Robin, respectivamente. Introduciendo
la relacién de dispersién w(k) = ck y un corte dado por K = /¢, se puede obtener
facilmente la ecuacién (4.37) para la energia de vacio'.

Sin embargo, para condiciones de contorno de juntura, como son las que aparecen
en problemas con dieléctricos (ver capitulo 5), el coeficiente ¢ tiene en general una

expresion complicada, lo que dificulta un calculo del tipo de (4.38) [30].

Volviendo a nuestra expresion para la energia de vacio, ecuacién (4.36), como un
ejercicio final podemos estimar el valor de la frecuencia de corte ) necesaria para
producir la cantidad de energia emitida por una burbuja tipica en un experimento
de sonoluminiscencia: adoptaremos los valores de los radios inicial y final, y de la en-
ergfa emitida por una burbuja sonoluminiscente en su colapso? [25], y sencillamente
tomaremos la diferencia de la contribucién de las bajas frecuencias a la energia de
Casimir del campo escalar para esos valores del radio de la esfera.

Si la burbuja colapsa desde un radio inicial @ = 4 107 m a un radio final de una
décima de este valor, y si la energfa emitida fuera de £ = 1,2 1072 J, imponiendo
la igualdad

% [E(a) — E(a/10)] = 1,516 x 10°, (4.39)

donde E en la expresion de arriba es aproximada por la ecuacion (4.36), se obtiene
que x = 490, lo que justifica la aproximacién usada (x > 1, parrafo posterior a la
ecuacion (4.33)).

Esto implica que Q = 3,675 x 10 1/seg, lo cual corresponde a un corte ul-
travioleta para la longitud de onda, A = 5,129 x 1077 m = 5129 A, cercana a la
regiéon donde el indice de refraccién del agua se hace esencialmente igual a uno [34].
Esto sugiere considerar un modelo similar para el caso del campo electromagético
en presencia de medios dieléctricos, cdlculo que serd abordado en el Capitulo 5.

No obstante, la relacién entre vg y x, ecuacién (4.31), introduce ademds potencias no enteras
del radio a en el desarrollo (4.36).
2En el Capitulo 5 describiremos en detalle este fenémeno.



Capitulo 5

Energia de Casimir para medios
dieléctricos dispersivos
esféricamente simétricos

En este capitulo consideramos la energia de vacio del campo electromagnético en
el background de dos medios dieléctricos esféricos concéntricos, modelados por una
relacion de dispersion que presenta una frecuencia de corte comin a ambos. Estas
relaciones se traducen en una condicién de contorno en la superficie de separacion
entre ambos medios que depende de la frecuencia. La energia de Casimir de este
sistema se describe en términos de la funcion ¢ incompleta del problema, siguiendo
los lineamientos del capitulo anterior.

El uso del desarrollo asintético de Debye para las funciones de Bessel permite
determinar las contribuciones dominantes en la energia de Casimir, que resultan ser
términos de volumen, superficie, etc. Se discute la aplicaciéon de estos resultados
al caso de una burbuja de gas inmersa en agua, encontrando resultados que son
consistentes con la propuesta de Schwingwer acerca del papel que podria jugar la
energia de Casimir en el fendmeno de la sonoluminiscencia. También se analizan las
partes finitas y singulares provenientes de las contribuciones a la energia de vacio
proveniente del rango de altas frecuencias.

5.1. Introducciéon

Como se mencioné en el capitulo 2, el Efecto Casimir ha cobrado creciente in-
terés en diversas dreas de la fisica, desde fisica estadistica hasta fisica de particulas
elementales y cosmologia.

En particular, en los ultimos anos, ha surgido un gran interés en el estudio de la
energia de Casimir del campo electromagnético en presencia de medios dieléctricos,
debido principalmente a la sugerencia de Schwinger [84] de que podria desempenar
un papel importante en el fenémeno de la sonoluminiscencia [64, 25], conocido desde

63
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hace mas de medio siglo pero aun carente de explicacion.

En la actualidad, existen esencialmente dos maneras en que es estudiado el pro-
blema de la energia de Casimir en medios dieléctricos. Una consiste en sumar las
fuerzas de van der Waals retardadas entre moléculas individuales que forman el
medio [85, 86]. La segunda hace uso de la teoria cudntica de campos para evaluar la
energia de vacio del campo electromagnético en el background de un medio dieléctri-
co (ver por ejemplo [87, 63, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94]). Sin embargo, la relacién
entre estas dos aproximaciones ain no ha sido bien establecida: solo se ha mostrado
que hasta el segundo orden de un desarrollo perturbativo apropiado para medios
dieléctricos diluidos ambos métodos arrojan los mismos resultados [27, 58, 80].

Por otra parte, hay que tener presente que el Efecto Casimir es una propiedad
de los campos cuanticos que va més alla de la estructura de los cuerpos materiales,
por lo que nosotros seguiremos la estrategia de sumar las energias de vacio de los
modos normales de oscilacién.

La idea de dar una explicacion al fenémeno de la sonoluminiscencia basada en la
energia de Casimir de una burbuja en un medio dieléctrico fue desarrollada inicial-
mente por Schwinger [26]. Pero sobre ese punto hay atin un considerable desacuerdo
(63, 32]. Los resultados obtenidos para dieléctricos no dispersivos por diversos gru-
pos de trabajo, empleando distintas técnicas de cdlculo (como métodos involucrando
funciones de Green, fuerzas de van der Waals, funciones espectrales y desarrollos de
la densidad se estados, ver [95, 96, 29, 30, 31, 97, 58, 98, 99, 32, 33, 100, 101]), son
contradictorios en algunos puntos basicos, los que ain deben ser clarificados.

Por ejemplo, en [32] se estudia el problema de la emisién de fotones debida a
un brusco cambio en las propiedades dieléctricas del medio, calculando el espectro
de particulas emitidas a partir de la evaluacién de los coeficientes de Bogoliubov
que relacionan los estados inicial y final. Estos resultados estarian de acuerdo con
la explicacién propuesta por Schwinger [26].

No obstante, hay autores [29] que estan en franco desacuerdo con esa explicacién
del fenémeno, basandose en ciertos argumentos de renormalizacion para descartar
términos de volumen y superficie en la energia de Casimir. Esos autores [63, 29]
tampoco toman en cuenta el comportamiento real de la permitividad a altas fre-
cuencias, definiendo la energia de Casimir mediante regularizaciones que conducen
a un resultado inconsistente con el experimento, tanto por su magnitud como por
su signo.

En ese contexto de controversia resulta de sumo interés, para su comparacion con
el experimento, el calculo de la energia de Casimir en modelos realistas de medios
dieléctricos.

En particular, como se discutié en la seccién 2.4, no hay acuerdo acerca de la
renormalizacion necesaria para remover las singularidades que aparecen en la energia
de vacio, un hecho que dificulta la interpretacion de las partes finitas. En ese sentido,
hemos postulado que estos inconvenientes pueden tener su origen en el hecho de que
los modelos empleados habitualmente en la descripcion de los medios dieléctricos
no incorporan, en general, una relacién de dispersion realista, con dependencia de la
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frecuencia, conduciendo de ese modo a un comportamiento ultravioleta inadecuado.

En efecto, en el capitulo 3 (ver también [75]), hemos analizado la estructura
de las singularidades ultravioletas en la energia de vacio para el problema de una
esfera dieléctrica no magnética con una permitividad dependiente de la frecuencia,
cuyo comportamiento se obtiene de la aproximacion de altas frecuencias al modelo
de Drude. Mostramos alli que la funcién ¢ del problema presenta una estructura de
polos muy simple, que hace que sélo sea necesario un contratérmino de volumen para
hacer finita a la energia de Casimir. Esto es equivalente a una renormalizacion de la
densidad de energia del material, no siendo necesarios contratérminos de superficie
ni de curvatura en ese modelo. Este resultado sustenta nuestra hipétesis fundamental
acerca de que una relacion de dispersién suficientemente realista podria actuar como
un requlador natural para la energia de vacio.

De ese modo, con el comportamiento ultravioleta bajo control, tiene sentido
preocuparse de analizar las partes finitas de la energia de Casimir para medios
realistas.

Utilizaremos modelos que incorporan rasgos realistas, tanto para los modos de
baja frecuencia como para los de alta frecuencia del campo. Para las contribuciones
provenientes de los modos de baja frecuencia, consideraremos primero permitivi-
dades constantes hasta cierta frecuencia de corte 2 comun a ambos medios [102].
Esto se reflejard en las condiciones de contorno sobre la superficie de separacion
entre dieléctricos. En primera aproximacion, supondremos que el contorno es com-
pletamente transparente para las frecuencias mayores que €2, a partir de la cual las
constantes dieléctricas de los medios toman el valor correspondiente al vacio.

Evaluaremos la energia de Casimir para un arreglo de dos medios con simetria
esférica sumando sobre las autofrecuencias del sistema. La existencia de una fre-
cuencia de corte {2 nos permitira sustraer la contribucién de las altas frecuencias,
w > (), mientras que las contribuciones de las bajas frecuencias se representaran en
términos de la funcion ¢ incompleta de este problema [102]. Un modelo simplificado
de esta situacion, para el caso de un campo escalar, fue discutido en el capitulo 4 (ver
también [76]). Finalmente, el uso de los desarrollos asintéticos uniformes para las
funciones de Bessel permitira llevar a cabo las extensiones analiticas necesarias para

identificar las contribuciones dominantes (para grandes valores de 1) a la energia
de Casimir [102].

Para las contribuciones provenientes de los modos de alta frecuencia del campo,
w > Q, utilizaremos posteriormente el modelo de Drude (discutido en el capitulo 3)
en el marco de la regularizacién (. Mostraremos que, por un lado, las partes finitas
son poco relevantes frente a las contribuciones provenientes de las bajas frecuencias,
mientras que por otro lado verificaremos que las singularidades ultravioletas en la
energia de vacio son efectivamente términos de volumen. En esas condiciones, como
se dijo mas arriba, s6lo es necesario un contratérmino de volumen (que renormaliza
la densidad de masa del material) para hacer finita la energia de Casimir.

Estos resultados seran aplicados al caso de una burbuja de gas en agua, una
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situacién de interés para la sonoluminiscencia. Como veremos, nuestros resultados
sustentan la propuesta de Schwinger acerca del papel que jugaria la energia de
Casimir en este fendmeno [102].

Las secciones 5.2, 5.3, 5.4, 5.5 y 5.6 estan dedicadas al cédlculo de las contribu-
ciones dominantes a la energia de Casimir para los modos de baja frecuencia, y su
aplicacion a la sonoluminiscencia. En la seccion 5.2 presentamos el modelo y cons-
truimos las correspondientes funciones ( incompletas. Las representaciones como
integrales en el plano complejo que emplearemos para estas funciones seran justifi-
cadas en el Apéndice C, donde estudiaremos las propiedades de las autofrecuencias
de este sistema.

En la seccién 5.3 evaluamos el numero (finito) de modos que dan una contribu-
cién a la energia de vacio para cada valor del momento angular. En la secciéon 5.4
calculamos los términos de volumen y de superficie de la energia de Casimir. En la
seccién 5.5 evaluamos la presion electromagnética sobre la superficie de separacion
entre dieléctricos, y el cambio de la energia de vacio con respecto al volumen. Final-
mente, en la seccion 5.6 discutimos la aplicacién de nuestros resultados al fenémeno
de la sonoluminiscencia.

Por otro lado, en la seccién 5.7 estudiamos las contribuciones provenientes de
los modos de alta frecuencia, tanto sus partes finitas como sus singularidades. En la
seccion 5.8 presentamos un resumen y nuestras conclusiones.

5.2. El modelo a bajas frecuencias y su funcion (
incompleta

5.2.1. El modelo

Nuestro objetivo es evaluar la energia de Casimir de una burbuja dieléctrica
esférica de radio a, con indices pui(w), €;(w) relativos al vacio, inmersa en un se-
gundo medio de indices po(w), €2(w). Como se mencioné en la introduccién, para
los modos de baja frecuencia del campo, w < €, supondremos que u;(w) v €(w),
con ¢ = 1,2, son constantes. Aqui €2 es la frecuencia de corte, y para los modos
con w > ) los indices anteriores se hacen iguales a los del vacio!. Esta tltima re-
striccion se refleja en una condicion de contorno dependiente de la frecuencia para el
campo electromagnético en la superficie de separacion entre los dos medios dieléctri-
cos, haciendo que el contorno sea totalmente transparente para aquellos modos de
frecuencia mayor que la de corte, €.

Evaluaremos la energia de Casimir del campo electromagnético en este arreglo
de medios a través de la suma de sus autofrecuencias hasta la frecuencia de corte,
w < Q. Notar que, bajo las condiciones antes mencionadas, la contribucion de los
modos con frecuencia w > {2 puede ser descartada desde un principio, redefiniendo

I Alguno de los medios, por ejemplo el interior, podria ser el mismo vacio, de manera tal que la
frecuencia de corte §2 fuera una caracteristica del otro dieléctrico.
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el nivel de referencia de la energia mediante la sustraccién de una cantidad diver-
gente pero independiente del radio a. Volveremos sobre este punto en la seccion 5.6,
cuando consideremos el calculo de las partes finitas y singulares provenientes de la
contribucion de altas frecuencias segin el modelo de Drude.

Buscamos soluciong, de las ecuaciones de Maxwell en un medio dieléctrico ho-
mogéneo de la forma E, B ~ exp(—wt), lo que conduce a las relaciones (3.5).

Como dijimos antes, estamos interesados en una burbuja dieléctrica de radio a
e indices u1, €1, rodeada por otro dieléctrico de indices ps, €. Para w < €, el campo
electromagnético satisface condiciones de contorno de dieléctrico sobre la superficie
de la burbuja, las que, en coordenadas esféricas, se escriben como en (3.7).

Dentro de cada medio, el campo eléctrico satisface la ecuacion de Helmholtz
(3.6), y se tiene una ecuacién similar para el campo magnético B.

Como en el Capitulo 3, la simetria esférica y la linealidad del problema permiten
describir al campo electromagnético como una superposiciéon de modos transversales
eléctricos (TE) y modos transversales magnéticos (TM). Recordemos que para los
modos TE el campo eléctrico toma la forma

END = fi(r) LY1m(0.0), (5.1)

Iym

mientras que para los modos TM es el campo magnético el que se escribe como
— —>
B = gi(r) LY1m(0,0), (5.2)

con [ = 1,2,... en ambos casos y el operador T dado en (3.10). Como hemos
visto, esto conduce a las expresiones (3.12) y (3.13) para los modos TE y TM
respectivamente.

Para los modos TE, las condiciones de contorno (3.7) implican

filr=a%) = fi(r=a7),

(5.3)
Lo A = R olraml|

Para los modos TM, las mismas condiciones conducen a

Lg(r=a*)=Lg(r=a),
(5.4)

2= 0ol = 5k o]
Luego, por ejemplo, para fi(r) tenemos
1 d? I(l+1 w?

2 [ fi(r)] — ( 2 )fz(T) = —H1.2 61,2§fz(7“)7 para r # a. (5.5)
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Esta ecuacion, junto con las condiciones de contorno (5.3), implica que fi(r) es
una funcién continua y derivable a trozos, que presenta una discontinuidad en su
derivada primera en r = a.

Para lograr un espectro discreto, encerramos al sistema dentro de una gran esfera
conductora concéntrica de radio R > a, imponiendo en consecuencia la condicion
de Dirichlet, fi(r) = 0 en r = R, para las funciones en el dominio del operador
diferencial considerado. Al final del célculo tomaremos el limite R — oo.

En el Apéndice C, mostramos que las autofrecuencias correspondientes a los
modos TE se determinan como los ceros de la funcion

Alj:rEl/Q(aw/C) = Alj;rEl/z(z) =

= T2 () {Vi12G0) T ol3) = Tep @)V ) = (5:6)

& T/ 112(20) {Vs12(20) T j2(Z2) — Tiaja(Z0)Vigrja(22) }

donde
Goapaw) = w i) = [T
(5.7)
Visip(w) =w y(w) = %Ymm(w)
son las funciones de Riccati - Bessel. En (5.6), 2 = a(w/c), Z12 = 2\/€12/12, 20 =
zg\/%, y & = % En el mismo apéndice mostramos que los ceros que la

funcién Ale; /2(2) tiene en el semiplano abierto derecho de la variable z son reales y
simples.

Para los modos TM, el mismo andlisis puede hacerse para la funcién g(r) :=
l% g1(r), definida para r # a, que satisface la condicién de contorno de Neumann,
g;(r) = 0, para r = R. En este caso, las autofrecuencias vienen dadas por los ceros
de la funcién

AT plaw/c) = Al (2) =
= Jiv12(30) {122 T Go) = Tapp) Vo) } = (5.9)

1T 1220 { D12 (22) Ty jo(20) = T o (22) Vs o20) |

contenidos en el semiplano abierto derecho de la variable z, los que también son
reales y simples.

Para simplificar el calculo, en lo que sigue consideraremos ambos medios como no
magnéticos (p; = 1 = pg para todas las frecuencias), mientras que mantendremos
V€l = n1 y /€2 = ny arbitrarios para w < ().
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5.2.2. La energia de vacio y la funciéon ¢ incompleta

En esta seccién nuestro objetivo es evaluar la contribucién de los modos del
campo con frecuencia w < ) a la energia de Casimir de una burbuja dieléctrica
esférica inmersa en un segundo medio. En particular, estamos interesados en calcular
diferencias entre las energias de vacio correspondientes a situaciones que difieren en
el valor del radio de la burbuja, a. Luego, podemos descartar las contribuciones de
aquellos modos con frecuencias w > €2, pues se cancelan al ser independientes de la
posicion del contorno, cualquiera que sea la regularizacion usada en la definiciéon de la
energia de vacio. Esta sustraccion de una cantidad independiente de a es equivalente
a una redefinicion del nivel de referencia de la energia.

Luego, para los modos TE debemos evaluar la suma (finita)

ETE(a):i2yilhw _ he iuiz (5.9)
e 9 v,n a v,

v=3/2 v=3/2 n=1

y una expresion similar para los modos TM.

En (5.9), N, es el ntimero de ceros positivos de AT®(z), z,,,, que son menores o
iguales a = = af)/c. La degeneracion, debida a la simetria esférica, es 2v = 21+ 1
y vy es el maximo valor de v para el cual N, > 1

Estamos interesados en una evaluacién analitica, antes que numérica, de (5.9).
Luego, aunque se trata de una suma finita, utilizaremos el método de suma desa-
rrollado en el capitulo 4 [76], basado en la evaluacién de una funcién ¢ incompleta.
Podemos usar la siguiente representacién

N, Ny
Z Zyn = Z E : (5.10)
n=1 n=1 s=—1

donde la suma en el lado derecho existe como una funcién analitica de s € C. Notar
que esta suma evaluada en s = 0 da N, que es el nimero de ceros de AT#(z) que
contribuyen a la energia de vacio del campo para cada valor del momento angular
l=v—1/2.

Como ATE(2) tiene s6lo ceros reales en el semiplano abierto derecho de la variable
compleja z, y sus ceros no nulos son todos simples (ver el apéndice C), podemos
utilizar el teorema de Cauchy para representar la suma en el lado derecho de (5.10)
como una integral sobre el plano complejo,

N, /
- 1 ATE (2)
20 == @ 2 "——— dz, (5.11)
; T 2m Joo ATE(z)
donde la curva C', recorrida en sentido antihorario, encierra los primeros N, ceros
positivos de ATE ().
Para R(s) suficientemente grande, el contorno C' puede deformarse en dos lineas
rectas verticales, una cruzando el eje horizontal en R(z) = 2t y laotraen R(z) = 0.
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En efecto, el integrando se puede expresar en términos de las funciones de Bessel
modificadas por medio de las sustituciones de la ecuacién (3.23) [69], relaciones
vélidas para —m < arg(w) < 7/2. Asi, la ecuacién (5.6) queda

17T
T w+1/2) [mrR

ATE(z 4ay) = —e 2 ” v
{Ku(wfv) (—n1 L (nav) I (n1 )+ +n2 I (n1v) I (nav)) + (5.12)
ny Rv , )
+L (=) (m Ky (na0) ) (mv) = —na I (n v) K (no0))

donde v = (—1z + y). Teniendo en cuenta el comportamiento asintético de las fun-
ciones de Bessel modificadas para grandes argumentos [69], es ficil ver que, para
0 < x(# 2y, Vn), la integral

-1 4100 ATE/(Z)
TE = — "l 5.13
sa)i= g [ e (5.13)

+—100

converge absoluta y uniformemente a una funcién analitica en el semiplano abierto
R(s) > 1. Sin perder generalidad, y por conveniencia de célculo, nos restringiremos
a valores reales de s, y evaluaremos la funcién (5.13) sobre la linea s > 1, donde
define una funcion analitica que se extiende como una funcién meromorfa a todo el
plano complejo s.

Luego, para s > 1,

Ny

>z = (s,07) = ¢ (s, ). (5.14)

n=1

Ademads, como el lado izquierdo de (5.14) es una funcién entera de s, las singulari-
dades de (T (s,z) deben ser independientes de z. En particular, esto nos permite
escribir la energia de vacio como la continuacién analitica

Vo
hc

E""(a) v [FP(5,07) = (s, 0], - (5.15)

v=3/2

Para los modos TM tenemos expresiones completamente similares.

Por otro lado, tenemos las relaciones entre funciones de Bessel modificadas
resenadas en la Ec. (3.25) [69]. Entonces, efectuando en (5.13) el cambio de variables
z — (y—1) z, y lamando t = (y —2) z/v, podemos escribir de manera directa para
s>1

7r

_/L—
e 2

S

CTE(s,5) = R { -~ (s+1) /_OO—ZZ - d (In Ag‘i (v t)) dt} | (5.16)

™ 1z
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donde hemos llamado z = z/v > 0.
Para (7™ (s, x), correspondiente a los modos TM, se obtiene una expresién en-
teramente similar.

5.2.3. Continuacién analitica de la funcién ( incompleta

Para determinar la continuacién analitica de (,(s,z) a s ~ —1, restaremos
y sumaremos al integrando en el dado derecho de (5.16) los primeros términos
obtenidos del desarrollo asintético uniforme (desarrollo de Debye) [69] de las fun-
ciones de Bessel que aparecen en la expresion de ATF(2) (ver ecuacion (5.12)), vélido
para grandes valores de v con t fijo. Como veremos, esto nos permitira identificar
las diferentes contribuciones (de volumen, superficie, etc) para cada orden de este
desarrollo asintotico. Tenemos:

d nATE (4 v t)

o =DI'Et)+0w™?), (5.17)

donde

DIE(t) = vDOL(t) + DYy (t) + v DS (1) =
=¥ (\/1+n12t2—\/1+n22t2 +4/1+ %) +

1 1 1 2 a?
+2t <1+n12t2 + 14+no2 t2 \/1+n12t2 \/1+n22t2 + 1124-77,22}227?)+

- (5.18)
2 R2 42
+a2n22 RQt(4a2_n22 R2 t2) \/14_"2&# B
8v (a2+n22 R212)3

t<78n22+n14 t2 (737107122 t2+n24 t4)74n12 (2+7n22 t2+n24 t4)) +
- 5
8u (14n1212)2 (14na2 12)?

t <n14 no? t4 (—4+n22 t2)—n22 (8—4—3 ng? t2)—2 ni? (4+14 no2 t245no? t4))
+ 8 (14n12 12)2 (14n02 £2)3 '

En (5.18) hemos descartado contribuciones que vienen de términos que contienen
K, ("2£2%) o su derivada (ver (5.12)), porque ellos se anulan exponencialmente cuan-
do R — oo0.

Luego, debemos considerar la integral

/‘X’_“’ - d (InATE (v t)) J
_ dt

1z

c0—12 c0—12 1 ATE
/ =5 DTE(¢) dt +/ s {d (In th(Z ) _ DVTE(t)} dt

(5.19)

1z —1z
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La segunda integral en el lado derecho de (5.19) converge para s > —2. Esto
se ve de manera directa ya que el integrando puede ser estimado por medio de la
contribucién del siguiente orden, O(r2), en el desarrollo de Debye (ver (5.17)), que
se comporta como O(t~*73) para grandes valores de |t|. Luego, este término podria
evaluarse directamente (numéricamente, por ejemplo) en s = —1. Pero aqui nos
ocuparemos del primer término del lado derecho de (5.19).

Para los modos TM, un célculo similar conduce al siguiente desarrollo

DIM(t) = vDX, () + D), (1) + v DS, P (1) =
=1 (Vl +? VT2 2 44 /1+ —Rt) !

—|—( n12 n22t _
\/1 + TL12 t2 \/]_ + 7122 t2 (n12 + TLQZ + n12 n22 t2)

. na?+2n2* 24195 (R/a)? t* _
2t (14+n12t2) (14n22t2) (n12+n224n12 na? t2) (14+n22 (R/a)? t2)

nitt? (1+n22t2) (2+n22 (1+(R/a)2) t2)
T2t (14112 t2) (1422 £2) (n12+n22+n12 n2? t2) (1+n92 (R/a)2 12)

ni? (1+3 na2 t24-3ng? t*4nob (R/a)2 t6)
T2t (14112 t2) (1+n22 £2) (n12+n22+n12 n2? t2) (1+n22 (R/a)? t2) +

o {_(nzmzt(gaumzm 2))

5
v no2 R2t2\ 2
8at <1+72 — )

+ <n22 t (—4 not + no® 12 + n 8t (1 + ny? t2)2 (8 + mo? t?)
—2n1°no® (6 + 11np* %) +21,°t* (1 +no® %) (8 + 13np* 12 4 8my* t*) +
mtng? 12 (=3 + 6np2 12 + 14nyt t))) /
<8 (1+mn,2 t2)2 (1 + ny? 252)g (n1? + no? + ny? ny? t2)2> —

— (n2t (8no®t% (2+ np%t?) +
+n12 no? (=12 — 3np? 12 + 42 4 + 17T np% %) +

TL16 (t2 + 14 7124 t6 + 16 TLQG t8 + n28 th) +
(5.20)
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+2 77,14 (—2 + 7122 t2 (-11 + 37122 t2 + 21 n24 t4 -+ 5n26 t6)>>) /

(8 m? ) (1 n? ) 0+ m? 4 mi?m? P) ),

que permite una descomposicién similar a (5.19). Aqui también hemos descartado
aquellas contribuciones que se anulan exponencialmente cuando R — oo, prove-
nientes de términos que contienen Ky(%) en ATM (7).

En lo que sigue, evaluaremos sélo la primera integral del lado derecho de (5.19)
(v la expresién andloga para los modos TM), y retendremos sélo aquellos términos
de su desarrollo en potencias de v~! que sean consistentes con la aproximacién hecha

n (5.17). Esto es, retendremos términos hasta el orden v~! inclusive.

Notar que el integrando DTE(t) (o DIM(t) para los modos TM), es una funcién
algebraica de ¢ que se comporta como O(t°) para grandes valores de [t|. Luego, la
integral converge absoluta y uniformemente para s > 1, donde define una funciéon
analitica que puede ser extendida como una funcién meromorfa en la regién de
interés del parametro s. Como veremos, esta continuacion analitica nos conducira a
las singularidades de (1% (s, z) (¢T™ (s, x) para los modos TM), que se presentaran
como polos simples cuyos residuos seran independientes de x, una condicion necesaria
para lograr un resultado finito en (5.14) para cualquier valor de s. Notar que esto
ultimo debe ser valido para cada una de las contribuciones provenientes de cada
orden en v del desarrollo de Debye.

Comenzamos el célculo considerando los términos dominantes en el desarrollo de
Debye. Para los modos TE, este orden es I/D(TIJ)E(t). Como D(TIR/I(t) para los modos
TM es idéntico a D(T%(t) (ver (5.18) y (5.20)), el mismo resultado se obtendrd para
para la contribucién dominante a (XM (s, z).

En virtud de la analiticidad del integrando (primer término en el lado derecho
de (5.18)), para s > 1 podemos deformar el camino de integracién y escribir

/ VDTE( )dt =

1z

1 2 R2 42
:V/ tisil (\/1+n12t2—\/1+n22t2+ 1+7’L2—2> dt+

z a
ny? R? 12
+u [ <¢1+nﬁﬂ V1+n22 + 1+"i;r—>— (5.21)
mR |kt
<n1 n2+ + 92 +

1 1 a
< no R o~ TR
v t7° | ny —ng + + = 2 - dt,
/1 (1 2 a 212
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La primera integral en el lado derecho de (5.21), que contiene toda la dependencia
en r = vz, es una funcién entera de s y luego puede ser evaluada directamente
en el valor requerido de ese pardmetro. En la integral sobre la linea (1, 00), hemos
sumado y restado los primero términos del desarrollo en serie de D(T1 J23(15) para grandes
valores de ¢, lo cual hace convergente a esta segunda integral para s > —2. La tercera
integral debe ser evaluada para s > 1y luego prolongada analiticamente a los valores
requeridos de s. Esto puede ser hecho exactamente, y su contribucién a (¥ (s, z) en

(5.16) es

V7% cos (3 (1+5))
2aninem R

AlCZE(S7 x)’Sing. =

(5.22)

2n1ne R (any —ang +ny R) N —(a®*ny) +any R—any R
1—s 1+s

Esta expresion es analitica en s = 0 y tiene polos simples en s = 41, donde se
encuentran las unicas singularidades con R(s) > —2 de la contribucién dominante a
(TE(s,x) en esta aproximacién. En particular, su residuo en s = —1 es

2
TE v (any + (ng —m)R)
ResAq(, (s,x)‘sz_l = — S R . (5.23)

Notar que, como habiamos anticipado, hasta este orden en el desarrollo de Debye el
residuo es independiente de x.

Por ejemplo, para la contribucién dominante a (I¥(s,z) (que, a este orden,
coincide con la contribucién correspondiente a (1M (s, x)),

CHE (s, x) = ACTE (s, 1) (1 + O(u‘l)) , (5.24)

se puede obtener de manera directa el desarrollo de Laurent alrededor de s = —1

v? (any + (ng —ny) R)

TE . TM —
AICV (3, I) — AICV (S7ZE) - 2”1 Mo WR(S + ]-)

+
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2

-V
g (em+ R0 =20m) 20

|:’I”L2R+ a2 (\/1 + 6_”"7112 22 \/1 + e—lﬂn22 22 4+ \/1 + e“’n;;R2z2):| +

21log(2) (ang log(neR) — niRlog(ng) + neRlog(ny)) + (n2 — ny)(2non, ) R—

—2n§n1%2 —2(any + (n2 —n1)R) log(v)—

—2nyR log (—mlz +V1+e7™n 2 22) +

+2n, R log (—'anZ + V1 + et ny? 22) —

—2any log (—mgz +a \/1 + e"”ﬁ#)) }

+O0(s+1).

(5.25)

Por otro lado, un célculo similar para x — 0" lleva a

2
+ (ng — nl) R)
AL TE —0t) = A, (TM —_oh =_Y (am
1§V (573: ) 1<y (va ) 2n1n27rR(s+1) +

v? 5.26
b (2 log(na) — 2m log(m) + (my — o) (1 - 2log(u))) + 0

4”1 No T

+0(s+1).

Se requieren cdlculos similares para obtener las contribuciones a (I (s,z) y
(™5, ) provenientes de los sucesivos érdenes en (5.18) y (5.20) respectivamente.
En efecto, del segundo término del lado derecho de (5.18) ((5.20)), es facil ver que
Dg) }E(t) (Dgpo ])W(t)) ~ t73. Luego, su contribucién a la primera integral del lado derecho
de (5.19) (o el equivalente para TM) converge a una funcién analitica para s > —2,
y no afecta el residuo de (TF(s,z) (XM (s,x)) en s = —1.

Para el término de segundo orden en el desarrollo de Debye de la diferencia
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[P (s, 2 = 0F) — (TP (s,2)] alrededor de s = —1, un calculo directo lleva a

AOCZE(S70+) - AOCZE(Swr) =

1 1
=v {—Tm@(nlx —v) — m@(ﬂgib‘ —v)—
a 2

_4n2R@(n2Rx/a —-v)+ O(vs —v) X (5.27)

m(ns +n<)

. [(ns +n)(vs —u) (ns —no)
" < \/ (n = n)(ws ) (s + n<>> } !

+O(s +1).

Aqui, ©(w) es la funcién escaléon, que se anula para w < 0y es igual a 1 para w > 0,
F(p,k) es la integral eliptica de primera clase [69], n. (n-) es el menor (mayor)
entre {ny,ns}, y u es el mayor entre {v, v}, donde estamos llamando v =n.xy
Vs = N .

De manera similar, para los modos TM obtenemos

AOCZM(S70+) - AOCZM(‘S?:E) =

1 1
=v {—4—@(n1x —v)— 4—@(7121* —v)+

nq To
2 5.28)
a n? (
R (noRzx/a —v) + — O(v= —v) X
V2 — u?) nA n2
IT | arcsin —f 1——2 +O(s+1),
+ u< ns ng
donde TI(p,n, k) es la integral eliptica de tercera clase [69] y u es el mayor entre

{Vu V<}‘
Finalmente, para el dltimo orden, notar que D(T_El) (t) (DEF_A}) (t)) ~ t72. Luego,
estos términos dan una contribucién a los polos en s = —1. Tenemos
A—ICZE(‘S? ZL‘) = A—lCzTM(‘S? ZL‘) =
B Ny — g a (5.29)
N 8ninom(s+1)  8nemR(s+ 1)

+0(s+1)°,

aunque las partes finitas son diferentes para los modos T'E y T M. Notar que los
residuos son independientes de x, y se cancelan cuando se toma la diferencia en
(5.14) (o su equivalente para el caso TM).
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En la siguiente seccion evaluaremos N, esto es, el nimero de modos que dan
una contribucién a (5.14), para cada valor de v.

5.3. EIl nimero de modos que contribuyen

Esta seccién esta dedicada a la determinacién de vy, en la ecuacién (5.9), o sea, el
maximo valor de v para el cual N, > 1. Para ello seguiremos el método establecido
en el capitulo 4 [76].

En primer lugar, notamos que

:izli = [G(5,0%) = G(s,2)] (5.30)

n=1 s=0 s=0

es una funcién escalonada de x, que presenta una discontinuidad de altura 1 en
cada cero positivo 2, de la funcién AT(z) en la ecuacién (5.6). Luego, se puede
determinar vy(x) de la condicién

Ny () = Ny (zpy1 +0) =1, (5.31)

con N, (2,1 —0) =0.

Para el orden dominante de DI (#), primer término en el lado derecho de (5.18),
teniendo en cuenta la ecuacién (5.22) y el hecho de que la segunda integral en el
lado derecho de (5.21) es finita y real en s = 0, es directo obtener de las ecuaciones

(5.16) y (5.21), que

A1C3E<5:07$):—§—§R{ (\/1+e 1Ty ? 22 — \/1—|—e 12 22

— —1Ty 2 ~2 1T 2 ~2
log(1+\/1+e ny z>+log<1+\/1+e N9 z) (5.32)

et 2R2 22 ety 2R2 22
+\/1+2—2—10g (1+\/1+2—2>>}
a a

En particular, para x — 07,

ACTE(s=0,0=0") = ——. (5.33)

De manera similar, para el siguiente orden, un calculo directo lleva a

NoGy P(s = 0,2 =0%) = A P(s = 0,2) =
— R {;—Z [log (1+ e ™ny* 2%) +1log (1 + e ™ny® 2%) + (5.34)
T

log (a® + e™"™ny® R 2%)] }.
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Ahora, llamando

NIE(z) = AP (s = 0,0 = 07) — A TP (s = 0,2)+
+A0CTE (s = 0,2 = 07) — Ag¢TF(s = 0,2) = (5.35)

N,(z)+ O™,

vemos que tenemos una aproximacion suave a la funcién escalén N, (x) de la ecuacién
(5.30), vélida para v > 1. Luego, siguiendo los pasos indicados en el capitulo 4,
aproximaremos vy(z) por el valor de v para el cual N7F(z) = 1/2.

Como z = z/v (con & = afd/c), se puede ver ficilmente que N'Z(z) = 0 para

no Rx : : no Rz : no Rx
v > S (lo cual implica 1 > == > n12%), mientras que para E > v > n
tenemos

- y\/@ I/arctan( —1+%) ,
NTE(z) = — — - (5.36)

T T 4

no Rx
a

. Escribiendo £? =

Ahora, supondremos que NVTOE (x) = 1/2 para vy <
7‘L22 R2 $2
V2 a?

lado derecho de la ecuacién (5.36) alrededor de £ = 0. Esto conduce a

- —4
JIE ny RQ {1—k:lTE (nQRQ) 2/3+k;2TE (nQRQ> /3+
c c

— 1, determinaremos ¢ iterativamente a partir del desarrollo en serie del

C
(5.37)
RO\ ?
(’) -
ro("2)1.
donde 23 o3
3 3
TE _ ql1/3 TE _ q2/3
k! _3/421/3, TE /16022/3. (5.38)

Notar que estos resultados no dependen del radio de la burbuja a ni del indice de
refraccién del medio interno n,. 3 )
Para los modos TM, un cdlculo similar muestra que NI (z) = NI'E(x) +1/2, y

—2/3 —4/3
VOTM:mRQ{l_leM (mRQ) / e <anQ) "
C C

()}

37T2/3 37T4/3
TM _ o-1/3 TM _ q-2/3
KM = 37T KM = 3T (5.40)
vI™ también es independiente de a y de ny.

(5.39)

donde
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5.4. Las contribuciones dominantes a la energia
de vacio

En esta seccién evaluaremos la contribucién a la energia de vacio debida a
los 6rdenes dominantes en el desarrollo de Debye de las funciones ( incompletas
obtenidas en la seccién 5.2.

5.4.1. Contribuciones de volumen

De acuerdo a los resultados de la seccién 5.2, necesitamos el desarrollo de Laurent
de A ¢TE (s, x) alrededor de s = —1, dado en (5.25) para z arbitrario y en (5.26) para
r = 07. Como ya hemos senalado, la contribucién de las partes singulares al lado
derecho de la ecuacién (5.14) se cancelan, porque sus residuos son independientes
de z (ver (5.23)). Para la diferencia de las partes finitas para v < 1 tenemos

(AL (5,07) — AP (s, )] |s:_ =172 x

1

(5.41)
{O(mz — v)G(n1z) — O(nox — v)G(naz) + O(g ¥ — v)G(n2Rz/a)},
donde
G(w) = wio1 loglwt VP~ 1) (5.42)

27 2mw

Reemplazando z = z/v y x = af)/c, obtenemos para la contribucién del orden
dominante a la suma de la ecuacién (5.15),

1 TE, N 9 nyas B
hQAlE (a) = Z I/G( ”

v<niafl/c
(5.43)
Q no RS)
— VZG(—nZG )—i— V2G< 2 ),
ugnzzaﬂ/c ve VSV;“E ve
donde v =1+1/2,conl = 1,2, ... . Como 1*G (i) tiene un maximo pronunciado en

@~ 1/2, la aproximacién a ETF(a) dada por A;ETF(a) estard justificada siempre
que af)/c > 1.

Notar que el dltimo término en el lado derecho de (5.43), el tinico que es funcién
de R, no depende de a (radio de la burbuja) ni de n; (indice de refracciéon del medio
interno). En efecto, como mostramos en la seccién anterior, vl ¥ es independiente de
esos parametros (ver (5.37)). Luego, este serd el tinico término que permanecerd en
el limite a — 0, ya que los otros dos términos se anulan.

Para llevar a cabo las sumas involucradas en los dos primeros términos del

lado derecho de (5.43) haremos uso de la férmula de Euler-Maclaurin [69]. Pero
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primero debemos notar que, aunque las funciones fi(v) := v2G (ngaQ/ve), k = 1
0 2, asi como también su primer derivada son finitas y acotadas para v € [%, yk}
(aqui v, = [ngaf2/c —1/2] 4+ 1/2, donde los corchetes significan la parte entera), la
segunda derivada es no-acotada cerca de v. Esto es asi porque
fi(¥) = ge(v) + O(rp — v)2, (5.44)
donde
2/2v,
gi(v) = " (e — v)e. (5.45)

3
Luego, podemos restar y sumar gi(v) a fr(v), y aplicar la férmula de suma de
Euler - Maclaurin a la diferencia [103],

Vi

23;2 () — ge(v)] = /3 : [fi(z) — g(2)] do+
J% (fx(3/2) = gi(3/2)] + [fu(vi) = gi(wi)]) + (5.46)
133 [ el 0 e s [56) - 0)] ae
v=5/2" V71

Como la derivada segunda que aparece en el argumento de la ultima integral es
no-positiva, es facil ver que el resto (este tltimo término) es O(nzaf2/c). Luego, un
calculo directo lleva a

o 5 — 1612 0\°® 923/2 0\ 2
( f)(nka)_l_ (nka)+

S i) — gulv)] =

arys 607 c 3T c
(5.47)
Lo (nkaQ).
c
Por otro lado,
Vk 23/2 [naf) -3 -3 [(naf2 1

V:Z?’/ng(l/) =3\ 2 {CH (7,0%) —Cn (7, ( i 5))} =

(5.48)

_ iﬂ {2 (nkaQ)?’ B <nkaQ)2 Lo (nkaQ) } |
3m |5 c c c
donde oy, = (ngafd/c —1/2) — [ngaf2/c —1/2] € [0,1), y en la dltima igualdad fue

usado el desarrollo asintético de la funcién ¢ de Hurwitz, (g(s,v), para grandes
valores de v [103].
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Finalmente, sumando los resultados de las ecuaciones (5.47) y (5.48) (notar que
las contribuciones de superficie se cancelan), tomando la diferencia para k = 1,2 (que
corresponde la diferencia de los dos primeros términos del lado derecho de (5.43)), y
sumando una expresion similar que viene del tercer término de esa ecuacion, tenemos

1 re, o (nd—n3) (a2’ af)
po M@= o) o)
+L HQRQ s %
127 &
0\ /3 , 0\ Y3

{1—3HE<§%?{> +3(HT-+%E>(mfi> +

Q

1o (R—).
c

Para los modos TM, se encuentra el mismo resultado que para A;ET¥(a), con
TE TM
k1,2 - kl,? .

(5.49)

La ecuacién (5.49) muestra que las contribuciones dominantes a la energia de
vacio, en este desarrollo asintético, son términos de volumen, de acuerdo con [26,

31, 32, 33].

Hay un término proporcional al volumen del espacio accesible (~ R?), con correc-
ciones que dependen de potencias fraccionarias de R inducidas por el corte impuesto
(ver (5.37) y (5.39)). Estas correcciones son independientes de n; y de a. Hay tam-
bién una contribucién proporcional al volumen de la burbuja (~ a?), que es el doble
del valor obtenido para el caso del campo escalar discutido en el capitulo 4, multi-
plicado por (n? —n3). Luego, es el signo de la diferencia (n? —n3) lo que determina
el comportamiento de la energia de vacio con respecto al radio de la burbuja. En
particular, este término se anula cuando ny = no. Esto sera discutido con mas detalle

en la seccién 5.5.

5.4.2. Correcciones de tamano finito

Para incorporar las primeras correcciones de tamano finito a la energia de vacio,
necesitamos los desarrollo de Laurent del orden subdominante en los desarrollos
asintdticos de las funciones ¢ alrededor de s = —1, ecuaciones (5.27) y (5.28). Para
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los modos TE tenemos

TE

0 -1 %
g MeE" (0 = () 2 v A0P(.0%) = Skl

s——1

a\ ) -1 , 1 , a )
(%) ST g X v

v<v< v<v> v<vQTE

2 7’L>—n< 2 2
|k ([Z=""<
+7r(n>+n<) [ <n>—i—n<> Z v Z VX

v<v< Ve <U<Us

. (N> +no)(vs —u) ns —ng
F (arcsm\/<n> ) (s + ) ns +n<>] } )

donde v =1+ 1/2,conl =1,2,.... vo = nox, v~ = n-x 'y K(k) = F(m, k) es la
integral eliptica completa [69].

(5.50)

De manera similar, para los modos TM tenemos

TM
-1 Y

i SE@ = ()X v A0 - A s )]

C
v=3/2

s——1

a\ " -1 9 1 9 a 9
(7) e 2 e 2 e 2 U

v<v< v<v> v<pQTM

2 4 2
ng T ne ng 2 2
+7Tn2> [H (571_71_47 _n_Q) Z Ve + Z V- X

> > v<vc Ve <v<VUs

2 _ 2 4 2
H(arcsin %,l—n—z, 1—n—2<>]}
| Vs —ve ns ns
51)

Por simplicidad, supondremos que los indices de refraccién son tales que (v. —
1/2) y (v=—1/2) son ambos enteros. Esto no conlleva ninguna pérdida de generalidad
en el resultado que estamos buscando porque, como en el caso de las contribuciones
de volumen que consideramos antes, las partes fraccionarias oy, = ngz — [ngx] no
tienen efecto en los términos dominantes de las sumas para af2/c > 1.

Casi todas las sumas que aparecen en el lado derecho de las ecuaciones (5.50) y



5.4- Las contribuciones dominantes a la energia de vacio 83

(5.51) se pueden resolver trivialmente, pues

L 2 V]?g 2
Y = 5 TO0}). (5.52)

v=3/2

Las excepciones son los tltimos términos que aparecen en esas ecuaciones. Pero estas
contribuciones pueden aproximarse por la férmula de suma de Euler-Maclaurin.
De nuevo aqui debemos notar que las funciones en los argumentos de estas sumas,
digamos f(v), se anulan (en ambos casos) como una raiz cuadrada en v. y en v-.
Para nuestros propésitos, es suficiente sustraer una funcién g(v) que se comporte de
la misma manera, para obtener una diferencia con una derivada primera positiva y
acotada, a la cual podamos aplicar la férmula de suma de Euler-Maclaurin [103],

EZ[ﬂm—gwnz/igﬂm—g@n@+

(5.53)

v>
’

+[fve +1) —glv< +1)] + / (x) — g/(a:)] dx.

I/<+1

(v~ [a]) |£

Se puede verificar facilmente que el resto (el dltimo término en el lado derecho) es
O(aQ2/c). Por otro lado, la suma sz +19(v) se puede resolver exactamente en
términos de funciones ¢ de Hurwitz.

Reuniendo todos estos resultados tenemos

1 re, oA fa 1 (nyRQ\?
55%E<@—067)‘ﬁ< c) .

" (5.54)
Q\ Q
{1—3ka (nQR ) }+O(R—)
c c
para los modos TE y
1 1 (n2 —n2)® [aQ)? af)
 AETM(y= Y= <) [0 -
hQ " (a) 12 n?2 +n2 c +0 c *
(5.55)

1 RO\? RO\ RQ
+— (2 1—aETM (22 +o (2
12 c c c
para los modos TM.
Notar que para los modos TE no hay contribuciones de superficie originadas por
la separaciéon entre dieléctricos. Esto esta de acuerdo con los resultados hallados en

[30] para medios no magnéticos. Por otro lado, hay una contribucién superficial ne-
gativa en el resultado para los modos TM, que se anula para n; = ny. Ademas, tanto
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en los casos TE como TM hay contribuciones de superficie correspondientes al con-
torno exterior (~ R?), las cuales difieren sélo en su signo y se cancelan mutuamente
cuando son sumadas. Esto esta en acuerdo con el hecho de que las condiciones de
contorno de Dirichlet y Neumann contribuyen con términos de superficie opuestos
[30] (ver seccién 5.2). Finalmente, también aparecen correcciones que dependen de
potencias fraccionarias de R, las que son inducidas por el corte impuesto en las
frecuencias (ver (5.37) y (5.39)).

Cabe destacar que el procedimiento que hemos seguido para evaluar la energia
de Casimir se puede continuar hasta cualquier orden dado en el desarrollo asintético
de las ecuaciones (5.17) y (5.20), obteniendo un resultado al orden correspondiente
en potencias de (af2/c)~! (desarrollo que estard justificado en la medida en que

(af2/c) > 1).

5.5. La energia de Casimir

5.5.1. La presién electromagnética sobre la burbuja

Como mencionamos en la seccion anterior, las contribuciones que dependen de
R en el lado derecho de la ecuacién (5.49) (y la correspondiente para los modos
TM), asi como también en (5.54) y (5.55) son independientes de a y de n;. Luego,
esas contribuciones se cancelan si uno refiere la energia al caso donde el medio de
indice ny llena completamente el interior de la esfera externa. Esto puede ser hecho
sustrayendo de la energia de vacio antes calculada, la misma expresiéon con a = 0.
De esta manera, cualquier referencia al radio exterior R desaparece y se obtiene

1 E(a) = (n} —n3) (@)3 L (ni—ny)” (@)2 +0 (@) . (5.56)

hQ 67 ¢ ) 12 n2+n? c c

El segundo término en el lado derecho de (5.56) (una contribucién de superficie,
cualitativamente similar a la obtenida en [109]) es negativa, mientras que el compor-
tamiento del primer término, de volumen, depende del signo de (n? —n3). Para una
frecuencia de corte ) grande, la contribucién de volumen es dominante, en acuerdo
con lo sostenido en [26, 31, 32, 33].

Como esperabamos, £(a) = 0, para ny = ny. Y si, por ejemplo, ny > ny, E(a)
resulta ser una funcién negativa, mondétonamente decreciente con a.

Pero se debe tener en cuenta que, como fuera senalado en [100], los valores de
&(a) para radios diferentes de la burbuja se refieren a configuraciones con diferentes
cantidades de material en cada medio, y entonces no son directamente comparables.

En consecuencia, en los calculos que siguen retendremos la dependencia comple-
ta de la energia de vacio con R, tal como fuera hallada en las ecuaciones (5.49),
(5.54) v (5.55), y consideraremos que los indices de refraccién varfan con el volumen
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de la burbuja, de manera de mantener constante el nimero de moléculas de cada
dieléctrico. Esta condicién es equivalente a demandar que [100]

[n1(a)® — 1] a® = constante, [n2(a)® — 1] (R® — a®) = constante, (5.57)
lo cual implica que
3 (m@*-1) (a) = 3a®  (na(a)’—1)
2a  ny(a) 7 2 (R®—a®)  mngla)
Esas derivadas, reemplazadas en la expresion para la presion que ejerce el campo
electromagnético sobre el contorno de separacion entre los dieléctricos,

ny(a) = — (5.58)

P(a) := 4;22 [% + n’l(a)ain1 + ng(a)aiw FEcas(a) =
(5.59)
- 4;22 diiz (ALE™(a) + At E™ (a) + AgE™(a) + AgE™ (a) + ...)
conducen de manera directa a
T(2) = o (el = m(a] = 3 Iafa) ~ ma)]} +
1 (a@\ 7 3 (na(a)? = 1) (na(a)? — ni(a)?) (n1(a)? + 3na(a)?)”
oun ( c ) {2 (n1(a)? + na(a)?)? + (5.60)

L (m(a)® — na(a)?)” } +0O (@) Lo (R_Q> o :
n1(a)? + no(a)? c c
donde ahora puede tomarse el limite R — oc.

Notar que nsy(a) es esencialmente constante, ya que tiene una derivada que se
anula muy rapidamente con R (~ R™3). Sin embargo, como entra en un término
con un coeficiente de gran magnitud (~ R?), proporciona una contribucién finita a
P(a). Por otro lado, aquellos términos que contienen potencias menores de R no dan
contribucién en el limite R — oo. Esto sugiere que la expresién obtenida para P(a)
es independiente de las condiciones de contorno impuestas sobre el campo en r = R.
El primer término del lado derecho de la ecuacién (5.60), que viene de la contribu-
cién de volumen a la energia de vacio (ecuacion (5.49)), es claramente dominante
para af)/c > 1, mientras que el segundo término, que viene de la contribucién de
superficie (ecuacién (5.55)) es menos significativo en esta region.

La presién P(a) se comporta de la siguiente manera, dependiendo de los valores
de los indices de refraccion: Como se esperaba, se anula para n; = ns, y su derivada
con respecto al indice exterior es negativa si ny > 1,

-1
OP(a) _ __3 (n2—1)+0 (@) < 0. (5.61)

ons 1672 c
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Luego, para ny > ny, P(a) < 0y la burbuja tiende a contraerse. Por otro lado, para
ny < np, P(a) > 0y la burbuja tiende a expandirse. De esta manera, arrivamos a la
imagen usual de un dieléctrico que tiende a llenar el espacio vacio, atin para campo
eléctrico nulo.

5.5.2. La energia de Casimir

La energia de Casimir como funcién del radio de la burbuja, para cantidades
dadas de los materiales dieléctricos, puede obtenerse integrando —P(a) con respecto
al volumen de la burbuja. Como senalamos en la seccién anterior, ns(a) es esen-
cialmente constante, porque este dieléctrico tiene un gran volumen disponible (ver
ecuacién (5.58)). Por otro lado, cuando la burbuja estd inicialmente llena con un
dieléctrico de indice n; y se expande desde un volumen inicial Vy = 4maj/3 hasta
un volumen final V' = 47a?/3, el indice de refraccién final puede calcularse como

ni(a) = \/1 + (n?—1) %. (5.62)

Reteniendo solo el término dominante en la expresion de la presion, ecuacion
(5.60), tenemos

Ecus(a) — Ecgs(ag) = — /v: P(a)dV =
—ho (%)3 { 1617T2 (08— 3my) (V — V)4 (5.63)
+$ 1% (1—}—(71%—1)%)5 — 3V } <1+(’) (?)j :

Notar que, al menos hasta este primer orden, la dependencia de los indices nq y no
aparece en términos separados.

Este resultado es mas facil de analizar en el caso particular de que la burbuja
contenga un medio diluido, o sea, cuando n —1 = ¢; — 1 < 1. En este caso tenemos

ECas(a) - ECas(GO) = h{} (%) X
(5.64)
(n2 —1)* (2 +ny) 3(nf -1V 2 3
{ gue (V—%)—WV(V—VO)JrO(nl—l)}.

Si el primer término es dominante (con ny > 1), la energia de Casimir crece con
el volumen. Pero si, por ejemplo, la esfera exterior contiene sélo vacio (ngy = 1), el
primer término del lado derecho de la ecuacion (5.64) se anula. En ese caso queda el
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segundo término (con un coeficiente negativo, cuadrético en (e, — 1) como término
dominante y, consecuentemente, la energia de Casimir decrece con el volumen como

(Vo/V —1).

5.6. Aplicacién a la sonoluminiscencia

Uno de los motivos del gran interés dedicado al estudio de la energia de Casimir
de medios dieléctricos con simetria esférica es debida a la sugerencia hecha por J.
Schwinger [26] de que el Efecto Casimir podria desempenar un papel clave en la
explicacién del peculiar fenémeno conocido como sonoluminiscencia, asi llamado
porque consiste basicamente en la transformacion de sonido en luz [25].

Este fenémeno esta caracterizado por el hecho de que la energia penetra en un
fluido como una onda sonora (de frecuencia ~ 26kHz), la que induce sobre una
burbuja de gaseosa (aire con un gas noble en pequenia proporcién) atrapada en un
nodo de velocidad, la emisién de intensos flashes de luz en sincronia con la onda
sonora.

Los flashes de luz son emitidos al final de cada uno de los rapidos colapsos que
sufre la burbuja gaseosa en cada ciclo actstico. Estos colapsos duran alrededor de
4us, reduciendo el radio de la burbuja desde ~ 45 us por un factor de 1071, lo que
hace que su superficie alcance velocidades supersénicas.

La violenta desaceleracién que sufre la superficie de la burbuja cuando ésta al-
canza el radio minimo es acompanada también por la emisién de un pulso acusti-
co saliente. Después de eso, la burbuja permanece a la espera del siguiente ciclo.
La posterior expansion ocurre sobre escalas de tiempo hidrodimémicas, durante el
semiciclo de rarificacién de la onda de presién (con cierta inercia, que hace que la
burbuja alcance su méximo tamano cuando el campo de sonido externo ya se ha
vuelto compresivo).

Cada uno de los flashes de luz contiene alrededor de un millén de fotones visibles,
emitidos con una distribucién aproximadamente esférica. Su duracién (menor que
50 ps) es unas cien veces mas corta que el menor tiempo de vida media de un estado
excitado del dtomo de hidrégeno. La energia de los fotones llega hasta los 6,5eV
(fotones de frecuencia mayor no pueden propagarse en agua), y la potencia del flash
puede alcanzar los 100 mW.

Si este pulso de luz fuera emitido desde una regién de dimensiones atémicas, una
comparacion de la energia del flash con la energia media acistica entregada a un
atomo del fluido por la onda sonora conduce a la conclusion de que deberia haber
ocurrido una concentracion de energia de doce ordenes de magnitud.

Este fenémeno se puede percibir a simple vista en una habitacion a oscuras,
presentandose como la luz emitida por una estrella.

Aunque la descripcion hidrodindmica del colapso y posterior expansién de la
burbuja estd hoy en dia bien comprendida [25], el mecanismo mediante el cual una
parte (aproximadamente 0,01 por ciento) de la energia suplida por el sonido es
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emitida como un flash de luz es ain desconocido y aparentemente muy complejo
[25].

No obstante, Schwinger [26] sugirié que el Efecto Casimir podria dar una ex-
plicacién fisica para el fenémeno de la sonoluminiscencia, en el sentido de que la
diferencia de la energia electromagnética de vacio (estética) debida al cambio en el
radio de la burbuja podria proveer la energia a ser emitida como fotones al final del
colapso de la burbuja.

Pero, a pesar de la atractiva sencillez de esa propuesta, ain no ha habido un
acuerdo acerca de como evaluar este cambio en la energia de Casimir, y diferentes
aproximaciones al problema realizadas por distintos grupos de trabajo han llevado
a conclusiones controversiales [29, 30, 31, 97, 27, 98, 99, 32, 33].

En particular, la presencia de divergencias ultravioletas dificulta la interpretacién
fisica de las partes finitas. Sin embargo, como mencionamos en la introduccion, estos
inconvenientes tienen su origen en el hecho de que los modelos usados habitualmen-
te en la descripcion de los medios dieléctricos no incorporan, en su mayoria, una
relacién de dispersiéon realista, dependiente de la frecuencia, conduciendo asi a un
comportamiento ultravioleta inadecuado.

En el capitulo 3, hemos considerado una esfera dieléctrica no magnética con una
permitividad dependiente de la frecuencia (una aproximacién de altas energias al
modelo de Drude). Alli hemos mostrado que resulta una estructura de polos muy
simple para la funcién ( correspondiente, y que sélo se necesita un contratérmi-
no de volumen para mantener finita a la energia de Casimir, no siendo necesarios
contratérminos de superficie ni de curvatura.

Con el comportamiento ultravioleta de ese modo bajo control, tiene sentido
analizar las partes finitas de la energia de Casimir para medios realistas. En ese
contexto, el analisis del modelo que estamos considerando, y la aplicacion de los re-
sultados obtenidos en la seccién anterior para un calculo cuasi-estatico de la variacion
de la energia del vacio, es un paso en la direccién de incorporar las contribuciones
de frecuencia finita a la energia de Casimir.

Para una burbuja de gas esférica y rodeada por agua, podemos tomar n; =1y
ny = 4/3. En este caso, la presién (ecuacién (5.60)) se reduce a

P(a) (9)3 —o | _® (@>1+0 (@)2 ~ 2 x 1073, (5.65)

hQ \¢) T 21672 54007 \ ¢ c

aproximadamente una constante negativa si (af2/c) > 1, mientras que la diferencia
de energias de Casimir (ecuacién (5.63)) es

Ecas(ag) — Ecas(a) [\ 5 i
Z) ~ L (V= V) ~ —V). 5.66

Vamos ahora a considerar un radio inicial ag = 45 pm, y un radio final a = a¢/10.
Luego tenemos (Vo — V) = V(1 — 1073) ~ V4.
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En primer lugar, estimaremos la diferencia de energias de Casimir igualdndola a
la energia emitida: suponiendo que el flash tiene un millén de fotones con una energia
media de 5 eV, tenemos (Ec,s(ag) — Feas(a)) 22 5 x 10%eV. La ecuacién (5.66) luego
da (af2/c) ~ 608, valor que justifica los desarrollos asintéticos que hemos utilizado.
Para estos valores, la frecuencia de corte queda Q ~ 4 x 10'°1/s, equivalente a
una energia (visible) de alrededor de 2,6eV. Notar que el indice de refraccién del
agua toma un valor esencialmente igual a 1 a frecuencias del orden de 10'°1/s (ver
[34], pagina 291). La frecuencia de corte que hemos encontrado corresponde a una
presién electromagnética de P ~ —2 x 107° atm, de una magnitud mucho menor
que la presién acistica sobre la burbuja (~ latm) [25], de modo que no afecta la
descripcién hidrodindmica de su movimiento [25].

Por otro lado, si tomamos como frecuencia de corte el valor por encima del cual
no hay propagacién de fotones en agua, 2 ~ 10'1/s (que corresponde a una energfa
de 6,5eV, con (ap2/c) ~ 1490), tenemos para la diferencia de energias de Casimir
el valor (Ecas(ag) — Ecas(a)) =~ 1,8 x 108 eV, que es unas 35 veces la energfa de cada
pulso. La correspondiente presién electromagnética es P ~ —7.5 x 10~ *atm.

Aunque los valores obtenidos mas arriba fueron derivados de un modelo estéatico
que, si bien presenta rasgos realistas, ignora la complicada dependencia del indice de
refraccion con la frecuencia, nuestros resultados son consistentes con la propuesta de
Schwinger acerca de la importancia de la energia de Casimir en la sonoluminiscencia:
el vacio electromagnético puede actuar como un reservorio de energia para la emision
del pulso de luz, la que es almacenada durante la fase de expansién de la burbuja.

5.7. Contribuciones de los modos de alta frecuen-
cia

En las secciones anteriores hemos calculado la energia de Casimir de una burbuja
esférica dieléctrica no magnética, de radio a, inmersa en un segundo medio dieléctri-
co, modelando los indices de refraccién como constantes hasta cierta frecuencia de
corte comun (2, a partir de la cual esos indices toman el valor correspondiente al
espacio vacio. Esta caracteristica, que se refleja en una condicién de contorno depen-
diente de la frecuencia sobre la superficie de separacién de ambos medios, hizo que
ese contorno pudiera ser considerado como totalmente transparente para aquellos
modos del campo electromagnético de frecuencia mayor que 2.

Como se menciond en la seccién 5.2.1, bajo esas condiciones la contribucién a
la energia de vacio de los modos de alta frecuencia, w > (), puede ser descartada
simplemente redefiniendo el nivel de referencia de la energia mediante la sustraccion
de una cantidad divergente pero independiente del radio de la burbuja a.

En la seccién siguiente consideraremos la contribucion de altas frecuencias cuan-
do se considera un comportamiento realista derivado del modelo de Drude. En esas
condiciones, mostraremos que la contribucién relevante a la parte finita de la energia
de Casimir proviene efectivamente del rango de bajas frecuencias, ecuacién (5.56).
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Esto valida los resultados de los calculos presentados en las secciones anteriores para
la presion electromagnética sobre una burbuja, y su aplicacion al fenémeno de la
sonoluminiscencia.

Por 1ltimo, con respecto a las divergencias ultravioletas que este modelo presenta
en el marco de la regularizacion (, veremos que su dependencia de los parametros del
sistema es tal que s6lo se necesita un contratérmino de volumen en el procedimiento
de renormalizacion que hace finita la energia de Casimir.

5.7.1. Contribucién de altas frecuencias usando el Modelo
de Drude

Reformulamos entonces el problema considerando una burbuja dieléctrica esféri-
ca de radio a, con permitividad €; (constante) relativa al vacio, sumergida en un
medio de permitividad €;(w). Para analizar la contribucién de los modos de alta
frecuencia consideraremos una dependencia en todo el rango de frecuencias dada
por

€9, w< Q

e2(w) = e (1 B iz_z) Cw>0 (5.67)

con €y constante (en particular, podremos tomar €; = ¢, el valor correspondiente
al vacio). Aqui, Q es la frecuencia de plasma caracteristica del medio exterior, co-
incidente con la frecuencia de corte del modelo de bajas frecuencias. Observar que
el contorno en » = a ya no sera transparente para las altas frecuencias, sino que
tendera a serlo de una manera suave para w — oo, similarmente a como sucede en
un medio real.

Como antes, encerramos al sistema en una gran esfera conductora de radio
R > a, lo que proporciona condiciones de contorno adicionales (de Dirichlet o
de Neumann) en 7 = R que dan lugar a un espectro discreto.

Separando las contribuciones de baja y alta frecuencia, podemos escribir

E_h 0o _FL n0 A o . > 568
_ngn_ggwn+§zwn—. w§Q+ w>0 ( )

no+1

donde n > ng corresponde a w,, > €.
En (5.68), la contribucién E,<q corresponde a lo que ya hemos calculado en las
secciones anteriores. Aqui estaremos interesados en el cdlculo de la contribucién de

: _ h o0 _ QQ
altas frecuencias E,~q = 5 ZnoH wn, donde €(w) = € (1 — ﬁ>

Como en la primera parte de este capitulo, el campo electromagnético admite una
descripcién en términos de los modos transversales eléctricos (TE) y transversales
magnéticos (TM), ecuaciones (3.5) - (3.13), sujetos a las condiciones de contorno
(5.3) y (5.4) respectivamente. Dentro de cada medio dieléctrico, el campo satisface
la ecuacién de Helmholtz (3.6), que se reduce a ecuaciones diferenciales como en
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(5.5). La imposicién de las condiciones de contorno nos conduce a ecuaciones cuyas

raices determinan las autofrecuencias involucradas en la suma que define a E_~q.

Estas ecuaciones tienen la misma forma que las dadas en (5.6) y (5.8) para las

funciones ATE(z) y ATM (%) respectivamente, con el tinico cambio de €5 por e;(w).
Luego, para w > () debemos evaluar la suma

ETE, = i Ewn: i 2v i Ewy,n:@ i v i Zyms (5.69)
no+1 2 v=3/2 n=N,+1 2 R v=3/2 n=Ny+1

y una expresion similar para los modos TM. En la expresion de arriba, N, tiene
la misma interpretacién que antes: es el ntimero de ceros positivos de ATE(z) que
son menores o iguales a © = R/c. Luego los w,,, (z,,) que aparecen en (5.69)
representan los modos de frecuencia mayor que 2.

Como antes, trabajamos en el marco de la regularizacion (. Usando la definicién

oo o0
o— —S8
E Zyn = E E : (5.70)
n=N,+1 n=N,+1 s——1

podemos representar la suma " | 2, mediante una integral en el plano com-
plejo z como en la ecuacién (5.11), donde ahora la curva C' encierra a todos los ceros
mayores que x. Para R(s) suficientemente grande, esa curva puede ser deformada
en una linea recta vertical que cruza el eje real en R(z) = 2™ (ver ecuacién (5.13)).
Después de un cambio de variables, obtenemos la suma en el lado derecho de (5.70)
como

i . %{—ys g+ /0“2 N 2)), dt}, (571)

v,n
' T dt
n=N,+1 wzt

para s > 1. Aqui hemos llamado z = x/v > 0, con z = R{/c. Luego, tenemos que

hc
Eilq = 7"
i —s (s +1) o g (ImATE(Lut (5:72)
Zua%{_” 5 / e d ALF (v t)) dt}
T —azt dt
v=3/2 s=—1

y una expresién enteramente similar para los modos TM, con AT™ (3 v t) en lugar
de ATF (4 t).

Construimos la continuacién analitica del lado derecho de la ecuacién (5.71) a
s ~ —1 restando y sumando del integrando los primeros términos obtenidos del
desarrollo asintético uniforme (desarrollo de Debye) [69] de las funciones de Bessel
que aparecen en las expresiones de ATF(z2) y ATM(2), validas para grandes valores
de v, con t fijo. Obtenemos:

d InATE (4 v t)
dt

=DI't)+0w™) (5.73)
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para los modos TE, donde

1

DIE(t) = Y DY), (5.74)

Las funciones Dgf JT}(t) son en el presente caso:

DY) (¢) = Vi (5.75)

t Y

0 2
DEL(E) = & — T (5.76)

1 2 2
D( )(t) — Sni“t - — ni“t .
8 (14+n12t2)2 8 (14n12t2)2

a4n14tx2 AV 14+n12t2 z2 n12,/1+n12 2 :C2_

2R3 \/R2+a2n12t2 B & * 2t (577>

mta? + R*ta?ni?t?22®  a’ni®y/R*4a?ni?t2a”

_2\/1+n12t2 R3 2R3t )
2 4 2
(-2) _ —15n4%t 3n12t —(n1 t)+4n1 tx 5.78
DTE (t) - 8(1+n12t2)4 + 2(1+n12t2)3 + 8(1+n12t2)2 Y ( ° )
(=3) 1105n,2 ¢ 1547 n,2 ¢ 531n12t
DTE (t) = L T L o + L 7T
128 (14n12¢2) 2 128 (14+n12t2)2 128 (14n12¢2)2

25n12t _ 25n;4t z? 3nidta? 4
5 7 5
128 (1+n12¢2)2 16 (14+n12¢2)2 16 (14+n12¢2)2

5a%n;4 R3¢ 22 - 3a*ni* Rtz? 4 n18tzt 4
T 5 3
16 (R24a2n 2 t2)2 16 (R24-a2n12t2)2 8(14n12¢2)2
(5.79)
+\/1+n12t214 o n124/14n12¢2 z* + 3n14\/1+n12t2x4_
td 2t3 8t
abnq 8tat 3a8n,6tat v/ R2+a2n 22 gt
B T+ B Rt° +
8R3 (R?+a?m2t2)2  8R5\/R2ta2ni2t?
+a2n12\/R2+a2n12t2x4 . 3a*n1*\/R2+a2n12 2zt __3niBtat
2R3 ¢3 SRt 8\/1+n12t2'
Para los modos TM,
1
TM 4\ _ k (k)
D, " (t) = g v Doy () (5.80)

=3
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donde las funciones DgfC 134 (t) estan dadas por

DI (0) = Ve (581

TM t
0 2
DR(t) = =% + sy (5.82)
Dg“_]\/lj)(t) — —Tni%t . ni2t o nit ¢ x?

5 3
8(14m2¢2)2  8(1+ni2#2)2  24/14+ni2¢2

\/ R2+a2n12t2 22 A/ 14n12 2 22 n12/14n12 t2 22
+ + - (5.83)

Rt3 t3 2t

a*nitta? a?n12 v/ R24+a2nq12t2 22

2 R3 \/R2+a2n12t2 2R3¢ )
(—=2) _ 21nq2t 3ni2t ni2t—4n 4 tz?
Dif () = 8(1+n12¢2)t  2(1+n12¢2)° + 8(14n1212)% 7’ (5.84)
-3 _ 2 2 2
D(TM)<t> _ 1463m%¢ 4 1813m%t __ 549m%t 4
128 (14+n12¢2) 2 128 (14n12t2)2 128 (14+n12¢2)2
23n,2t 35n;4tx? 3nidta?
r + T+ zt
128 (14n1242)2 16 (14n12¢2)2 16 (14+n1242)2
5a*n;4 R3tz? 4 9a*n* Rtz? 4 atnittx? .

7 5 3
16 (R2+a2n12t2)2 16 (R2+a2n12t2)2 4R(R2+a2n12t2)2

a*ni*ta? v R2+a?2n12 12 z? i a2n12 v/ R2+a2n12 2 x2 .

_4R3 \/R2+a2n12t2 B 2R3 4R3t (585)
716t 2t 3716 ¢ 2 A/ 14+n12¢2 24 n124/14n12¢2 z*
3 + 5 - 213 +
8(14n1212)2  84/14ni2¢2
3a%n 8 ta? 3nmity/1+n12¢2 24 abnybtad
_ - —
8 RS \/R2+a2n12 2 8t 8 R3 (R2+a2n 242)2
v/ R2+a2nq 242 24 a?n12 4/ R2+a2n 22 24 3a*nit \/R24+a2n12t2 24
Rt5 + 2R3t3 B 8RSt )

donde ny = /& y © = RQ/c.

Notar que en (5.73) hemos retenido términos hasta el orden (v~3) inclusive.
Esto es necesario para poder aislar todas las singularidades que aparecen en la
continuacion analitica a s = —1.
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Luego, como en (5.19), debemos considerar

/OOZZ L d(InATE (4 v t)) 0t

ts
dt

1z

(5.86)

00—12 c0—12 TE
/ t=* DTE(t) dt +/ s {d (In AZi t(l Vi) _ DZE(t)} dt

1z —z

donde la segunda integral en el lado derecho converge, por construccién, para s >
—2 y puede ser evaluada directamente (numéricamente, por ejemplo) en s = —1.
Volveremos sobre ella mas adelante.

Con la primer integral en (5.86) debemos calcular

—zz(s +1)

A 1 o0 . 2 00—z
BEY = S vl [l a7

k=—3v=3/2 v

donde recordamos que aqui z = z/v, con z = RQ)/c.
ETM()

w>q > correspondiente a los

Se obtiene una expresién enteramente similar para
modos TM, con Dé%(t) en lugar de Dg,%(t)

La continuacion analitica de Effg(zl) en (5.87) a s & —1 nos conduce a las sin-
gularidades (y también a partes finitas) de (5.71). Estas se presentan como polos
simples, dado que el integrando DI (t) es una funcién algebraica de ¢ que se com-
porta como O(t°) para grandes valores de |t|. Luego, la integral converge absoluta
y uniformemente para s > 1, regiéon donde define una funcién analitica que puede
ser extendida como una funcién meromorfa en la regién de interés del parametro s.

El método de calculo de las contribuciones provenientes de los sucesivos 6rdenes
del desarrollo de Debye (identificados con el indice k en (5.87)) es completamente
analogo al que hemos utilizado en las secciones 5.2.3 y 5.4, excepto por el hecho de
que la suma en v involucrada en (5.87) ya no es una suma finita como tenfamos
en (5.9), sino una serie infinita. Esto ya habia sido encontrado en los célculos del
capitulo 3, donde pudimos mostrar que, gracias a que el limite inferior de integracion
en (3.42) podia ser tomado tan cercano a —0" como se quisiera, la suma infinita
en v podia calcularse inmediatamente por medio de la funcién ¢ de Hurwitz (ver
ecuacion (3.43)).

Por el contrario, en (5.87) z = RQ/c > 1, lo que acopla la suma en v con la
integral en t, que ya no pueden calcularse por separado como se hizo en la seccion
3.3.

No obstante, un analisis cuidadoso muestra que para cada orden del desarrollo
de Debye, al tomar la parte real de la integral que aparece entre llaves en (5.87),
quedan expresiones que, o bien son independientes de v (para las que la serie en v
se reduce sencillamente a una funcién ¢ de Hurwitz), o bien son tales que su parte
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real limita la serie en v a una suma finita, del tipo de las calculadas en la seccién
5.4 por medio de la formula de Euler-Maclaurin.

Dado lo engorroso del calculo, sélo expondremos aqui los resultados. La con-
tribucién a la parte finita (P.F.) de la energia de vacio de estos primeros érdenes del
desarrollo de Debye es

TE(1 TM(1
— P.F. (Ew>§(l)+Ew>Q( )) =

hQ
11n, RQ  n3R3Q3 RO\ !

= — o== 0
[ 24cm 63T + c + 0]+

3a’n?  3n2R? a*n®  nd R3
— 0? — 03
[( 2¢2 2¢2m ) +(3c37r 3037T> *
w0 (a —Tn 11n,4 log(¥) LR 2314 N 11n, log(R—cQ)
8em 24cm 2dcm 2dcm
+3+ORQ_1 3+ORQ_1+
8 c 128 c (5.88)

Q (R ( 47 ny B 5n; log(2 ) 5nq log

+

+ 192c¢m 12¢m 24c7r

192¢r 12¢r 2Uer

o ( (—<n13>+m3 log(2) _ n® log(£2 >>+

n (209 n1  11n; log(2) N 117, log(£2 )

6c3m 6c3m 1237

3 3 3 RQ -1
s [ m” m log(2) = n1° log(72%) R_Q
+A (6037{' 6c3m + 123 +0 c

donde cada corchete corresponde a la contribuciéon de cada orden del desarrollo de
Debye (el primero corresponde al orden v, el segundo a 1, y asf siguiendo). Nétese
que esta expresion tiene un limite finito cuando a — 0.

En el primer corchete podemos identificar un término de volumen de la forma
—hn3R3Q*/(6mc?), similar al que aparece en la contribucién de las bajas frecuencias,
ecuacion (5.49).
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También se encuentra que ocurren ciertas cancelaciones entre términos diver-
gentes infrarrojos que mezclan dependencias de R y de a, como los que contienen
(a)/c) log(a/R) o (a2/c) log(RQ/c) en los ordenes v=! y v73.

Hay también indicios de que los términos con distintas potencias de a que van
surgiendo de las contribuciones de los sucesivos 6rdenes del desarrollo de Debye
(aparentemente, sélo de los ordenes impares, v~1, 73 ,...), se van cancelando entre si.
Dada la creciente complejidad algebraica de este desarrollo, una forma de verificar
esta hipdtesis consistiria en estimar numéricamente el término con la diferencia
(d (In ATE (4 v 1)) _prEg)

dt v
necesario para identificar las partes singulares y que hemos desestimado hasta ahora.
Esto serd analizado en mas detalle en el Apéndice D.

en el segundo miembro de (5.86), que no ha sido

En dicho Apéndice se muestra, en primer lugar, que los términos con potencias
positivas de a son un artefacto del desarrollo de Debye que estamos empleando. En
efecto, al sumar a la expresion en (5.88) una estimacién numérica de la contribucién
que viene del segundo término del lado derecho de (5.86), se encuentra que esas
contribuciones se cancelan, quedando sélo términos de orden (a2/¢)™" (que no fueron
retenidos en el célculo de (5.88)). Esto sugiere que si se recalculara esa contribucién
a ordenes mas elevados en el desarrollo de Debye, esas potencias de a también se
cancelarian.

Esto es una verificacién de que el resultado relevante para la parte finita de la
energia de vacio proviene efectivamente de la contribucion de las bajas frecuencias,
donde es valida la aproximacion de las permitividades por constantes hasta una
frecuencia de corte €2. En particular, los resultados obtenidos en la aplicacion a la
sonoluminiscencia son cualitativamente validos.

Desde luego que el resultado completo para la energia de Casimir incluye un
término de volumen con una constante fenomenolégica indeterminada, remanente
del proceso de renormalizacion en el que debe compensarse una singularidad con
esa dependencia funcional. Con mas precision, deberiamos decir que los resulta-
dos obtenidos de la aplicaciéon de este modelo a una burbuja sonoluminiscente son
compatibles con pequenos valores para esa constante fenomenologica.

Por otro lado, sumando todas las contribuciones a las partes singulares (P.S.) de
los términos considerados en el desarrollo de Debye, tenemos

1 TE(1 TM(1

1o} P.S. <Ew>§(2) + Ew>Q( )> =

N (5.89)
nq R’ —a 8¢

- 1.
Ddr(0+s) ammroRiTs CETY

Como vemos en (5.89), las singularidades ultravioletas se manifiestan a través
de un termino de volumen y un término que se anula con R~!. En el limite R — oo
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encontramos 5

n1
EP.S'. S Q4
w>S 1672¢® (1+s)
Este resultado esta en completo acuerdo con lo obtenido en el capitulo 3, ya que el

volumen que aparece en la ecuacién de arriba, Vo = 37 (R® — a®), corresponde al

del medio (exterior) con indice de refraccién ex(w) = € <1 — 2—5)

Vot O(s+1). (5.90)

5.8. Resumen y conclusiones

En este capitulo hemos considerado un modelo simple de medio dieléctrico, donde
la descripcion de sus propiedades se hace por medio de una relaciéon de dispersion
con una permitividad dependiente de la frecuencia, que toma en consideracion de
manera realista su respuesta tanto a bajas como a altas frecuencias. El problema
asi modelado permite evaluar por separado, en ambos rangos de frecuencia, las
contribuciones a la energia de Casimir.

En el rango de bajas frecuencias, la permitividad y permeabilidad pueden ser
tomadas como constantes hasta una frecuencia de corte €2, por encima de la cual
ambos medios se hacen indistinguibles. Esto se refleja en condiciones de contorno
sobre la superficie de separacién entre medios dieléctricos que son dependientes de
la frecuencia del campo electromagnético, de modo que esa separacién se vuelve
transparente para frecuencias mayores que la de corte.

Por otro lado, en el rango de altas frecuencias del campo, la dependencia de la
permitividad con la frecuencia fue modelada usando el modelo de Drude.

Por simplicidad, hemos limitado nuestra atencién a medios no magnéticos, y
hemos estudiado la energia de Casimir de un dieléctrico esférico de radio a e indice
de refraccién ny(w) = /€ (w) sumergido en un segundo medio de de indice ny(w) =
Ve (w), todo el sistema encerrado en una gran esfera conductora concéntrica de
radio R.

Como se mencion6 en el primer parrafo, las contribuciones de los modos de
baja y alta frecuencia (w < Q y w > ) respectivamente) pueden ser calculadas
por separado. La contribucién a la energia de Casimir de los modos con frecuencia
w < Q se reduce a dos sumas finitas, una para los modos tranversales eléctricos
(TE) y otra para los modos tranversales magnéticos (TM). Para cada valor del
momento angular [ = v — 1/2, hemos representado estas sumas como diferencias
de las funciones ¢ incompletas del modelo, ¢(Z¥(s,z) y (I (s, ), introducidas en
el capitulo 4 para el caso simplificado de un campo escalar con una condicién de
contorno dependiente de la frecuencia. En el Apéndice C hemos derivado la expresion
de la funcién ATE(z), cuyas raices determinan las autofrecuencias de los modos TE
para esta configuracién de medios. También hemos probado que aquellos ceros que
caen en el semiplano abierto derecho del plano complejo z son todos reales y simples,
lo que justifica la representacién integral que hemos usado para esas funciones (. Lo
mismo puede demostrarse para AZM(2).
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Este hecho nos permitié representar a las funciones  incompleta como integrales
en el plano complejo, haciendo uso del Teorema de Cauchy. Finalmente, el desarrollo
asintotico uniforme de las funciones de Bessel hizo posible un desarrollo sistematico
de esas funciones (, hecho que facilita las continuaciones analiticas necesarias.

En la seccién 5.2 hemos retenido de esa aproximacion los términos necesarios
para aislar las partes singulares de las funciones ¢ incompletas en s = —1. Estos
términos son también suficientes para evaluar tanto las contribuciones de volumen
como las primeras correcciones de tamafio finito a la energia de Casimir.

Como el menor cero positivo de ATE(2) (ATM (%)) es una funcién creciente de
v, se puede determinar el maximo valor de v, vI'Z (yI™), para el cual hay autofre-
cuencias menores o iguales a (). Esto fue calculado en la secciéon 5.3. A partir de la
continuacion analitica de las funciones ( incompletas a s = 0, hemos mostrado en
esa seccion que vl ¥ y vI™ son funciones lineales de (nyR€)/c) (con correcciones que
dependen de potencias fraccionarias menores, inducidas por la presencia del corte),
las cuales son independientes de ny y de a.

En la secciéon 5.4 hemos mostrado que, para (af2/c) > 1, las contribuciones domi-
nantes son términos de volumen (ver ecuacién (5.49)), cuyo signo estd determinado
por la diferencia (n? — n3), méas un término positivo proporcional al volumen del
espacio accesible al medio exterior, que resulta independiente de n; y de a.

El segundo orden en el desarrollo de Debye produce las primeras correcciones
de tamano finito a la energia de Casimir, las cuales son contribuciones de superfi-
cie (ver ecuaciones (5.54) y (5.55)). Aparece un término negativo proporcional a la
superficie de la burbuja, el cual proviene exclusivamente de los modos TM. Apare-
cen también contribuciones correspondientes al contorno externo, debidas a ambos
modos TE y TM, las cuales sin embargo sélo difieren en el signo y se cancelan cuan-
do son sumadas. Hay también correcciones proporcionales a potencias no enteras
de (n2RQ/c) (potencia % y menores) que son inducidas por la relacién entre vg*
(vd®) vy RQ/c. Esas correcciones, sin embargo, no tienen consecuencias en el limite
R — .

Los resultados mencionados arriba han sido analizados en la secciéon 5.5. En
primer lugar, hemos considerado la diferencia entre las energias de Casimir para dos
configuraciones, una con un dado valor del radio a, y la otra correspondiente a la
situacion donde el medio externo llena todo el espacio interior a la esfera externa. Se
obtiene el resultado dado en la ecuacién (5.56), de donde se observa que esa diferencia
es independiente de R. Su comportamiento con respecto a a depende de los valores
de ny y no pero, como fue senalado antes, esta expresion debe ser considerada con
cuidado pues sus valores para radios diferentes se refieren a cantidades diferentes de
medios materiales? [100].

En la seccién 5.7, dedicada a la contribucién de los modos de alta frecuencia,

2Si bien ese tipo de normalizaciones permiten eliminar las contribuciones divergentes infrarrojas
dependientes de R, son inadecuadas para hacer comparaciones para distintos valores de a, porque
en esas diferencias de energias se estan comparando situaciones con distintas cantidades de materia
en cada medio dieléctrico
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(asi como en el Apéndice D donde se describe el calculo numérico realizado) hemos
dado argumentos en favor de que la contribucién dominante a la parte finita de la
energia de Casimir estd efectivamente dada por la expresién (5.56), proveniente de
las contribuciones de bajas frecuencias.

Para determinar la fuerza que actia sobre la superficie de separacién entre
dieléctricos, se debe imponer la conservacién del niimero de particulas en cada medio.
Esta condicion lleva a una variacién de los indices de refraccion con respecto al radio
de la burbuja a. Teniendo en cuenta esa dependencia de los indices con a, hemos
arrivado a una expresion para la presion del vacio electromagnético sobre la burbuja,
P(a), como una funcién de a (ver ecuacién (5.60)). P(a), asi construida, se anula
cuando ny = nq, y tiene una derivada negativa con respecto a no. Luego, es negativa
para ng > nq, y tiende a comprimir la burbuja.

Esta presion puede ser integrada para dar la variacion de la energia de Casimir
con respecto al volumen de la burbuja, para cantidades dadas de materia en los
medios dieléctricos (ecuacién (5.63)).

Como mencionamos en la introduccion, cuando se consideran modelos de dieléctri-
cos que tienen indices de refraccion constantes en todo el rango de frecuencias, la
presencia de divergencias hace dificil dar una interpretacién fisica a la parte finita
de la energia de vacio, la que no puede ser aislada de la parte singular. Sin embargo,
cuando se supone un comportamiento ultravioleta realista y se emplea la regula-
rizacion ¢, como en el caso estudiado en la seccién 5.7, las singularidades pueden
ser removidas con un unico contratérmino de volumen en la densidad de energia
clasica del material. No se necesitan contratérminos de superficie ni de curvatura
pera mantener finita la energia de Casimir.

Con este comportamiento ultravioleta bajo control, cobran sentido las contribu-
ciones de frecuencia finita en modelos realistas. Mds atin, estas contribuciones a (la
parte finita de) la energfa de vacio (dadas por la ecuacién (5.56)) resultan ser las
dominates. Esto fue mostrado en la seccién 5.7.1, junto con el calculo numérico de-
scrito en el Apéndice D, donde se ha analizando la contribucion de los modos de
alta frecuencia usando el modelo de Drude para la permitividad.

Segin ese argumento, el resultado relevante para la parte finita de la energia
de Casimir viene dado, efectivamente, por la contribucién de las bajas frecuencias,
ecuacién (5.56), y entonces tiene sentido su aplicacién a fendmenos tales como el de
la sonoluminiscencia.

Nuestros resultados asi obtenidos son consistentes con la propuesta de Schwinger
acerca de la relevancia que puede tener la energia de Casimir en esa transduccion
de sonido en luz. En efecto, en el caso de una burbuja esférica de gas sumergida en
agua, y tomando el radio de una burbuja sonoluminiscente tipica, hemos encontrado
una presion electromagnética que es aproximadamente una constante negativa que
nos ha permitido estimar el valor de la frecuencia corte §2. Esta cae en la regién del
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espectro visible, en un valor cercano a la regién donde el indice de refraccién del
agua se vuelve esencialmente igual a 1.

Por otro lado, tomando como valor para la frecuencia de corte aquel para el cual
ya no es posible la propagacion de la luz en el agua, obtenemos un valor para el
cambio de la energia de Casimir de la burbuja durante el colapso de alrededor de 35
veces la energia tipicamente emitida en cada flash.

Desde luego que la expresion completa de la energia de Casimir contiene ademas
un término de volumen pesado por una constante fenomenoldgica indeterminada,
que recuerda la necesaria sustraccion de una divergencia ultravioleta con esa depen-
dencia funcional. Con mas precision, deberiamos decir que nuestros resultados son
compatibles con pequenos valores para esa constante fenomenologica.

Estos resultados, obtenidos en el marco de un modelo de dieléctrico realista
(aunque lo suficientemente sencillo como para ignorar la complicada dependencia
del indice de refraccién con la frecuencia (ver por ejemplo [34], capitulo 7, figura
7,9)) parecen respaldar claramente las ideas de Schwinger acerca de la importancia
de la energia de Casimir en la sonoluminiscencia: la energia de vacio se incrementa
con el volumen de la burbuja en una cantidad comparable con la energia del flash, y
luego ella esta disponible para ser emitida como luz al final del colapso de la burbuja.

Por supuesto que nuestro célculo cuasi-estatico no puede explicar por qué el
flash se emite en un breve lapso de tiempo al final del violento colapso que sufre la
burbuja. Pero se podria especular acerca de la formacion adiabatica de un estado
excitado del campo electromagnético, el cual seria inducido a decaer a través de
algin mecanismo relacionado a la fuerte desaceleracién que detiene a la burbuja
cuando alcanza su radio minimo.



Capitulo 6

Resumen y conclusiones

Los fenémenos conocidos bajo el nombre general de Efecto Casimir son de natu-
raleza exclusivamente cuantica, asociada con la presencia de oscilaciones de punto
cero en los estados de vacio de los campos cuanticos. El efecto surge como resultado
de la distorsién que sufre la energia de vacio de los campos debida a la presencia
de contornos, topologias no triviales o campos de background. Este efecto es im-
portante en diversas areas de la Fisica, desde Materia Condensada hasta Particulas
Elementales y Cosmologia.

Debido al progresivo avance en las técnicas experimentales, hoy en dia es posible
medir las fuerzas de Casimir en experiencias de laboratorio con gran precision. De
hecho, actualmente son tenidas en cuenta como una componente determinante en
las fuerzas que actiian sobre micro-dispositivos electro-mecanicos.

El célculo de energias de Casimir también resulta de interés en temas tales como
la busqueda de una explicacion para el fenémeno de la sonoluminiscencia, en el cual
una burbuja de gas en un fluido, atrapada en un nodo de velocidad de una onda
sonora estacionaria, emite, cerca del final del rapido colapso que sufre la burbuja
en cada ciclo, cortos e intensos pulsos de luz con una duracién de solo algunas
decenas de picosegundos, en un proceso que concentra la energia en doce 6rdenes de
magnitud.

Estos ejemplos muestran el interés practico de este problema.

En particular, la idea de dar una explicacion al fenémeno de la sonoluminiscencia
basada en la energia de Casimir de una burbuja en un medio dieléctrico fue desa-
rrollada inicialmente por Schwinger. Pero sobre ese punto hay atin un considerable
desacuerdo.

En efecto, no hay acuerdo acerca de la renormalizacion necesaria para remover
las singularidades que aparecen en la energia de vacio en problemas que involucran
medios dieléctricos no dispersivos, un hecho que oscurece la interpretacion fisica de
las partes finitas. Como se explicé en en capitulo 2, el por qué de tales desacuerdos
estd relacionado, por un lado, con la falta de una condicién de normalizacion natural
que haga tnica a la parte finita de la energia de vacio para campos sin masa. Por otro
lado, en general el resultado para la parte divergente no es expresable en términos de
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funciones simples, de modo que los contratérminos necesarios son extremadamente
complicados y la interpretacién del modelo clasico asociado es poco clara.

Nuestra propuesta para atacar este problema se basa en la suposiciéon de que
estos inconvenientes tienen su origen en el hecho de que los modelos usualmente uti-
lizados para describir medios dieléctricos no incorporan una relacién de dispersion
realista, dependiente de la frecuencia. Una consecuencia directa de ello es un com-
portamiento ultravioleta inadecuado, que lleva a la aparicion de divergencias que
hacen imposible extraer un valor finito para la energia de Casimir de una manera
fisicamente razonable.

El método que empleamos aqui para analizar la energia de Casimir como fun-
cién de las propiedades dieléctricas del medio se basa en la suma sobre frecuencias
propias del campo electromagnético. Para controlar las contribuciones de las altas
frecuencias adoptamos la técnica de la regularizacion (, consistente en la extension
analitica de la suma de potencias complejas de las autofrecuencias del campo re-
levante. Hemos desarrollado un método de calculo de una funcién ( adecuada al
estudio de la energia de Casimir como funcién de las propiedades dieléctricas del
medio, en principio aplicable a distintas geometrias. En este contexto, las divergen-
cias ultravioletas se presentan como singularidades de la extension meromorfa de
estas funciones, lo que permite separarlas de las partes finitas. Estas ganan sentido
fisico tras un proceso de renormalizacion, pudiendo entonces ser comparadas con el
experimento.

Asi, en el capitulo 3 analizamos el comportamiento de las divergencias ultravi-
oletas presentes en la energia de vacio cuando se utiliza un modelo que describe a
un medio dispersivo realista [75]. Este modelo introduce una frecuencia de plasma
en la permitividad, y tiene una dependencia de la frecuencia que se deduce como
consecuencia directa de la relacion causal que existe entre el vector campo eléctrico
y el vector desplazamiento para medios dispersivos generales (ver seccién 2.5). Es
en este sentido que hablamos de medios realistas. Como resultado mostramos que la
energia de Casimir presenta divergencias ultravioletas mas suaves que las arrojadas
usando, por ejemplo, aproximaciones de medios diluidos. En efecto, encontramos
que la estructura de singularidades de la energia de Casimir en el marco de esta reg-
ularizacion es muy simple: la tnica singularidad que aparece es un polo simple cuyo
residuo es proporcional al volumen. Estro permite interpretarla como una contribu-
cion a la densidad de energia del material, a ser cancelada por un contratérmino en
la densidad de energia clésica del modelo, similarmente a como se hace, por ejemplo,
en modelos de la bolsa.

De ese modo, no son necesarios contratérminos de superficie o curvatura. Las di-
vergencias superficiales estan ausentes y las de curvatura se cancelan entre si cuando
se suman las contribuciones de los modos transversales eléctricos (TE) y transver-
sales magnéticos (TM). Las mismas conclusiones se obtienen cuando se estudia la
estructura de divergencias de la energia de Casimir en un modelo de metales reales,
ya que la contribucién adicional también es proporcional al volumen accesible.

Bajo la hipotesis fundamental de que una relacién de dispersion lo suficiente-
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mente realista puede actuar como un requlador natural de la energia de vacio, nuestra
propuesta es que la consideracion de propiedades dispersivas sencillas pero realistas
en el rango de altas frecuencias conducird a una estructura simple de las singulari-
dades, de manera que ellas puedan ser separadas de las partes finitas sin necesidad
de imponer alguna condicién de normalizacién artificial, mediante contratérminos
sencillos en la expresion de la energia clasica del sistema. Luego, las partes finitas
ganan sentido fisico tras un proceso de renormalizacion, pudiendo ser comparadas
con el experimento [24].

Para el estudio de la partes finitas, como primera medida establecimos, en el
capitulo 4, un método de calculo para un modelo simplificado de un campo escalar
confinado a una regién con simetria esférica, que simula el comportamiento de los
indices de refraccién a bajas frecuencias [76]. Alli, calculamos las contribuciones
dominantes a la energia de vacio del campo en un modelo con una condicion de
contorno dependiente de la frecuencia, que consiste en el confinamiento al interior
de una esfera de radio R de los modos con frecuencia menor o igual a una frecuencia
de corte fisica 2. Esos modos estan sujetos a condiciones de contorno de Dirichlet
sobre la superficie de la esfera, mientras que aquellos con frecuencias mayores que
() son libres, pues el contorno les es completamente transparente.

Esta caracteristica del modelo permite la sustraccién de la contribucion de los
modos de alta frecuencia a la energia de vacio, lo que equivale a una redefinicion
del nivel de referencia de la energia independiente del radio de la burbuja R. Asi,
hemos representado la suma sobre las autofrecuencias hasta la frecuencia de corte
) en términos de una funcién ¢ incompleta asociada con el operador Laplaciano
sometido a condiciones de contorno de Dirichlet sobre la superficie de la esfera. Esta
funcién, ((s, x), esta bien definida sélo para R(s) > 1. Luego fue necesario evaluar su
continuacion analitica desde s > 1 a los valores relevantes de ese parametro: s = 0,
necesario para evaluar el momento angular méximo ly = vy — 1/2 correspondiente
a autofrecuencias menores o iguales que {2, y s = —1, necesario para evaluar la
contribucién a la energia de Casimir de los modos con momento angular [ = v—1/2 <
lo. Para ello hemos aproximando el integrando de la funciéon ¢ incompleta mediante
el uso del desarrollo asintético de Debye para las funciones de Bessel modificadas
que aparecen en su expresion.

Este procedimiento nos condujo a una funcién meromorfa, con polos simples
que fueron evaluados exactamente, cuyos residuos resultan ser independientes de la
frecuencia de corte. Por otro lado, evaluamos la parte finita de ((s, =) hasta términos
de un orden dado en el desarrollo de Debye. Finalmente, aplicando la formula de
suma de Euler-Maclaurin, arribamos a una expresion para la energia de Casimir
del modelo en la cual se reconocen contribuciones de volumen y superficie. Para un
valor de la frecuencia de corte correspondiente a © = RS)/c¢ > 1, donde R es el radio
de la burbuja, los términos dominantes en la energia de vacio son proporcionales
al volumen y al area de la burbuja. Como un ejercicio final, empleamos nuestro
modelo de prueba para estimar la frecuencia de corte ) necesaria para producir la
cantidad de energia emitida por una burbuja sonoluminiscente tipica, encontrando
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un valor que cae dentro de la regién donde el indice de refraccion del agua se hace
esencialmente igual a uno. Esto alienta a considerar un modelo similar para el caso
mas realista del campo electromagnético en presencia de medios dieléctricos.

El método de célculo desarrollado en el capitulo 4 fue utilizado, en el capitulo
5, para estudiar la energia de vacio del campo electromagnético en el background
de medios dieléctricos esféricamente simétricos. Alli consideramos un modelo simple
de medio dieléctrico dispersivo, donde la descripcion de sus propiedades se hace por
medio una permitividad dependiente de la frecuencia que toma en consideracién de
manera realista su respuesta tanto a bajas como a altas frecuencias. El problema
asi modelado permite evaluar por separado, en ambos rangos de frecuencia, las
contribuciones a la energia de Casimir.

En el rango de bajas frecuencias, la permitividad y permeabilidad fueron tomadas
como constantes hasta cierta frecuencia de corte comin a ambos medios, {2, por enci-
ma de la cual ellos resultan indistinguibles. Como en en capitulo 4, esto se refleja
en condiciones de contorno dependientes de la frecuencia para el campo electro-
magnético sobre la superficie de separacién entre los medios dieléctricos, la que se
vuelve transparente para frecuencias mayores que la de corte. Por otro lado, en
el rango de altas frecuencias del campo, la permitividad fue modelada usando el
modelo de Drude analizado en el capitulo 3. Por simplicidad limitamos nuestra
atencion a medios no magnéticos. Luego, hemos estudiado la energia de Casimir de
un dieléctrico esférico de radio a e indice de refraccion ny(w) = /€1(w) sumergido
en un segundo medio de indice ny(w) = /€2(w), todo el sistema encerrado en una
gran esfera concéntrica conductora de radio R.

Como mencionamos antes, las contribuciones de los modos de baja y alta fre-
cuencia (w < Q y w > ) respectivamente) pueden ser calculadas por separado. La
contribucion a la energia de Casimir de los modos con frecuencia w < {2 se reduce
a dos sumas finitas, una para los modos transversales eléctricos (TE) y otra para
los modos transversales magnéticos (TM). Siguiendo el método desarrollado en el
capitulo 4, hemos representado estas sumas, para cada valor del momento angular
| = v —1/2, como diferencias de las funciones ¢ incompletas del modelo, (I (s, x)
y (I (s,x). En el Apéndice C derivamos la expresién de la funcién ATF(2), cuyas
raices determinan las autofrecuencias de los modos TE para esta configuracién de
medios. También hemos probado que aquellos ceros que caen en el semiplano abierto
derecho del plano complejo 2z son todos reales y simples. Lo mismo es valido para
ATM (7).

El desarrollo asintético uniforme de Debye para las funciones de Bessel hizo posi-
ble un desarrollo sistematico de las funciones (, hecho que facilité las continuaciones
analiticas necesarias. Reteniendo, en ese desarrollo asintotico los términos necesarios
para aislar las partes singulares de las funciones ¢ incompletas en s = —1, hemos
evaluado tanto las contribuciones de volumen como las primeras correcciones de
tamano finito a la energia de Casimir. De hecho, este método de calculo nos permite
obtener sucesivas contribuciones en la forma de potencias crecientes de (af)/c)™!.
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Asi, hemos mostrado que, para (afl/c) > 1, las contribuciones dominantes son
términos de volumen, cuyo signo estd determinado por la diferencia (n? — n3), més
un término positivo proporcional al volumen del espacio accesible al medio exterior
que resulta independiente de ny y de a. Por otro lado, las primeras correcciones de
tamano finito a la energia de Casimir son contribuciones de superficie.

Esos resultados, que provienen de la contribucion de las bajas frecuencias, re-
sultan ser en realidad las contribuciones relevantes a (la parte finita de) la energia
de Casimir. En efecto, esto ha sido mostrado calculando explicitamente las partes
finitas (y singulares) de la contribucién de los modos de alta frecuencia, usando para
esto el modelo de Drude del capitulo 3. En ese célculo (completado con el célcu-
lo numérico descrito en el Apéndice D) hemos mostrado que la contribucién maés
importante a la parte finita de la energia de vacio proviene efectivamente de las
bajas frecuencias, donde es vélida la aproximacion de las permitividades mediante
constantes hasta una frecuencia de corte ).

Con respecto a las las singularidades ultravioletas, observamos que se manifiestan
a través de un término de volumen y otro que se anula cuando R — oo. Esto, como
esperabamos, esta en completo acuerdo con los resultados del capitulo 3.

Habiendo identificado las contribuciones més importantes a la parte finita de
la energia de Casimir, tiene sentido su aplicacién a fenémenos tales como el de
la sonoluminiscencia. Con esa finalidad fueron utilizados estos resultados para de-
terminar la presién electromagnética que actia sobre la superficie de separacién
entre dieléctricos. Para ello se debe tener en cuenta la conservacion del nimero de
particulas en cada medio. Esta condicién, que conlleva una variacién de los indices
de refraccién con respecto al radio de la burbuja (a), nos condujo a una expresién
para la presidn de vacio sobre la burbuja, P(a), como una funcién de a. Integran-
do esta presion logramos también una expresién para la variacion de la energia de
Casimir con respecto al volumen de la burbuja (para cantidades fijas de materia en
cada medio). Esta expresion es apta para su aplicacién a una situaciéon de interés
para la sonoluminiscencia.

De esta aplicacién, obtuvimos resultados consistentes con la propuesta de Schwin-
ger acerca del papel que puede desempenar la energia de Casimir en la transforma-
cion de sonido en luz en este fenémeno. En efecto, imponiendo valores tipicos para el
radio de una burbuja sonoluminiscente y para la energia media del flash de luz emi-
tido, pudimos estimar el valor de la frecuencia de corte €2, el cual cae en la regién del
espectro visible, cercano a la regién donde el indice de refraccion del agua se vuelve
esencialmente igual a 1, un poco por debajo del valor para el cual la propagacion
de fotones en agua ya no es posible. Este valor es suficientemente alto como para
justificar las aproximaciones realizadas.

Estos resultados, obtenidos en el marco de un modelo de dieléctrico realista
(aunque lo suficientemente sencillo como para ignorar la complicada dependencia
del indice de refraccién con la frecuencia) parecen respaldar claramente las ideas de
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Schwinger acerca de la posibilidad de explicar el fenémeno de la sonoluminiscencia
a partir de la energia de Casimir del campo electromagnético. En efecto, la energia
de vacio se incrementa con el volumen de la burbuja en una cantidad comparable
con la energia en cada flash, la que entonces estd disponible para ser emitida como
luz al final del colapso de la burbuja.

Desde luego que la expresion completa de la energia de Casimir contiene un
término de volumen con una constante fenomenolégica indeterminada, remanente del
proceso de renormalizacién donde una singularidad ultravioleta con esa dependencia
del radio debi6 ser cancelada mediante un contratérmino en la densidad de energia
del modelo clasico. Con mas precision deberiamos decir que nuestros resultados
para la burbuja sonoluminiscente son compatibles con pequenos valores para esa
constante fenomenoldgica.

Como hemos mencionado en la Introduccion, dado el estado actual de contro-
versia acerca del Efecto Casimir en medios dieléctricos, su estudio reviste interés
tanto desde un punto de vista tedrico como para la comparacién directa con el ex-
perimento. En ese sentido, creemos haber dado en esta tesis un paso en la direccion
de clarificar el problema de la renormalizacién de la energia de vacio en medios
dieléctricos, asi como en haber actualizado el problema de la importancia que ella
tiene en el fenémeno de la sonoluminiscencia.



Apéndice A

El fenémeno de la
sonoluminiscencia y la propuesta
de Schwinger

A.1. Breve descripcion del fenémeno

El de la sonoluminiscencia es un fenémeno tnico en la mecanica de fluidos, en
el sentido de que la energia ingresa en la forma de ondas sonoras (con grandes
longitudes de onda), en un régimen en que las ecuaciones de la mecénica de fluidos
son aplicables, pero como resultado de un proceso que ain espera una explicacion,
esa energia es transformada en fotones en el rango del espectro visible (que no pueden
ser descritos por las mismas ecuaciones). Como consecuencia de este fenémeno, la
energia que transporta la onda sonora es concentrada en doce ordenes de magnitud
y emitida en la forma de un corto flash de luz.

A un recipiente que contiene agua se aplica una onda sonora (sinusoidal) a su
frecuencia de resonancia (~ 26kHz). La presién cerca del centro del recipiente es
mostrada en la traza b de la Figura A.1. Una burbuja de gas (aire, con alguna
proporcién de un gas noble) es atrapada en el vientre de presién del centro, donde
comienza a pulsar a la frecuencia de la onda aplicada. Estas pulsaciones no son
sinusoidales: la traza a de la Figura A.1 muestra la intensidad de luz de un laser
incidente desviada por la burbuja, y es indicativa de la evolucion del radio de la
burbuja en el tiempo.

La expansién de la burbuja ocurre durante el hemiciclo de rarefaccién (diferencia
de presién negativa), lo que la lleva desde un radio minimo de 4,5 pm hasta un radio
maximo de 45 um. Luego ocurre un rapido colapso, durante el cual la pared de la
burbuja es acelerada a velocidades supersénicas (unas cuatro veces la velocidad del
sonido en el gas de la burbuja). Por un mecanismo ain desconocido, este colapso se
traduce, hacia el final del mismo, en un corto e intenso flash de luz, que se muestra en
la traza c. Simultdneamente, se produce un pulso actstico, que aparece superpuesto
a la traza b.
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Figura A.1: Grafico tomado de la referencia [25], que muestra la evolucién del radio
de la burbuja sonoluminiscente (a), la presién que ejerce sobre ella la onda sonora
(b), y la emisién del pulso de luz (c).
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La duracién del pulso de luz es menor que 50 ps, y ocurre a menos de 0,5ns
del momento en que el radio de la burbuja alcanza su minimo valor. Cada flash es
esféricamente simétrico, y contiene alrededor de un milléon de fotones con energias
de hasta 6eV (las frecuencias mayores serian absorbidas por el agua circundante,
que resulta opaca en el UV, si bien no hay indicios de disipacién de energia en el
agua). La potencia promedio emitida durante el flash esta entre 30 y 100 mW.

La emisién de este pulso de luz ocurre sincronizadamente con la onda sonora apli-
cada (un flash cada ciclo), situacién que puede mantenerse durante largos perfodos.
A simple vista (en una habitacién a oscuras) puede verse el fenémeno como un punto
luminoso parecido a una estrella.

Para estimar la capacidad de concentracién de la energia que exhibe la sono-
luminiscencia, se puede suponer que la emisién de cada fotén se realiza desde una
region del tamano atémico. Entonces, se puede comparar la energia media entre-
gada a cada atomo por la onda sonora, (1/2 (densidad del agua) (velocidad del
fluido)? ) x (volumen atémico) & 2 x 107'? eV /4tomo, con la energfa de los fotones
mas energéticos que se detectan, 6eV. Con estas hipotesis se concluye que hay un
proceso de concentracion de la energia en doce ordenes de magnitud.

Para observar los resultados de la aplicacién de un sonido (que puede ser audible)
en un experimento de sonoluminiscencia hay que emplear fotodetectores més rapidos
que los empleados en experimentos de particulas elementales. Ocurre asi una mezcla
de regimenes microscépicos y macroscdpicos muy interesante, que puede senalar un
formidable paradigma de concentracién de energia.

A.2. La propuesta de Schwinger

Si bien hay una serie de hechos experimentales! que muestran que el fenémeno
es sumamente complejo, es nuestro proposito explorar una explicacion acerca de la
disponibilidad de energfa para la emisién de fotones, debida a Schwinger [84], basada
en la energia de vacio del campo electromagnético.

A pesar de que Schwinger llamé a su modelo el efecto Casimir dindamico, su
aproximacién es cuasi-estatica. Ella estd basada en la comparacion de dos energias
de Casimir estaticas para medios dieléctricos, considerando la burbuja con sus radios
méximo y minimo (célculo para el que atn hoy existe un considerable desacuerdo
acerca de la forma correcta de hacerlo).

Lo que Schwinger mostré en un modelo muy simplificado de electrodinamica
escalar, empleando una representacion de tiempo propio para la accion efectiva del
campo, es que la contribuciéon dominante (de volumen) a la energia de Casimir de
una burbuja de radio a (con constante dieléctrica €;) inmersa en un dieléctrico de

1Como el hecho de que el agua sea el liquido més adecuado para la sonoluminiscencia, la fuerte
dependencia de la intensidad del pulso de luz con la temperatura del agua, o el hecho de que la
presencia de un gas noble sea esencial para que se produzca la emision
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constante ey estaria dada por

Eburbuja =2V / (;Z—ﬂ_k)d g [Wl(k') — u}g(k)] +...=

heca® K* ( 1 1 )
= [ ——— )+ ..,
6w Ny Na
donde K es un cut-off en el nimero de onda (a ser tomado en el UV), més alld del
cual los indices de refraccién n; y ny se reducen al del vacio (y, por lo tanto, es un
cut-off con un sentido fisico directo). La integral del miembro de la derecha (donde
se ha empleado la densidad de estados en el limite de grandes volimenes) permite
interpretar esta contribucién como la diferencia de energias de vacio debida a las

diferentes relaciones de dispersion de ambos medios dieléctricos.
Las principales ventajas de este modelo serian:

(A.1)

= que permite explicar la energia emitida como energia de Casimir disponible al
disminuir el radio de la burbuja (tomando n; = 1, no = 1,3 y K en la regién
del UV se obtiene una diferencia de energias del orden de la emitida en el flash

de luz);

= que se explica la no produccion de fotones en el UV en razén de que a partir
de esa regién del espectro las propiedades dieléctricas de ambos medios son
iguales, y en consecuencia no hay diferencia de energias de vacio para altas
frecuencias.

Este modelo, que no considera el mecanismo de emision que se pone en juego, se
ve complementado con los trabajos de Visser y colaboradores [30, 31, 32, 33], en los
cuales (considerando el muy rapido colapso de la burbuja en la sonoluminiscencia)
se estima el espectro de fotones emitidos por un brusco cambio en las propiedades
dieléctricas del medio (y en el limite de grandes radios a) calculando los coeficientes
de Bogoliubov que relacionan los estados del campo electromagnético en presencia
de uno y otro medio dieléctrico.

No obstante la sencillez y atractivo de la explicacion propuesta por Schwinger,
la forma en que debe hacerse este cdlculo es atn objeto de debate, existiendo una
considerable controversia al respecto. En efecto, Milton y colaboradores [97, 63]
han criticado duramente el resultado de Schwinger, sosteniendo que el termino de
volumen debe descartarse mediante un procedimiento de renormalizacién de la e-
nergia del vacio (procedimiento que, a su vez, es criticado por inconsistente por los
autores antes mencionados).

De ese modo, éste es aiin un problema abierto.
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Funciones espectrales

B.1. Introducciéon

En el ejemplo del campo escalar dado en el capitulo 2, la energia de vacio fue
regularizada mediante dos métodos distintos: el método de la funcion zeta y el del
cutoff exponencial. Ambos métodos estan basados en el uso de funciones espectrales,
que son funcionales del espectro de un determinado operador diferencial asociado
con las correcciones al orden de 1-loop.

Aqui revisaremos bajo qué condiciones se pueden definir tales funciones, en-
focado la atencién en la definicién y propiedades de la funcién zeta. La discusion
estd enmarcada en el formalismo de operadores diferenciales elipticos y problemas de
contorno y, por lo tanto, son necesarias algunas definiciones previas. Comenzaremos
con el caso de operadores diferenciales definidos sobre variedades sin borde.

Sea M una variedad compacta sin contorno de dimensién n, y E un fibrado sobre
M.

Definicién: Un operador en derivadas parciales de orden m € N, actuando sobre
secciones de E se puede escribir, en coordenadas locales, como

A= aa(x) DS, (B.1)
donde a,(x) € C*y,

D = [ [0 vlol - Zag (B2

En (B.1), en general los coeficientes a,(x) son matrices g X q.
Definicion: El simbolo de un operador diferencial A se define como

o(A) = o(z,6) = Y aalz) €, (B.3)
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y es el polinomio de orden m en la variable dual ¢ obtenida del reemplazo formal de
D¢ por el monomio £“.

En términos del simbolo, la accién del operador sobre funciones en su dominio,
se escribe

Af@%i/%emW*dm@f@x (B.4)

donde f(£) es la transformada de Fourier de f(x).
Definicién: El simbolo principal es la parte de mayor orden del simbolo. Es un
polinomio homogéneo de grado m en &:

om(A) = om(,§) = Z aa(x) £ (B.5)
|la|=m

Si Py @ son dos operadores diferenciales de orden d y e, respectivamente,

P=> " Pu(x)(—id,)", Q= Z@L—w (B.6)

sus simbolos estan dados por,

d e

o(P) =3 Pu@lp”, (@) =3 Qula)p" (B.7)

n=0 n=0

Utilizando la regla de Leibnitz, se puede ver que la composicién P(@) es un operador
diferencial de orden e + d cuyo simbolo o(PQ) esta dado por,

PQ-—a{}j}jP )" (Qu () (—i ))}z

n=0 m=0

d e n

:g;gymwz;(z)ewM«%u»WMk:

=t ( Z ) Fala) o k)!agpn(—iam)k (0(Q)) =

=3 9k (@(P) - (=) (0(Q)) - (B.8)

Definicién: Un operador diferencial se dice eliptico si su simbolo principal es
invertible para |{| = 1 (tiene autovalores no nulos para || = 1 o, de manera equiva-
lente, deto,(x,&) # 0 para [§] = 1).
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Antes de definir las funciones espectrales de un operador diferencial A, entre las
que se cuenta la traza de la resolvente (A — \)~!, conviene repasar la relacién que
existe entre el nicleo y el simbolo de un operador integral P.

La accién de un operador integral P sobre una funcién f(z) de su dominio
esta dada por,

Pfx) = /R K(,2)f(z') da’ . (B.9)

La funcién K (z,y) es el nicleo del operador P.
Se demuestra que la relacién que existe entre el nicleo K (z,y) del operador P
y su simbolo o(P), es la siguiente:

dp

K(z,2) = /R e (P, p) S (B.10)

De acuerdo con esta expresién, el valor del nicleo K (x,z’) para x = ', se escribe,

K(z,x) = /R o(P)(z,p) ;l—i (B.11)

B.2. Funciones espectrales

Consideremos, sobre una variedad M de dimensién n con borde, un operador
diferencial autoadjunto A de orden d que admite un conjunto de autovalores reales
{An}nen correspondientes a autovectores { ¢, }nen que forman una base ortonormal y
completa del espacio de Hilbert H. El dominio D(A) del operador esta caracterizado
por condiciones de contorno que aseguran que A sea autoadjunto.

Definiremos tres funciones espectrales de interés asociadas al operador A. Todas
ellas corresponden a la traza de sendos operadores integrales: (A — \)~1, e=*4, A=,
siendo A € C — {\, }nen, t € RT y s € C con R(s) suficientemente grande. Estos
operadores estdn caracterizados por sus respectivos nucleos: G(z,2', \), K(x,2',t),
Calz, 2, s). El operador (A — \)™! es la resolvente, K(z,2’,t) es el heat-kernel y
Ca(s) :=Tr A~ es la funcién-¢ del operador diferencial A.

Enunciamos a continuacion algunas propiedades de estos operadores integrales:

» Dada una funcién f(x) € H, el operador (A—\)~! permite resolver la ecuacién
diferencial:

(A =XNo(z) = f(x), (B.12)

en la que ¢(z) satisface las condiciones de contorno sobre el borde dM que
definen el dominio del operador A. La soluciéon de este problema esta dada
por,

$(x) = (A=) f(z), (B.13)
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siendo (A — X\)~! un operador integral cuyo niicleo es,

G(x, a2’ \) :Z% (B.14)

neN

En consecuencia, la traza de la resolvente esta dada por,

TmA—m4:/\ﬂL@»:§: (B.15)

M neN

An— A

La convergencia de la serie en la ecuacién (B.15) estd condicionada por el
comportamiento asintético de los autovalores de A que, como veremos en esta
misma seccién, se rige por la estructura de singularidades de la funcién (4(s).

En el caso de operadores regulares sobre variedades compactas sin borde, o
con borde suave y bajo condiciones de contorno locales, las singularidades de
la funcion (4(s) estdn dadas por una sucesién de polos simples s,, ubicados en
puntos del eje real dados por [70, 71, 72|,

m—n
d

donde la cantidad m designa la dimension de la variedad M y d el orden del
operador diferencial A. Se puede demostrar que esto implica un comportamien-
to asintético de los autovalores de la forma A, ~ n¥™. En consecuencia, la
serie de la ecuacién (B.15) converge, para operadores regulares, si el orden d
del operador diferencial es mayor que la dimension m de la variedad.

con n=0,1,2,... (B.16)

Sp =

= Si A es un operador diferencial positivo definido, podemos resolver el sistema:

(0 + A)p(z,t) =0,
(B.17)
¢(z,t=0) = f(z),

donde z € M, t € RT y ¢(x, t) satisface las condiciones de contorno apropiadas
sobre OM. El problema planteado por las expresiones (B.17) puede invertirse
de la siguiente manera,

o(a,t) = e f(x), (B.18)
donde e~* es un operador integral cuyo niicleo esta dado por,
K(z,a't) =) e ™ ¢,(x)d5 ('), (B.19)
neN

y su traza por,

Tre 4 = / K(z,z,t)dx = Z e, (B.20)
M

neN
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» En [70], R.T. Seeley definié las potencias A~* de un operador diferencial A y
demostrd que si R(s) es suficientemente grande, A~* tiene un nucleo continuo
Calx,2',s). Ademas, si z # 2’ el nucleo (4(x, 2, s) es una funcién entera de s,
en tanto que (a(x,z,s) admite una extensién meromorfa al plano complejo s
con polos simples dados por la ecuacién (B.16).

La traza del operador A™* estda dada por,

Ca(s) :=Tr A= = /M Caz,x,8)de = Z LS (B.21)

neN

B.2.1. Relacion entre la distintas funciones espectrales

En la seccién anterior hemos definido las trazas Tr (A — \)~Y, Tre~* y Tr A=,
que son funciones de los parametros A, t,s y estan determinadas por el espectro
del operador diferencial A. Cabe, entonces, esperar que existan relaciones entre
estas funciones espectrales; veremos, en particular, que los desarrollos asintdticos
de Tr (A — \)~' y Tre ' para grandes valores de |\| y pequefios valores de t,
respectivamente, estdn determinados por las singularidades de la funcién (4(s).

Senialamos, en primer lugar, que las funciones espectrales correspondientes a un
operador diferencial positivo definido A satisfacen las siguientes relaciones:

Tr(A—\)""= / e Tre A dt, (B.22)
0
1 o0
TrA™® = / I Tre A dt, B.23
F(S) 0 ( )

si R(A) es menor que todos los autovalores de A y R(s) > m/d, respectivamente. De
acuerdo con estas expresiones la transformada de Laplace de la traza del heat-kernel
es la traza de la resolvente y su transformada de Mellin es la funcién ((s). Estas
relaciones pueden demostrarse estableciendo relaciones similares entre cada uno de
los términos de la series (B.20), (B.15 y (B.21).

Por otro lado, se demuestra [4] que la traza del heat-kernel, Tr e~
siguiente desarrollo asintotico para pequenos valores de t,

t4 satisface el

—m+n

Tre ™~ ch(A) St (B.24)

n=0

donde los coeficientes ¢, (A) estan dados por,

1 1 b b
enl) = i [ en(Aa)dnto) + s [ A dito),
(B.25)
carr1(A) = m /aM i (A, 2) dp(z)
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siendo du(x) y du’(r) medidas de integracién sobre la variedad y sobre su borde,
respectivamente.

Mediante una integracién por partes en la ecuacién (B.23) y utilizando el desa-
rrollo asintético (B.24) se puede probar,

¢(0) = cm(A). (B.26)

Cabe senalar que para un operador diferencial autoadjunto A que no sea positivo
definido, para el cual no existe un operador e ** asociado, se pueden, sin embargo,
definir los operadores integrales A=* y (A — \)™!, cuyas trazas estdn relacionadas

por,
1 _
TrA™ =——— ¢ A Tr(A—X\)""d\, (B.27)
211 I
donde C es una curva que encierra a los autovalores de A en sentido antihorario.
La relacién (B.27) puede demostrarse en forma inmediata a partir de la ecuacién
(B.15), que indica que la traza de la resolvente tiene polos simples en los autovalores

de A con residuos igual a 1.

Supongamos ahora que la traza del heat-kernel admite un desarrollo asintético
para valores pequenos de t de la forma,

Tre 4 ~ Z cn(A) -t (B.28)
n=0

Reemplazando este desarrollo asintdtico en la expresién (B.22) obtenemos el siguien-
te desarrollo asintotico para la traza de la resolvente,

Tr(A— X"~ i T(jp + 1) cn(A) - A1 (B.29)

n=0

El desarrollo asintético de la traza del heat-kernel describe también las singula-
ridades de la funcién (4(s). En efecto, las ecuaciones (B.28) y (B.23) indican que
los polos de la funcién (4(s) estan ubicados en los puntos s,,

Sp = —Jn, (B.30)
y los residuos correpondientes estan dados por,
cn(A)

En consecuencia, el desarrollo asintotico de la traza del heat-kernel para pequenos
valores de ¢, el desarrollo asintético de la traza de la resolvente para grandes valores
de |A| v las singularidades de la funcién (4(s) estén relacionados en virtud de las

Res{Ca(8)}|s=s, = (B.31)
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ecuaciones (B.22) y (B.23). En particular, si la traza del heat-kernel admite un desa-
rrollo en potencias de t (véase la ecuacién (B.28)) entonces la traza de la resolvente
admite un desarrollo en potencias de A cuyos exponentes y coeficientes se pueden
expresar en términos de los exponentes y coeficientes del primero. La funcién (4(s),
por su parte, presenta polos simples en puntos del eje real que estan determina-
dos por los exponentes de t y sus residuos estan, a su vez, determinados por los
coeficientes de las potencias de t.

Por consiguiente, de acuerdo con el resultado (B.16), vélido para operadores
diferenciales A con coeficientes regulares, definidos por condiciones de contorno lo-
cales sobre el borde de una variedad compacta, las potencias j,, de t en los desarrollos
(B.28) y (B.29) son,

. n—m

In = d )
siendo d el orden del operador A y m la dimensiéon de la variedad de base M
(véase, e.g., la ecuacién (B.24).) El resultado (B.16) indica que los exponentes de
las potencias de \ y de t en los desarrollos asintoticos de las trazas de la resolvente
y del heat-kernel correspondientes a operadores regulares estan determinados por el
orden del operador diferencial y la dimension de la variedad.

Finalizamos este apéndice haciendo una observacién con respecto a la relacién
entre las distintas funciones espectrales. Las ecuaciones (B.22) y (B.23) permiten
relacionar las singularidades de la funcién (4(s) con los desarrollos asintéticos de
las trazas de la resolvente y del heat-kernel, atin cuando estos desarrollos contengan
logaritmos de |A| y de ¢, respectivamente. En ese caso, puede verse que la funcién
Ca(s) presenta polos de multiplicidad mayor.

(B.32)



118 B- Funciones espectrales




Apéndice C

Autofrecuencias de los modos TE
y TM

C.1. Introduccion

En este apéndice estudiaremos las soluciones de la ecuacién (5.5), sujetas a las
condiciones de contorno para los modos TE, ecuacién (5.3). Derivaremos la expre-
sién de la funcién A[f] 12(2) dada la ecuacién (5.6), cuyas raices determinan las
autofrecuencias, y mostraremos que todos sus ceros que estan en el semiplano abier-
to derecho de la variable z son reales y simples [102], una condicién que permite
la representacion integral de la ecuacién (5.11). En particular, esto implica que la
tnica degeneracién de las autofrecuencias es (21 + 1), debida a la simetria esférica
del problema.

Para eso, es conveniente definir

s = s(r) = { pr, rsa (C.1)

o +a; —agz, r>a
donde aj 2 = 112 @, lo cual implica que
1
=38, s < ag
= =q 4 _ C.2
r 7’(8> {t[s—al‘i‘aﬂ, s> a ( )

Expresando ¢(s) := rf;(r) en términos de la nueva variable, teniendo en cuenta

que
d_go_ds d_gp_ dy

dr —dr ds '™ ds
con k=1 (k=2) parar <a (r>a),yllamando
€(s) = O(a1 —5) +€0(s —a1), p(s)=pmO(ar—5)+p20(s—ar), (C4)
de (5.5) resulta la ecuacién diferencial (con coeficientes discontinuos)

Liole) = B {5 - T e = 5. (@)

(C.3)
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paras#a;yl=0,1,2, ...
Por otro lado, la ecuacién (5.3) deviene en las condiciones de continuidad

ps=al)=p(s=a7), y (s =a]) =¢'(s =ay). (C.6)

Luego, estamos buscando las soluciones de (C.5) con una derivada primera continua,
¢(s) € CH(RT).

En la seccién siguiente mostraremos que la ecuacién (C.5) para esa clase de
funciones, complementada con condiciones de contorno adecuadas, define un ope-
rador autoadjunto. Esto excluye la posibilidad de autovalores —w?/c? no reales.
En la Seccién C.3 obtendremos la funcién AT¥(2) y, finalmente, en la Seccién C.4
mostraremos que los ceros no nulos de A (z) son simples.

C.2. Hermiticidad

Vamos a considerar el operador £; definido como el operador diferencial £; en el
lado izquierdo de la ecuacién (C.5), con un dominio restringido a D(L;) = C§°[0, so] C
L2(R", (¢/p) (s) ds), donde sg = paR + a; — ag (con R > a). Aqui, C5°[0, so] es el
espacio de funciones con derivadas continuas de todos los 6rdenes, e idénticamente
nulas en alguna vecindad de 0 y s¢. Claramente, £; es simétrico sobre D(L;),

(1, Lip2) (s (c/)(s) as) = (L1902 V)2t (/) ) ds) - (C.7)
Su adjunto [110], ,CZT, esta definido sobre el subespacio de funciones
b € DL]) C LARY, (/) (s) ds) (C8)
para el cual hay una funcién xy € L?(R™, (e/u) (s) ds) tal que
(s L1 (efuys) ds) = (6 PILze (/) (s) ds) (C.9)
para toda ¢ € D(L;). Luego, E}Lw = x, o sea que el adjunto esta definido sobre el

subespacio D(L]) € L*(R*, (¢/u) (s) ds).

Podemos escribir,
((e/1)(s) x(s), o(s))re@+.as) = (¥V(5), [¢"(s) = Vi(s)o(s))pamr asy»  (C.10)
donde Vi(s) = I(1 +1)/[s — (a1 — a2)O(s — a;)]*.

Como (€e/u)(s) y Vi(s) son localmente acotadas, la segunda derivada débil de
Y € D(L]) es localmente sumable:

(9" (s), %0(5))630[0,501 = (Y(s), @"(5))630[0,50] =
= ([(e/1)(s) x(s) + Vi(s)1(s)], £(5))cse10,50)

(C.11)
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para todo ¢ € C§°[0, so]. Luego, ¥'(s) es absolutamente continua sobre [0, sq, y
(s) € C0, s]. Entonces podemos integrar dos veces por partes en el lado izquierdo
de la ecuacion (C.9) sin producir contribuciones de contorno.

En consecuencia, D(L]) es el subespacio de L2(R*, (¢/1) (s) ds) que contiene
aquellas funciones ¥ (s) con una derivada primera absolutamente continua, y tal
que ¢ (s) — Vi(s)¥(s) € L*([0,0],ds), para § > 0 (sin imponer sobre ella ninguna
condicién de contorno). Para 1) € D(L]) tenemos

g = (- e e (€2

para s # ap, 0 sea que para esas funciones la accién de L',lT se reduce a la aplicacién

del operador diferencial L.
Para determinar los indices de deficiencia de £;, debemos buscar soluciones li-
nealmente independientes de

LT(s) = +u)(s) (C.13)

en D(ﬁ;). Notar que las derivadas segundas de tales funciones son continuas para

s # ay.

En particular, si ¢(s) es una solucién de

[,lTi/J(s) = +u(s), (C.14)

luego su compleja conjugada 1 (s)* es una solucién de EIT@/J(S) = —wu(s), lo cual

implica que £; tiene indices de deficiencia iguales, adimitiendo asi extensiones au-

toadjuntas:
ny(£;) = dim Ker (L] F 1),

C.15
TL_(LZ) = 7’L+(£l). ( )
Especificamente, buscamos soluciones en C* de
[ l(l+1)]
— 11 = 1
{1+ 52 b -0 (©16)
con z; = ™4\ /e1 /15, s < ay, y de
[ I(l+1)]
— 11 = 1
{1+ 52 b o (©17)

con zy = ™4\ /ey a(s — ay + az), s > ay.
Llamando Z,(z) := /zI,(2), y K,(2) := v/zK,(z), donde I,(z) y K,(z) son las

funciones de Bessel modificadas, tenemos

Y(s) = A1Zi11/2(21) + BiKiy12(z1), para s < ag,
(C.18)
Y(s) = AsZiy1/2(22) + Boiy1/2(22), para s > ay.
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La solucién debe satisfacer también las condiciones de continuidad, ¢(s = af) =

P(s=a])y Y (s=a)=1'(s=a]), las que implican

AiZLii1)9(Z1) + BiKig2(21) =
= AyLi11)2(22) + BaKyp1/2(%2)

(C.19)
Fl/ul (AT (20) + BIKL (2 >} -
€2/ 12 {A2Il+1/2(z2) + Bk l+1/2 }
con zyp = e”“&/ukek.
Teniendo en cuenta que
S+ )
Z-l+1/2(2) = 2l+1/2r<l + 3/2) (1 + O(Z )) ) (CQO)
y
( ) 2l+1/2 1 (1 N O( ))
IC1+1/2 )= :
2sin ((llj_-l 1/2)m)T(1/2=1) = (C.21)

TZ 1
o (T L2 T 372 7

la condicién (s) € L%([0, 6], ds) implica que By = 0 para [ > 1, mientras que para
[ = 0 debemos retener ambas soluciones linealmente independientes.

1+ 0(22)) ,

Luego, para [ > 1, escribiendo A = Ay /Ay y B = By/A;1, tenemos de la ecuacién

(C.18)
( Liv1p2(z2)  Kigay2(Z2) ) ( A ) _ Lii1/2(%1) (©.22)
Li12(Z2) Kippa(22) B Ve L) ) '
El determinante de la matriz del lado izquierdo es igual al Wronskiano
W (Zi11/2(Z2), Kiy1/2(Z2)] = My, una constante # 0. Luego, existe siempre una (y

s6lo una) solucién de las ecuaciones (C.17) y (C.19) en D(L}), siendo, en consecuen-
cia, ny (L) = 1 =n_(L;) para |l > 1. Esa solucién estd dada por

A= <IC;+1/2(22)I[+1/2(§1) - 25? IC[+1/2(22)1'{+1/2(21)> /M[)’
(C.23)

B = (=T}, (3 Tr1(21) + /22T (2T ol(31) ) /Mo,

Asi, existe una familia de un pardmetro de extensiones autoadjuntas de £, (para
[ > 1), que estan en correspondencia uno a uno con los mapeos unitarios de Ker([ﬁlT —
1) sobre Ker(L] 4 1), dados por

U (s) = anp(s)”, (C.24)
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donde 1 (s) corresponde a la solucién de a ecuacién (C.22), y o € C es tal que
la| = 1.

Cada extension esencialmente autoadjunta El(a) esta definida en un dominio dado
por [110]

DL™) = {8(s) = (5) + B (5) + av(s)]50(s) € C[0, 0], € T}, (C.25)
con £ actuando sobre funciones de D(£!”) como
L ¢(s) = Llo(s) = Lip(s) + 18 (1(s) — arp(s)7). (C.26)

En particular, notar que ¢(0) = 0.
Cada extension esencialmente autoadjunta de £;>; también puede ser caracteri-

zada por la condicién de contorno homogénea satisfecha por las funciones en D(El(a)),
en s = sg. En efecto, para todo g # 0

¢(s0) = B (¥(s0) + atp(s0)") ,
¢'(s0) = B (¢'(s0) + at)’(s0)"),

de las cuales tenemos ¢'(sg) + c(a)d(sg) = 0, con c¢(a) € R U {oo} (condicién
satisfecha también para 5 = 0.)

(C.27)

Para el caso | =0, de (C.19) tenemos

(5)- (38 &) -

Il/2(31) K1/2(31> ( Al )
Vamlip®) \/onKipE) )\ B )

Como ambas matrices en esta expresion son invertibles, tenemos dos soluciones
linealmente independientes, 11 (s) y ¥5(s), que corresponden respectivamente a

A (1 ArY (0
(5)=(o)v (5)- (V) )
En consecuencia, ny(Ly) =2 = n_(Ly).
Esto significa que existe una familia de extensiones autoadjuntas de Ly que estan

en correspondencia uno a uno con los mapeos unitarios de Ker([ﬁlT —1) sobre Ker([ﬁlT +
1), dados por

(C.28)

v = (o 5) (00 ) v = (o myur (00)). (can
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La condicién || ¥_ ||=]|| ¥+ || para todo «, 8 € C implica que
U'GU =g, (C.31)

con G = (VYw, ).

Sin embargo, si ¢s(s) = Kija(z1) ~ /7/2(1 — 21 + O(27)) para s = 0 (con
2 = ey /e /p1s), es admitida en el dominio de la extensiéon de Ly, el campo
magnético correspondiente (ver (3.12)) deberfa ser By, ~ (1/s*)1a(s) ~ r~2, que
no estd en L2([0, d], r2dr).

Deberiamos entonces tomar la extension simétrica cerrada de L, relacionada con
la isometria parcial de Ker(L] — 1) en Ker(L] + 1), dada por

B i(s) = B ah(s)”, (C.32)
donde @ € C y |a| = 1. Esto es, consideramos el operador cerrado simétrico ,Céa),

definido sobre

D(LY) = {6(5) = ¢(s) + B [1(s) + avi(s)*]; 9(s) € CC[0, s0); 3 € T}, (C.33)

LE(s) = Li(s) = Lop(s) + 18 [1h1(s) — ahi (s)] (C.34)

donde 1 (s) = Z1/2(z1) (~ 2z para s = 0.)
Como en el caso [ > 1, estas extensiones pueden ser caracterizadas por las
condiciones de contorno locales homogéneas que satisfacen las funciones en D(E(()a)),

para s = sg: ¢'(s0) + c(@)d(so) =0, con c¢(a) € R|J{oc}.

En consecuencia, debemos seleccionar una extension simétrica cerrada del opera-
dor de la ecuacion (C.5) tomando B; = 0 en (C.18) (lo que determina las funciones
a ser incluidas en los dominios, (C.25) y (C.33)) e imponiendo una condicién de
contorno local homogénea sobre los campos para cada [ > 0, en s = sq (0 sea, en
r=R>a).

C.3. Las autofrecuencias

Como vimos antes, debemos imponer sobre los campo una condicién de contorno
local homogénea en s = sy. Esto determina las funciones a ser incluidas en el dominio
del operador relevante.

Elegimos encerrar al sistema con una gran esfera conductora de radio R, obte-
niendo la condicién de Dirichlet en s = sy = usR + a3 — az (con R > a) para
las funciones en el dominio de una extension esencialmente autoadjunta de L£;, que
llamamos EI(D):

Eoyl =0 =¢(s)| =0,VI>1 (C.35)

r=R S$=s0
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D)

Luego, las autofunciones de Ll( satisfacen

Ligu(s) = (£)(s) {f_ ~ e } o) = (C.36)

= _L;_jﬁbw(s)7

para s # aq, y las condiciones de contorno

¢W(S)|s:0 =0, ¢w(s)|5:50 =0,
(éw(‘r’})‘s:a]L = (bw(s)’s:af ’ Qb:u(S)’S:a;L = ¢c/u<s)|s:af .

(C.37)

Esto reduce el problema a buscar funciones con derivada segunda continua para

s # a1, que satisfacen
{ i {1 _ 1)] } 6.(s) = 0, (C.38)

2 2
dzy 2%

donde z; = s(w/c)\/€1/u1, para s < ay, y soluciones de la ecuacién

{ ” [1 B l(lZ+2 1)] } 6u(s) = 0, (C.39)

2
dz; 5

donde z5 = (s — a3 + as)(w/c)\/€a/ 2, para s > aq, las que ademds satisfacen las
condiciones de contorno establecidas en (C.37). Luego,

bu(8) = AvTi1/2(21) + B1Vig1y2(21), para s < ay
(C.40)

Pu(s) = A2~71+1/2(22) + Bzyz+1/2(22), para a; < s < Sy,

donde Ji41/2(2) = 2 ji(2) ¥ Vig1/2(2) = 2 yi(2) son las funciones de Riccati - Bessel,
v ji(z) and y;(z) son las funciones de Bessel esféricas [69].

Como
I+1 )
- —
(C.41)
I'(21
V() = 20 (14 0(:2)
La condicién ¢(0) = 0 implica que By = 0, VI.
Para asegurar que ¢(sg) = 0, podemos tomar
Ay = Viy12(%0), Ba = —TJi11/2(%0), (C.42)

con Zy = (sg — a1 + az)(w/c)\/ €2/ pro.
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Finalmente, las condiciones de continuidad en s = a; dan
A1 Tiv172(Z1) = Vigy2(20) Ti41/2(Z2) — Tig1y2(Z0) Vi1 /2(22),
VitArTln@) = [ { P10 T2 = T V()
donde 25 = a(w/c) /€1 21 2-

Luego, definiendo z = aw/c, las autofrecuencias quedan determinadas por los
ceros de la funcién

(C.43)

AlIEQ(Z') =
= %+1/2(21) éyl+1/2<20)._7l,+1/2(_2> — ‘714_1/2(50)3){_1_1/2(22)% — (C44)
ET 1 /0(21) W Vir1/2(20) Ti1/2(22) — Tiv/2(20) Vi1 /2(22)
donde & = %
Notar que cada cero de AlH J5(2) determina un autovector de EZ(D). En efecto, la

funcion ¢(s) construida como arriba esta en D(EI(D)) y satisface la ecuacién (C.36),

siendo —(w/c)? el autovalor correspondiente.
En consecuencia, todos los ceros de A;‘Cﬁ /2(2) son reales o puramente imaginarios

(w? € R), porque el operador EI(D) es esencialmente autoadjunto para todo [ > 1.

C.4. Las multiplicidades

La condiciéon que determina los autovalores puede también entenderse desde el
punto de vista siguiente. Primero notamos que para un valor dado de k € C, la
ecuacién diferencial

Lig(s; k) = —K>¢(s; k) (C.45)

tiene, para s € (0,a1) y s € (aq, So), dos soluciones linealmente independientes en
C*. Luego, una dada funcién que sea una solucién a un lado del punto a; se puede
continuar como una solucién al otro lado, para obtener una funcién C*(0,sq) con
una derivada segunda continua a trozos.

Ahora, llamemos ¢(s; k) a una solucién no trivial de cuadrado integrable de la
ecuaciéon (C.45) que satisface ¢(0; k) = 0 (dnica salvo una constante multiplicativa,

ver (C.41)):
©(s8) = Jiv1/2(21), para 0 < s < ay, (C.46)

con zy = skr/e/p1, y

@(s) = A(k)Ti41/2(22) + B(k)Vis1/2(22), para a; < s < s, (C.47)
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con zo = (s — aj + az) kv/€2/ 19, donde los coeficientes A(k) y B(k) se determinan
por las condiciones de continuidad en s = ay,

A(k)Ti112(Z2) + B(k)Vig1/2(22) = Tigay2(21),

AR) T 9(22) + B(k) Y11 )0(22) = /82 T jo(21
donde 21’2 =a k?, /€1,2/41,2-

De manera similar, sean x(s;k) y p(s; k) funciones en C'(0,sq) que satisfacen
(C.45) para s # aq, y las condiciones

x(s0:k) =0, x'(s0;k) #0,

(C.48)

(C.49)
(30’ ) 7é 0, p (507 k) =0.
Para s > a; podemos tomarlas como
X(8: k) = Vig172(20) Tiv1/2(22) — Tivry2(20) Viraj2(22),
(C.50)

p(s:k) = Vi1 2(20) Tiv1/2(22) — T/ 11 0 (20) Vig1/2(22),
donde zy = (s — a1 + a2) kr/€2/ pa.

Como todas estas funciones son soluciones de (C.45) y son C'(0, sq), el Wron-
skiano de cualesquiera dos de ellas es una constante (dependiente de k), para s < a;
y para s > ay, y por lo tanto para 0 < a; < sg, que se anula si y sélo si las funciones
seleccionadas son linealmente dependientes. En particular,

Wip(s; k), x(s; k)] = {p(s; k)X (s;k) — p'(s;k)x(s; k) }H s, =
2 (C.51)
—k\/> Tr1/2(20), Vira2(20)])” # 0, para k # 0,

porque Ji11/2(22) ¥ Vig1/2(22) son soluciones linealmente independientes de (C.45)
para s > a.
Vamos a llamar

n(k) == Wlp, x| = ¢(s; k)X (s; k) — ' (s; k) x(s; k),

o(k) == Wlp, p] = o(s;k)p'(s; k) — ¢ (53 k)p(s; k).

Como hay sélo dos soluciones linealmente independientes de (C.45), ¢(s; k) puede
ser expresada como una combinacion lineal de x(s; k) y p(s; k). En efecto,

n(k)p(s; k) —a(k)x(s; k) = {e(s; k)X (s; k) — @' (s;k)x(s; k) } p(s; k) —

—{p(s;k)p'(s;k) — ' (s;k)p(s; k) } x(s: k) = Wip, x] o(s; k).

(C.52)

(C.53)
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En consecuencia, o(s;k) y x(s; k) son proporcionales para un dado k (y luego,
son soluciones C!(0, so) de (C.45) que satisfacen la condicién de contorno de Dirichlet
en s =0,s0) siy sélo sin(k)=0.

Luego, si n(ko) = 0 tenemos

©(s;ko) € D(Ly), y Lip(s; ko) = —k(Q)SO(S; ko). (C.54)

Como LP es esencialmente autoadjunto, k3 € R, lo cual implica que los ceros de
n(k) son reales o puramente imaginarios.

Ademds, como 7(k) es independiente de s, el Wronskiano puede ser evaluado en
s = a; para obtener

n(k) = Wig, x](s = a1) = (ay; k)x'(a; k) — ¢ (a7 ; k)x(aT 5 k), (C.55)

que es proporcional a A jo(ak), como se puede verificar facilmente (ver (C.46),
(C.50) v (C.44)).

Finalmente, mostraremos que los ceros no nulos de (k) ~ Aj[] ,(ak) son sim-

ples. Para esto, notamos primero que, como funcién se s, (9p/0k)(s; k) € C1(0, s¢), y
(0 /0k)(s; k) ~ s para s ~ 0F. Esto se puede ver de las ecuaciones (C.46), (C.47)
y (C.48). Ademas, para s # ay,

d? € 5] Op €
{5+ (£)ow ) Een =2 (Sepsn. ©s0)
Similarmente, (9x/0k)(s;k) € C'(0,s0) y, de (C.50), se puede mostrar que
(0x/0k)(s; k) — 0 para s — so.
Supongamos ahora que kg # 0 es un cero multiple de n(k). Luego, n(ko) =0y
n' (ko) = 0. Se sigue de (C.53) y (C.51) que

0 0
8—;?(3; ko) = Kix(s; ko) + Kga—;;(s; ko), (C.57)

para ciertas constantes K; y K,. Entonces también tenemos que
(0p/0k)(s; ko) — 0 para s — 5.
En consecuencia, (0¢/0k)(s; ko) € D(EZ(D)). Ademsés, como k2 € R, podemos
escribir
—2ko || ¢ (s; ko) H%Q(R‘F,(e/p)(s)ds):

dp
@(87 ko), [El + k%] —<S, k’o)) =
( Ok L2(R+,(¢/p)s) ds) (C.58)

9]
(1614 Kl etsibo), 5205 ) ) -0,
L2(R*,(e/p)s) ds)
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Pero esto es una contradiccién, porque ¢(s; ko) # 0. Luego, todos los ceros no nulos
de n(k) son simples.

Se puede hacer un analisis completamente andlogo para los modos TM, ahora
imponiendo condiciones de contorno de Neumann en r = R, para concluir que las
raices de A;{% /Q(z) que yacen en el semiplano abierto derecho de la variable z son
todas reales y simples.
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Apéndice D

Calculo numérico de partes finitas
provenientes de altas frecuencias

D.1. Calculo numérico

En la seccién 5.7.1 hemos hallado la contribuciéon a la energia de Casimir de los
modos de alta frecuencia, usando el modelo de Drude para describir la respuesta
del medio dieléctrico. Aislando las singularidades ultravioletas, que se presentan
como polos simples, hemos verificado que se trata de términos proporcionales al
volumen accesible. Esto hace claro el tipo de contratérmino que se necesita en el
procedimiento de renormalizacion. En esas condiciones, cobra sentido el analisis de
la parte finita.

Con respecto a las partes finitas, hemos hallado el resultado que se muestra en
la ecuacién (5.88) para las primeras contribuciones de los modos de alta frecuencia
en el desarrollo de Debye. Alli vemos, en primer lugar, un término proporcional a
(R3Q*/c3), que proviene del primer orden del desarrollo (primer corchete de (5.88)),
similar al término proporcional al volumen que aparece en la contribucién de los
modos de baja frecuencia, ecuacién (5.49).

En la ecuacién (5.88) también vemos que en las contribuciones que provienen
de los sucesivos ordenes del desarrollo de Debye aparecen términos con potencias
crecientes de Ry de a. Algunos de esos términos se cancelan completamente al sumar
las contribuciones de ordenes superiores; tal es el caso de aquellos proporcionales a
(a2/c) log(a/R) v a (a§/c) log(R/c), que aparecen en los ordenes v~ y v=3
(tercer y cuarto corchete, respectivamente).

Entre esos mismos ordenes ocurren también cancelaciones parciales de los suce-
sivos términos con potencias positivas, tanto de a como de R, que van apareciendo
con signos opuestos. Esto parece sugerir que las sucesivas potencias positivas de a y
R son un artefacto del desarrollo empleado, y que van cancelandose entre si a medida
que se van incorporando ordenes superiores del desarrollo de Debye. Una manera
de verificar esta hipdtesis seria estimar numéricamente el término con la diferencia
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T en el segundo término del lado derecho de (5.86),

que no ha sido necesario para aislar las partes singulares y que hemos desestimado
en primera instancia.

(d (In ATE (4 v t)) _ prE()

Desde luego que otro tanto debe ser tenido en cuenta para la contribucion de los
modos TM. En este apéndice nos ocuparemos de esos calculos numéricos.

d(InATE (vt
Sabemos que el término que contiene la diferencia ( ( il ))—

dt
DTE (t)) converge, por construccion, para s > —2, y entonces podemos evaluarlo
directamente en s = —1. Especificamente, debemos calcular
—he — 9 * (d(InALF (4 t)) TE

donde z = x/v, con x = RQ/c. Téngase en cuenta que el desarrollo asintético de
Debye para AP (1 v t) es valido para grandes valores de v (con t fijo), mientras
que en la anterior expresién debemos sumar desde pequenos valores de v, donde es
esperable que esa aproximacion muestre un apartamiento significativo.

Para calcular numéricamente (D.1), cortamos la suma y la integral en valores L
y T, elegidos de manera tal que la cola de la serie resulte menor que un dado error
€. Para determinar con qué precision debemos trabajar, conviene primero analizar
la magnitud de la contribucién a la parte finita de la energia dada por el primer
término del lado derecho de (5.86), ecuacién (5.88).

Con este fin, proporcionamos valores numéricos a todos los parametros que apare-
cen en la ecuacién (5.88). Elegimos aquellos valores consistentes con los empleados
en la aplicacion a la sonoluminiscencia que hemos analizado en la seccion 5.6. El
grafico de la expresién (5.88) cuando = 101/s; ny =1, 107°m < a < 107°m
estd mostrado en la figura D.1.

Restando de (5.88) la expresién obtenida para a — 0, podemos apreciar su
dependencia intrinseca con a, lo que se muestra en la figura D.2.

De los valores numéricos de la figura D.2, vemos que en la ecuacién (D.1) debemos
cortar la suma y la integral en valores L y T tales que, para 107 < a < 1075, el
error € cometido al descartar la contribucion de la cola de la serie y la integral sea
menor que 10714,

Por simplicidad, elegimos L = T = N. Luego en la ecuaciéon (D.1) podemos
escribir

N

3 —ZL;V? %{/_Nt (d (lnAzi(Z vt)) _D3E<t)> dt} (V). (D2

v=3/2 vz
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Figura D.1: Gréafico de la expresién (5.88) en funcién de a. En el eje horizontal, a
varfa en el intervalo [107°m, 107° m]. En el eje vertical, la energfa se mide en Joules.
Para los pardmetros se han elegido los valores: 2 = 10'1/s, n; =1y R =10"2m.

6 5.10°% g.10°6 0-00001
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Figura D.2: Gréfico de la expresién (5.88) en funcién de a, luego de sustraer la
constante que se obtiene de tomar el limite a — 0. En el eje horizontal se muestra
a variando en el intervalo [107%m, 8107% m]. En el eje vertical, la energfa varfa entre
—210713J y —1,4107 J. Los valores de los parametros son los mismos que los de
la figura anterior.
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donde

c(N) = _i —77:;”2 §R{/mt(d(lnAZ(zmt)) _DZE@) dt}+

N

+:iN _ijf %{/_Nt (d <lnA§i<Z”)) —D,T%)) dt}.

(D.3)

Podemos estimar ¢ (N) aproximando los integrandos con el orden siguiente del
d (InATE (4 v t))
dt

desarrollo de Debye de (que también es adecuado para grandes

valores de t), y reemplazar

(d (In A':i t(z vt)) — D,SFE(t)) ~ v frp(t), (D.4)

donde frg(t) es cierta funcién algebraica.

Para los modos TM resultan expresiones andlogas a las correspondientes a las
ecuaciones (D.1) - (D.4). Por brevedad, de aqui en adelante consideraremos las
contribuciones de ambos modos sumadas.

La funcién f(t) = fre(t)+ frau(t), para los modos TE y TM sumados, estd dada
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por

TZ14 R2 t (13 — 16 n12 t2 - 7’Ll4 t4) QQ

18 = 4¢2(1+ng2t2)°

(ni?t (16 — 368112 12 4+ 924 ny* t* — 374 n,° 1% + 13 n, 8 1%))

32(1 +ny2¢2)”

Rt (a® +4R°+3a°n)” (o' +4RY) ) O
8ct (14 ny2¢2)° (R? + a2 ny2¢2)°

n 8 RYt (3a*ny* (a®> +4 R?) t* +5a°n,%¢%) Q4
8ct (14 ni2t2)° (R? + a2ny212)°

TL12 R4t (20 — 186 n12 t2 + 180 7L14 t4 —13 n16 t6) i
16 (14 n,212)° (R? + a2 ny212)?

+a2 n? R?t (=2 + 160122 — 1116y 4 4+ 960, t° — 65,8 ¢8) N
32(14 n212)° (R2 + a2 ny212)?

+a4 n 3 (=2 +120n,2 2 — 744 ny 1 + 6000, £ — 39 n, 8 18) N
32(14n212)° (R2 + a2 ny212)?

+n14 Rt (5—9n.2t? — 12n* t* + 2n,01%) Q2
4¢2 (1 +n22)° (R? + a2 ny2 2)°
+a4 n8 R?t3 (10 + 5ny? 2 — 23y ¢4 + 31,8 85) 2
4¢2(1+n,212)° (R? + a2 n 2 2)°

+a2 ni* R4t (10 4+ 10n,2 12 — 37n 4 t* + 5n,85) Q2
4¢2 (14 n22)° (R? + a2 ny212)°
N R® (=14 3m*th) Q4
2¢4 15 (1 + 1,2 12)° (R? + a2 ny 2 12)°

a*niS R4 (=3 — 20242 + 9ngtt4) QF

8ct (14 n22)° (R? + a2ny212)°

a?n? R (1 —3ny%t2 — 7mttt 4+ 5n,5¢5) Q*

43 (14 ny212)° (R2 4 a2 ny212)? '
Con esta aproximacion vemos que, como esperabamos, ambos términos en la
ecuacién (D.3) son convergentes, ya que f(t) se comporta como O(t~°) para grandes
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valores de t, y las sumas sobre v se pueden resolver en términos de funciones (¢ de
Hurwitz o haciendo uso de la férmula de suma de Euler Maclaurin [66].

Luego, calculando ¢ (N) e imponiendo | (N)| < 107 (con los valores de los
pardmetros que mencionamos antes), obtenemos el valor de N que necesitamos para
el célculo del primer término de (D.2). Obviamente este valor de N depende de a,
pero por ejemplo en el intervalo 107°m < a < 8 10~°m alcanza con tomar N = 3000
para satisfacer esa cota.

Una vez determinado N, describimos el calculo numérico del primer término de
la ecuacion (D.2). Sélo indicaremos los pasos seguidos y mostraremos los resultados.
En la integral que aparece en el primer término de (D.2), podemos deformar
el camino de integracién a una curva que une los puntos —z y 0 sobre eje imagi-

nario, y luego de 0 a N sobre el eje real. En la integral sobre el eje imaginario, se
d (InATE (v t))
dt

imaginaria!, que es eliminada al tomar la parte real. Luego, en esa integral queda
solo la contribucién de (t DTE (t)), la cual puede ser calculada exactamente para v
arbitrario.

puede ver facilmente que el término (t ) da un contribuciéon puramente

Por otro lado, en la integracién sobre el intervalo (0, N), por consistencia con
los resultados dados en la ecuacién (5.88) (que fueron calculados hasta el orden

W) por su desarrollo para (%) > 1,

reteniendo en este desarrollo términos hasta el mismo orden que en (5.88). Asi, los

(@) (%)), aproximamos la funcién (t

términos que estamos despreciando son O (R—Cﬂ)fl y no tienen influencia sobre los
de (5.88). La ventaja es que, bajo esta aproximacién, de nuevo podemos calcular
la integral exactamente. Por iltimo, la suma sobre v de las integrales anteriores se
calcula numéricamente.

Como resultado de ese calculo numérico, tenemos el grafico que se muestra en la
figura D.3, donde 107m < a@ < 8107% m y los valores de los demds pardmetros son
los que hemos dado antes.

Sustrayendo una constante aditiva, vemos la dependencia intrinseca de a en el
grafico de la figura D.4.

La grafica D.4 debe compararse con la correspondiente al cédlculo en el que se
emplean los primeros términos del desarrollo de Debye, grafica D.2. Superponiendo
ambas graficas obtenemos la figura D.5, en donde se aprecia claramente la can-
celacion que habiamos mencionado.

Ahora bien, como en la ecuacién (5.88) hemos retenido potencias proporcionales
a (@)3, (@)2 y (“Q) (y las andlogas para R, que aqui es mantenido constante),

Cc C c

esperamos que al sumar la contribucién correspondiente al calculo numérico estas

1Esto se logra haciendo el cambio de variables ¢ — e~*"/2u y observando que el integrando

queda una funcién real a ser integrada en el intervalo (0, R{2/c), con una constante multiplicativa
e~""/2, que da lugar a un resultado siempre imaginario.
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Figura D.3: Célculo numérico del primer término de la ecuacién (D.2). En el eje
horizontal, a varfa entre [107%m,8 107%m]. En el eje vertical, la energfa se mide en
Joules. Se ha tomado N = 3000.

1.5-10°
1.25-10° o
10 10
.10
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Figura D.4: Célculo numérico del primer término de la ecuacién (D.2), sustrayen-
do la constante aditiva (—0,36458251347). En el eje horizontal, a varia entre
[107%m, 8 107%m). En el eje vertical, la energfa varfa entre 10737 y 1,4107'*.J. Como
antes, N = 3000.
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Figura D.5: Superposicién de las graficas D.2 (curva con linea llena) y D.4 (curva
punteada).

potencias espurias se cancelen, quedando expuesta la contribucién proporcional a
(%)_1, que no fue retenida en (5.88).

Esto es lo que efectivamente sucede, como podemos ver graficamente en la figura
D.6, obtenida a partir de la suma de las dos graficas mostradas en la figura D.5. Por
otro lado, esto puede verificarse a través de una regresion por cuadrados minimos
de los datos, que también es mostrada en la figura D.6.

En efecto, si en el resultado de la ecuacién (5.88) (cuya grafica es la curva con
linea llena de la figura D.5) los términos con potencias positivas de a fueran espu-
rios, deberiamos observar su cancelacién cuando sumemos la contribucién numeérica
(curva punteada de la figura D.5). La expresién analitica de (5.88) como funcién de
a, una vez ingresados los valores de los demds parametros, es —1,34277107 ! a +
0,00477465 a® — 276644. a®. Por otro lado, una regresién por cuadrados minimos de
los datos obtenidos del calculo numérico mostrado en la figura D.5, arroja la ex-
presién —9,09208 10712 — M +1,34277 107 @ — 0,00477465 a? + 276644. a®.
La suma de las dos expresiones de arriba proporciona la funcién que rige el com-
portamiento de la curva del medio de la figura D.6. Vemos pues la cancelacién que
habi%mos mencionado, ya que esta curva tiene un comportamiento con a de la forma
a+ 52

Dada la magnitud de estas contribuciones, el resultado de este calculo numérico
resulta ser una verificacion de que la contribuciéon mas relevante a la parte finita
de la energia de Casimir proviene efectivamente del rango de bajas frecuencias. En
particular, como se mencioné al final de la seccién 5.7.1, esto valida los resultados
cualitativos obtenidos en la aplicacién al fenémeno de la sonoluminiscencia.

2Si en el resultado de la ecuacién (5.88) hubiéramos retenido términos proporcionales a (%)71

y ordenes superiores, ellos también se hubieran cancelado al sumar la contribucién numeérica.
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Figura D.6: La curva del medio corresponde a la suma de las graficas D.2 y D.4.
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