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Resumen

Una de las preguntas fundamentales en Teoria Cuantica de Campos se refiere
a la determinacion de una medida del nimero de grados de libertad de las teorias
que sea consistente con el flujo del grupo de renormalizacién. La respuesta
parece estar cifrada en los llamados teoremas C, que involucran cantidades
que decrecen con el flujo hacia el infrarrojo del grupo de renormalizaciéon y son

estacionarias en los puntos fijos, ordenando el espacio de teorias.

En un problema originalmente distinto, inspirados en la utilizaciéon de
los espacios esféricos en modelos cosmolégicos, estudiamos las propiedades
termodindamicas de una teoria libre a temperatura finita definida sobre esos
espacios. Comenzamos analizando el caso de una teoria escalar conforme: a
partir de la regularizacién zeta de la accion efectiva calculamos la entropia,
en cuyo desarrollo a altas temperaturas encontramos un término —a menudo
omitido— que no depende de la temperatura ni del tamano del espacio, que
puede obtenerse como el determinante de la teoria sin temperatura sobre la
variedad espacial, y que asociamos con sus propiedades topoldgicas. Estudia-
mos en el caso de una teoria masiva el mismo desarrollo, en el que el término
independiente de la temperatura depende de la masa, y encontramos que esa
dependencia es la que se espera de una cantidad C'. Analizamos el compor-
tamiento de ese término para el flujo de masa de una teoria de Dirac libre,
donde encontramos un comportamiento monétono pero opuesto al esperado.
En ambos casos estudiamos la estabilidad de la cantidad C en los puntos fijos
del flujo. Consideramos ademés una generalizacion de estos célculos a algunos

espacios en dimension arbitraria.
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Introduccion

En esta tesis estudiamos propiedades de teorias cuanticas de campos defi-
nidas sobre ciertas variedades esféricas con topologia no trivial. Presentaremos
resultados relacionados con la Termodinamica de campos escalares sobre dichos

espacios y su relacion con los teoremas C' en Teoria Cuantica de Campos.

No obstante los grandes avances en Teoria Cuantica de Campos sobre
espacios curvos [23], las teorias sobre espacios con topologia no trivial no han
sido estudiadas en forma sistematica. La historia de la topologia en la Fisica
Cudntica se remonta por lo menos al monopolo magnético de Dirac [53] vy,
pasando por el efecto Aharonov-Bohm [3], es motivo de una gran revolucién
con la Teoria Cuédntica de Campos Topoldgica [148] y su realizacién en sistemas
de Materia Condensada, que da lugar a las fases topoldgicas de la materia
[81, 143]. Por otra parte, en los intentos de formular una teoria que permita
comprender los primeros momentos del universo —en la que los fenémenos
cuanticos tendrian un rol preponderante— no hay indicios que impliquen la
necesidad de que la topologia del espacio sea trivial [141]. Los efectos cudnticos
debidos a dicha topologia se manifiestan a bajas energias —razon por la cual
la informacion acerca de la topologia del universo se busca en los momentos
multipolares més bajos del espectro angular de variaciones térmicas del fondo

césmico de radiaciéon [107]—.

Inspirados en el estudio de modelos cosmoldgicos sobre espacios topologi-
camente no triviales [14, 110], consideramos la teorfa cudntica de un campo
escalar sobre algunos espacios con esa caracteristica, centrandonos en par-
ticular en la obtencién de las propiedades termodinamicas de los campos a
temperatura finita. En el analisis de la dependencia de dichas propiedades
con la masa encontramos un comportamiento semejante al de las llamadas
cantidades C'.

Teoremas C en Teoria Cuintica de Campos

De nuestra experiencia cotidiana podemos deducir que la complejidad de

un sistema fisico aumenta cuando lo miramos en mayor detalle —lo que en



términos mas técnicos podriamos enunciar diciendo que el nimero de grados
de libertad del sistema aumenta con la energia de los procesos involucrados
en la observacion—, lo cual es cierto en principio si la Fisica que describe al
sistema es la misma para cualquier escala de energias. En Teoria Cuantica de
Campos, donde las cantidades pueden depender de la escala de manera no
intuitiva, esta idea es abordada en el contexto de los llamados teoremas C', que
involucran cantidades que de alguna manera miden el nimero de grados de
libertad de la teoria y que decrecen monoétonamente cuando la teoria se mueve
entre altas y bajas energias.

En el espacio de teorias, las curvas que conectan distintas teorias se recorren
variando la escala de energia en lo que se conoce como flujo del grupo de
renormalizacion; éste se realiza en términos de la dependencia de las constantes
de acoplamiento de las teorias con la escala. Tipicamente, al mover la escala
entre altas (en el ultravioleta) y bajas energias (en el infrarrojo) la teoria se
mueve entre dos teorias conformes, las cuales son puntos fijos del flujo. Este
cambio con la escala puede ser interpretado como un cambio en el niimero
de grados de libertad de la teoria; en ese contexto, una cantidad C' da una
medida del comportamiento de las teorias cuanticas de campos a altas y bajas

energias (0, lo que es andlogo, a cortas y largas distancias).

El problema de la medida del nimero de grados de libertad en el espacio de
teorias estd entendido en dos dimensiones [152], donde la cantidad C' coincide
en los puntos fijos con la carga central de la correspondiente teoria conforme,
que ademas es proporcional al coeficiente ¢ de la anomalia de traza de la teoria
cuantica. Esta relacién inspiré la busqueda de cantidades con propiedades
similares en cuatro dimensiones [34], donde los coeficientes de la anomalia
de traza son dos; en este nimero de dimensiones se demostré [103] que el
coeficiente a (el coeficiente del término de Euler) es el que se comporta como
una cantidad C. En el resto de las dimensiones pares puede hacerse una
propuesta similar. En dimensiones impares, en cambio, la simetria conforme no
es anémala [49], de modo que hay que considerar el problema desde un enfoque
diferente. Ademéds de estudios holograficos [114], la propuesta mas firme en
tres dimensiones [92] proviene de la observacién de que la carga central en dos
dimensiones puede relacionarse también con la funcién de particién euclidea Z
de la teoria en la esfera; la energia libre F' = —log Z es en ese caso el valor
de la cantidad C' en el punto fijo ultravioleta, mientras que la funciéon que
interpola en las teorias intermedias del flujo se construye a partir de la entropia

de entrelazamiento del estado fundamental de la teoria entre un circulo y su
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complemento en el espacio [39, 109]. Quedan ain aspectos por resolver, que
tienen que ver con el comportamiento en el punto fijo infrarrojo y la estabilidad

en el ultravioleta [21].

Estructura de la tesis

En la descripcion de las propiedades de teorias cuanticas de campos a
temperatura finita, la obtencion de magnitudes fisicas estd relacionada con el
calculo de determinantes funcionales de operadores diferenciales. En el capitulo
2 hacemos un resumen de la formulacion perturbativa de la Teoria Cuédntica
de Campos, mostrando como aparecen los determinantes funcionales en el
calculo de correcciones cudnticas a una teoria clasica de campos, y repasamos
la relacion entre las correcciones al orden de un loop y la Mecanica Estadistica
del sistema. Mencionamos ademés la necesidad de una regularizacién en la
definicion de dichos determinantes funcionales y describimos la que usaremos

a lo largo de la tesis.

Los espacios esféricos tridimensionales, sobre los que definiremos las teorias,
son introducidos en el capitulo 3; comenzamos con una presentacion del area
de la Cosmologia que estudia la topologia del universo, que esperamos sirva de
motivacién para la consideracion de teorias sobre espacios con topologia no
trivial. Describimos luego en detalle una forma de construir dichos espacios a
partir de las simetrias de la esfera tridimensional, con la que mostramos cémo

obtener el espectro del laplaciano sobre ellos.

Usando dichos espectros, en el capitulo 4 calculamos las propiedades ter-
modindmicas de una teoria escalar libre sin masa acoplada conformemente
a la métrica en cada uno de los espacios esféricos. Comenzamos analizando
el caso de la esfera, cuyo conocimiento simplificard el posterior tratamiento
del resto de los espacios. En todos los casos, usamos propiedades de dualidad
de las series infinitas que aparecen al calcular el determinante funcional de
interés para obtener dos expresiones diferentes de la accién efectiva, ambas
validas en todo el rango de temperaturas, una de las cuales nos permite tomar
facilmente el limite de altas temperaturas, y la otra el de bajas temperaturas.
Analizamos la estructura de las cantidades termodinamicas en ambos limites,
y observamos la aparicién en el limite de altas temperaturas de un término
que es independiente de las escalas de la teoria —la temperatura y el volumen

del espacio—. En la entropia de los campos sobre los espacios esféricos con



topologia no trivial, la comparacion de este término con el correspondiente en
la esfera da lugar a la definicion de una cantidad que llamamos entropia de

holonomia [9].

En el capitulo 5 generalizamos estos calculos al caso de un campo masivo,
analizando la dependencia de las cantidades termodinamicas de la teoria con la
masa del campo. En el capitulo 6 sugerimos la posibilidad de que la entropia de
holonomia cumpla las condiciones para representar una medida del nimero de
grados de libertad de las teorias en el flujo de masa del campo escalar conforme
sobre los distintos espacios esféricos [10]. Dicho capitulo comienza con un
repaso histérico de los teoremas C' en Teoria Cuantica de Campos y continta
con el andlisis de algunas cantidades candidatas a funciones C' sobre variedades
esféricas tridimensionales, con énfasis en el comportamiento de las mismas en
los puntos fijos ultravioleta e infrarrojo [21], para pasar finalmente al estudio
detallado de la entropia de holonomia. Luego de analizar el comportamiento
de la entropia de holonomia con la masa, testeamos la mencionada posibilidad
en el caso del flujo de masa de teorias escalares en dimensiones méas altas y en
el caso de un campo de Dirac sobre uno de los espacios esféricos en dimension

arbitraria.
Finalmente, en el capitulo 7 presentamos un resumen de los resultados

obtenidos, junto con las conclusiones del trabajo y las posibles direcciones de

accion.
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Elementos cle 1& Teorfa

Cuéntica de Campos

Mas no consequiréis amurallar la ciudad
prometida antes de que un hambre cruel os
obligue, por la ofensa que nos habéis causado, a

devorar a dentelladas vuestras propias mesas.

— (Celeno a Eneas)
Virgilio, La Eneida

Como ya hemos mencionado, esta tesis se centra en el estudio de las
propiedades termodindmicas —y cantidades derivadas de ellas— de teorias
cuanticas de campos sobre espacios esféricos con topologia no trivial. Estas
cantidades seran calculadas a partir de las propiedades espectrales de operadores
asociados a la teoria. Es objetivo de este capitulo hacer un resumen de algunos
de los conceptos involucrados en los calculos que describiremos, de modo de
hacer autocontenida la lectura de la tesis, a la vez que introducimos algo de

notacion.

2.1 La accién efectiva

Dada una teorfa de campos definida por la accién clasica S[®] —donde &
denota de manera colectiva al conjunto de campos que componen la teoria—,
la acciéon efectiva es otra funcional de ® que contiene las correcciones cuanticas
a la teoria de modo que el principio de minima accién (efectiva) conduce a
las ecuaciones de movimiento para los valores de expectacion de vacio de los

campos.

A partir de aqui consideramos —por economia de notacién— la teoria de
un campo escalar real ¢ definido sobre una variedad de seccion espacial M,

cuya accion clasica euclidea podemos escribir como

1
siol =5 [ VG {00 0,0 + m*¢? + ER G} (2.1)



donde hemos supuesto que el campo tiene una masa m y estd acoplado a la
curvatura escalar R de la variedad, siendo ¢ el coeficiente de dicho acoplamiento.
El acoplamiento se denomina minimo si & = 0. En el caso de un acoplamiento
conforme —en el que la teoria a masa cero posee la simetria de Weyl y el valor
de vacio de la traza del tensor de energia impulso se anula— a la métrica de la
variedad d-dimensional, tendremos { = (d — 2)/4(d — 1).

En presencia de una fuente externa (clasica) J(x) la funcién de particién
Z[J] y la funcional generatriz W[J] de la teoria euclidea pueden obtenerse a

partir de la integral funcional
Z[J] = e i .= /D¢ e~ HSE+EUS) (2.2)

donde hemos denotado (-, -) al producto escalar de funciones en la variedad
R x M con métrica euclidea, y donde la normalizacién se ha elegido de modo
que las derivadas funcionales de Z[J] den lugar a las funciones de correlaciéon

de la teoria segin la expresion

NS 58
Z[0] 37 (xn)

(P(x1)9(22) ... p(aN)) =

Es en este sentido que decimos que Z[J] es la funcional generatriz de las
funciones de correlacién de la teoria, siendo W[J] la funcional generatriz de los
correladores que en el formalismo de Wick-Feynman corresponden a diagramas

conexos.

La accién efectiva se obtiene como la transformada de Legendre (funcional)

de W[J] en términos del campo medio ¢,(x) := —0W[J]|/0J(x):

de donde vemos que
ol[ps] .
0s(a) ~ " 20

de modo que en ausencia de fuentes externas la accion efectiva es extremizada
por el campo medio ¢;. Este campo medio no es otra cosa que el valor de
expectacion de vacio del campo cuantico ¢ en presencia de la corriente externa
J. La accion efectiva resulta ademaés la funcional generatriz de las funciones

de correlacion correspondientes a diagramas de Feynman irreducibles de una
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particula. Estos diagramas son suficientes para construir todos los diagramas de
la teoria a partir de los de orden arbol, de modo que la accién efectiva resulta

adecuada para describir todo el comportamiento cuantico de la teoria.

2.2 Correcciones a un 1oop a la teoria

clasica

Si bien en algunos casos es posible calcular la accion efectiva en forma
exacta, la forma usual de encarar la mayoria de los problemas es la utilizacion
de una aproximacion semiclasica —el desarrollo en potencias de A—. En lo que
concierne a los resultados contenidos en esta tesis, como veremos mas adelante,
la primera correccién a la accién clasica en este desarrollo permite obtener la

termodindmica de los campos.
Para obtener dicho desarrollo hacemos en (2.2) el cambio de variables
o(z) = ¢s(x) + ¢(x), con el que obtenemos
Z1J] = e kSs 1000 / D ¢~ #0519~ (6(959)) (2.5)

donde hemos denotado

_ 5Slg)
56(x)

62S(z,y) == _ Sl (2.6)

0S(x) : )
@) . 56@06) |y,

Luego del cambio de escala ¢(z) — VA¢(x) obtenemos para la accién

efectiva
Dlg] = Slos] — hlog [ Do e H(#(759)) 1 o(r), (27)

expresion que, como la corriente externa es una funcién arbitraria, y como
ésta determina de manera univoca el campo medio, esta definida para confi-
guraciones arbitrarias del campo. Notemos ademas que en el limite 7 — 0 la
integral funcional en (2.2) estd dominada por la configuracion clasica ¢puss(x),

que satisface

6.5[¢]
5¢(QJ) $=dclas

= J(z), (2.8)
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y que es, en esta aproximacion, igual al campo medio ¢;(x).

La integral funcional en la primera correccién a la accién clasica puede
entenderse como el determinante funcional del operador de fluctuaciones cudn-
ticas A cuyo ntcleo es 62S: grosso modo, suponiendo que las autofunciones
v, de A forman un conjunto completo en el espacio de funciones sobre la

variedad,! podemos desarrollar el campo como

¢(2?) = ch@n(x) ) con  Cp, = (me (b) ) (29)
con lo que
(6, A0) =D (s Apm) =Y Anh (2.10)

donde A, es el autovalor de A correspondiente a la autofuncion ,. Por otra
parte, la medida en la integral funcional puede calcularse —a menos de alguna

normalizacién— como el producto [82]
D¢ =[] den, (2.11)

de modo que podemos escribir

~ H )\;1/2 )

Identificando finalmente el producto de los autovalores del operador con su

determinante funcional, resulta
(1—loop) 1
r (0] = 5 log Det A. (2.13)

En adelante denotaremos a esta correcciéon simplemente I'. Ademas, consi-
deraremos unidades en las que h = 1. Notemos que esta expresion para la

correccion a un loop a la accion efectiva es valida para campos bosonicos; en el

1 Esto estd asegurado en particular en los casos en que la métrica del espacio sea definida
positiva. Notemos que en este caso el operador A es hermitico, puesto que su ntcleo es
simétrico.
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caso de un campo fermionico 1, las propiedades de la integral funcional sobre

variables de Grassmann conducen en cambio a la correccién

(=10 ) — —Jog Det A . (2.14)

Como las teorias cuanticas de campos son en general locales, los operadores
de fluctuaciones cuanticas son operadores diferenciales, como el de Laplace-
Beltrami en el primer término entre llaves en (2.1). Estos operadores son no
acotados, lo que significa en particular que sus autovalores crecen sin limite,
y el determinante resulta entonces una cantidad infinita. Es por eso que es
necesario adoptar alguna forma de regularizacién de esa cantidad de modo
de obtener a partir de ella una cantidad finita que podamos asociar con el
determinante. Mas adelante en el capitulo veremos una forma de regularizar el
determinante funcional de un operador a partir de sus autovalores, que es la que
usaremos a lo largo de la tesis. Antes de eso, supongamos que podemos calcular
de alguna forma la correccion a un loop a la accion efectiva de una teoria, y
veamos como podemos obtener a partir de ella las propiedades termodinamicas

de los campos a temperatura finita.

2.3 Campos cuanticos a temperatura
finita

En primer lugar, tenemos que introducir el concepto de temperatura en
teoria de campos. Para ello, partiendo de la teoria euclidea, confinamos el
tiempo euclideo 7 a un intervalo [0, 5] e imponemos ciertas condiciones de
contorno sobre el campo en los extremos del intervalo: periddicas para repro-
ducir la mecanica estadistica de un campo bosénico y antiperidodicas cuando
queramos describir la teoria de un campo fermiénico a temperatura finita [22].
En el caso de un campo bosonico ¢ la teoria queda entonces definida sobre
el espacio S' x M, donde la circunferencia S' tiene radio 3/2w. La funcién
de particion Z[¢] resultante es la funcién de particién gran canodnica de la

mecanica estadistica del campo a temperatura 1/4.

/ . .
2.3 Campos cuanticos a temperatura finita
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En el caso de la teoria escalar (2.1) —que es el que ocupara la mayor parte
de la tesis—, luego de la introduccién de una temperatura 1/ el operador de

fluctuaciones cuanticas tiene la forma
A=—-05— A+ ER+m”, (2.15)

donde

1 -
N =—20;(9"/g0; 2.16
7 (97 va9;) (2.16)
es el operador de Laplace-Beltrami sobre la variedad M de métrica g;;, al que

en adelante llamaremos simplemente laplaciano.

Separando la variable 7 en la ecuacién de autovalores y teniendo en cuenta
la condicién de periodicidad para dicha variable vemos que las contribuciones
correspondientes —que podemos llamar “térmicas”— estan dadas por las
frecuencias de Matsubara w; = 27l/f con | € Z, mientras que las contribucio-
nes espaciales son, en el caso en que la curvatura escalar sea constante, los

autovalores del laplaciano sobre M desplazados una cantidad £R + m?.

Teniendo en cuenta que la accién efectiva I' estd dada por (menos) el loga-
ritmo de la funcion de particion de la teoria, las propiedades termodinamicas
del campo pueden obtenerse a partir de ella como en el formalismo canénico
de la Mecanica Estadistica. En particular, nos interesan la energia E = 0gl’,
la energia libre F' =T/ y la entropia S = B(F — F).

2.4 Célculo del determinante funcional.

Funciones espectrales

Como ya dijimos, para los operadores de fluctuaciones cuanticas que nos
interesan el determinante funcional entendido como el producto de los autova-

lores no esta bien definido. Con el objetivo de obtener para ¢l una cantidad
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finita, en esta tesis utilizaremos la llamada reqularizacion zeta?, en la que el

logaritmo del determinante es entendido como la derivada

d
log Det A := — %CA(S) , (2.17)

s=0

donde la funcion zeta del operador A se construye como
Ca(s) :=TrA™ (2.18)

en la region del plano complejo s donde resulte convergente, o su extension
analitica en el resto del plano. En el caso en que el espectro del operador sea

discreto, {\, }nen, la funcién zeta es la suma

Cals) =D N, (2.19)

neN

En rigor [129, 130], para un operador diferencial eliptico A de orden n sobre
una variedad d-dimensional, que sea autoadjunto y definido positivo, la funcién
zeta como la definimos es holomorfa para R(s) > d/n y admite una extension
analitica al resto del plano complejo que es meromorfa —con un ntimero finito
de polos, que no pueden estar en puntos que no sean s = s, = (d — k)/n, con
k=0,1,...y k # d [75]—. En particular, la funcién zeta (2.18) es en todos
los casos analitica en s = 0, por lo que el determinante en (2.17) es siempre
finito.

Esta definicién permite obtener el determinante de un operador, una vez
conocidos sus autovalores, por medio del calculo directo de la funcién zeta, lo
que puede involucrar, entre otros métodos, integrales de contorno en el plano

complejo: representaciones integrales como la del tiempo propio de Schwinger
R /OO dtt* e (2.20)
I'(s) Jo ’
o férmulas de inversion de series como la de Poisson,

> fn) =3 f(m), (2.21)

2 Una nota sobre la bibliografia: aunque hay antecedentes del uso de funciones zeta en
la regularizacién de cantidades fisicas [28, 123, 128], es generalmente aceptado que la
introduccién de la regularizacién zeta como tal fue realizada en [60].

24 Céleulo del determinante funcional. Funciones espectrales
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donde hemos denotado f a la transformada de Fourier de f. Entre éstas tltimas,
encontraremos especial utilidad en el caso f(z) = exp|[—(z + ¢)?t], con ¢,t € C

y R(t) > 0, conocido a veces como férmula de inversion para la funcion Theta
de Jacobi:

Z e*(kJrc)zt _ \/TZ e*fr2k2/t€27rikc' (2.22)

keZ keZ

En los casos en que un calculo directo no sea posible, es ttil considerar la
representacion (2.20) para escribir la funcién zeta como la transformada de

Mellin inversa
1 o s—1 —tA
Cals) = F(s)/o dtt™ " Tre ", (2.23)
de otra funcién espectral: la traza del heat-kernel,

Ko(t) :=Tre =3 e, (2.24)
neN
En términos de esta cantidad, el determinante funcional de un operador puede

calcularse como

o dt
log Det A := — / TR (2.25)

o t
Esta representacién permite obtener resultados a partir del desarrollo asintético
del heat-kernel [131, 132], que se obtienen como funcién de coeficientes que
son integrales sobre la variedad y su borde de invariantes geométricos locales

[51, 76] y pueden calcularse en una gran cantidad de casos [146].

Volviendo a la regularizacién zeta, notamos que es usual la introduccion
de un parametro p con dimensiones de masa con el fin de adimensionalizar el
argumento de la potencia compleja: por ejemplo, para un operador como el de
la accion escalar (2.1), los autovalores tienen unidades de masa al cuadrado,

por lo que escribimos la funcién zeta como

Cals) =3 (Ma/i?) (2.26)

n

De este modo, cuando la funcién zeta del operador no se anule en s = 0 el

determinante tendra una dependencia en la escala u, que debera ser ajustada
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mediante el procedimiento fisico de renormalizacién de alguno de los parametros

de la accién original?.

Hasta aqui hemos considerado operadores definidos positivos, cuyos autova-
lores son todos nimeros reales positivos, de modo que la potencia compleja en
la funcion zeta tiene un valor bien definido. En el caso en que hubiera ademas
algin autovalor nulo, es posible extender esa definiciéon mediante la exclusion
de dicho autovalor de la suma. Si consideramos operadores con un ntmero
finito o infinito de autovalores negativos —como el de Dirac— tendremos una
ambigtiedad en la potencia compleja A °, que corresponde a la eleccién del

corte del logaritmo en exp(—slog A, ). En la funcién zeta

Cs) =D A+ (=17 Do (=) (2.27)

An>0 An<0
dicha ambigiiedad se traduce en la eleccién de la fase del factor (—1)~%; esta
eleccion tendra que hacerse de acuerdo con alguna prescripcién, que en las
aplicaciones en Teoria Cuantica de Campos corresponde a alguna propiedad

deseable de la teoria.

Resulta también de utilidad la funcidn eta [13],

n(s) =D A= 2 (=), (2.28)

An>0 An<0
que caracteriza la asimetria espectral del operador, siendo nula en los casos en
que el espectro es simétrico con respecto al origen de la recta real. Su valor en
s = 0 se conoce como invariante eta y forma parte de la fase del determinante
de un operador de Dirac D: en efecto, fijando la fase de la potencia compleja

como (—1)7* = exp(—ins) puede verse que

Chl0) = ~i5 [Go2(0) + np(0)] + 5he(0). (229)

Para finalizar esta discusion acerca de los determinantes funcionales, note-
mos que muchas veces éstos no satisfacen las propiedades de un determinante
de matrices usual. En particular, el determinante funcional del producto de dos

operadores no necesariamente coincide con el producto de los determinantes

3 El método de regularizaciéon mediante el heat-kernel no esta exento de este problema: el
integrando en (2.25) diverge cuando ¢ — 0T, de modo que en rigor la integral tiene que
ser efectuada a partir de un valor positivo de ¢, digamos un cutoff ultravioleta 1/A2.

2.4 Célculo del determinante funcional. Funciones espectrales 13
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funcionales de los factores, y es ttil el calculo de la anomalia multiplicativa

[104]

Det AB

a(A B) :=log 5 m R

(2.30)
para la que existe una expresion en términos del residuo de Wodzicki de un
producto de potencias de los operadores A y B [149]. Un caso particular de
esta anomalia es la aparicién de la fase en el determinante de un operador de

Dirac, como puede leerse de la ecuacion (2.29).

2.5 Algunas funciones zeta

La funcién zeta mas célebre es sin duda la de Riemann,
Cr(s) = n™", (2.31)
n=1

que en el lenguaje de la seccion anterior puede considerarse, por ejemplo,
como la funcién zeta del operador A = —id, sobre el espacio de funciones
de una variable real con condiciones de contorno periddicas en el intervalo
[0,27]. Como antes, la definicién se entiende como la serie para R(s) > 1
y su extensién analitica en otro caso. Puede verse que (g(s) tiene un unico
polo simple en s = 1. Ademas, se anula en todos los enteros negativos pares;
de acuerdo con la conjetura de Riemann, los demés ceros de (z(s) estarian
situados en la recta R(s) = 1/2.

Como ejemplo del tipo de calculos al que nos enfrentaremos cuando usemos
la regularizacién zeta, notemos que haciendo uso de la representaciéon (2.20)

podemos escribir

(o] 1 00
Cr(s) =D —— / dtt*=te (2.32)
LT
que, una vez resuelta explicitamente la serie geométrica de exponenciales,
resulta
Cals) = — /Oodt e (2.33)
S) = —— —_— .
R ['(s) Jo et —1
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Con esta expresion es facil calcular por ejemplo el valor de la zeta de Riemann
alrededor del polo s = 1: suponiendo en primer lugar que R(s) < 1, utilizamos
el desarrollo 79, pagina 1040]

t > B,
= — " 2.34
et — 1 nz::O n! ( )

donde B, son los nimeros de Bernoulli, para reescribir (2.33) como

1 oo st 1 & B 1
= —— dt ——+ — —_— 2.35
Ca(s) F(s)/l et—1+F(s)nZ:0n!s+n—1 (2:35)

En esta expresion, el primer término es una funcién entera de s, mientras que
el segundo término tiene un tinico polo en s = 1, correspondiente al término
n = 0 en la suma.* De este modo tenemos la extensiéon analitica buscada.
Usando el hecho de que By = 1, podemos obtener el comportamiento en las

inmediaciones del polo:

1
s—1

Cr(s) = +0(1). (2.36)

Entre las generalizaciones de la funcién zeta de Riemann estd la funcion

zeta de Hurwitz

o0

Cul(s,q) = Z(n—i—q)*s, q#0,—1,-2,..., (2.37)

n=0
que, entendida otra vez como la extension analitica de la serie del lado derecho
cuando ésta no converja, es una funcion meromorfa en el plano complejo s con

un unico polo simple en s = 1.

Otros tipos de funciones zeta que aparecen a menudo en problemas fisicos

son las de Epstein y Barnes. Para méas detalles, el lector puede consultar el

libro [97].

4 Los ceros del denominador en los enteros negativos no dan lugar a polos para este término
puesto que la funcién 1/T'(s) tiene también ceros en esos valores.

2.5 Algunas funciones zeta
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tridimensionales

Los modelos del universo mas estudiados tienen secciones espaciales ho-
mogéneas e isotropas, en acuerdo con el principio cosmologico. La curvatura
espacial en estos casos es constante, y dependiendo de su valor las secciones
espaciales son planas, esféricas o hiperbodlicas. Observemos aqui que la eleccion
de un valor para la curvatura de una variedad no determina su geometria global,
pudiendo ésta corresponder a diferentes topologias. En efecto, las variedades
tridimensionales de curvatura constante pueden ser pensadas como cocientes
M = M/H de su espacio de cubrimiento universal con algiin subgrupo H de
su grupo de isometrias. El espacio de cubrimiento M puede ser, dependiendo
de la curvatura, el espacio euclideo E3, el espacio hiperbdlico H? o la esfera S3.
El subgrupo H debe ser discreto y actuar sobre la variedad sin dejar puntos

fijos, puesto que de otra forma el espacio cociente no seria una variedad.

En este capitulo nos centraremos en el estudio de teorias cudnticas de
campos escalares a temperatura finita sobre variedades homogéneas cuyo
grupo de cubrimiento universal es la esfera S3, a las que, por no buscar un
nombre mas complicado y dado que no habra confusion, llamaremos espacios
esféricos.! Luego de establecer una motivacién fisica para el estudio de teorias
sobre estas variedades, haremos una clasificacion exhaustiva de los espacios
posibles, para luego obtener los espectros del operador laplaciano sobre cada
uno de ellos. En los capitulos siguientes, dicho espectro serd utilizado para
calcular determinantes funcionales de operadores de fluctuaciones cuanticas de

ciertas teorias de campos sobre estos espacios.

1 En inglés nos referimos a estos espacios como spherical spaceforms, término que es méas
especifico que el que hemos elegido.
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3.1 Motivacién: topologia del universo

El problema de la topologia del universo ha sido estudiado desde los
albores de la cosmologia relativista. En efecto, luego de la primera solucion
cosmologica de las ecuaciones de Einstein —un modelo estéatico cuyas secciones
espaciales son esferas tridimensionales—, de Sitter mostré que un modelo similar
con espacios proyectivos RP? como secciones espaciales también resuelve las
ecuaciones [136]. S3 y RP? tienen la misma métrica pero sus propiedades
globales son diferentes; en particular, la esfera es simplemente conexa, mientras
que el espacio proyectivo no lo es. No obstante, de Sitter pensaba que el espacio
proyectivo era el modelo mas adecuado, basandose en el hecho de que en éste
dos lineas paralelas se cruzan una unica vez [137], mientras que en la esfera lo

hacen dos veces —en puntos antipodales—.2

Un siglo después, la pregunta acerca de la topologia del universo conforma
un area de estudio, principalmente desde el punto de vista de la cosmologia
observacional. El lector interesado en conocer en méas detalle el estudio de
este problema querrd comenzar consultando las referencias [106, 107]. La
pregunta principal tiene que ver con la posibilidad de inferir informacion
acerca de la topologia del universo usando los datos cosmologicos de los que
disponemos actualmente (en particular, los que provienen de las observaciones
de la radiacién del fondo c6smico), de la misma forma como fueran explorados

algunos pardmetros geométricos locales [93].

En la teoria de Einstein, la geometria del universo no esta determinada
de antemano, sino que depende del contenido de materia, radiacién y energia
en sus diferentes formas. En particular, para un modelo del universo que
sea homogéneo e isétropo a gran escala, las secciones espaciales (que tienen
curvatura constante) dependeran de la densidad de materia de éste: hay un
valor de la densidad, llamado densidad critica, para el cual la materia es
exactamente la necesaria para frenar la expansion del universo pero no es
suficiente como para hacerlo recolapsar, situacion que se corresponde con un
universo localmente plano; si la densidad es menor que ese valor el universo
no dejara de expandirse, lo que corresponde a una geometria hiperbélica, y

si la densidad es mayor que la densidad critica el universo se expandird a un

2 Como todas las ideas de la época, esta propuesta desperté controversia, como puede
apreciarse de la lectura de la correspondencia de Einstein en el perfodo [64], en particular
de sus conversaciones con de Sitter durante el ano 1917 y con Weyl durante ese afio y el
siguiente.
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ritmo cada vez menor, hasta llegar en algiin momento a frenar su expansion
y comenzar a contraerse, correspondiendo esta situaciéon a una geometria

esférica.

El universo observable es aproximadamente homogéneo e isétropo a gran
escala; las soluciones a las ecuaciones de Einstein con estas propiedades son
los modelos de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker, que estan descriptos

genéricamente por una métrica de la forma

dr?

ds® = —dt* + a*(n) + 12 (d6? + sen®0 dg?) | | (3.1)

1—kr?
donde t es la variable temporal y r = sen, con (¢,0,¢) las coordenadas
(hiper-)esféricas para las variables espaciales; la funcién a(t) es el factor de
escala de la expansion del universo, y el pardmetro  representa la curvatura
del espacio: kK = 0 corresponde a un espacio plano, x = 1 a uno con curvatura

positiva (eliptico), y kK = —1 a uno con curvatura negativa (hiperboélico).

Las ecuaciones de Einstein refieren a propiedades locales del espacio-tiempo
—relacionando en particular la métrica y sus derivadas en un dado punto con
el contenido de materia del espacio en ese punto—, pero no determinan sus
propiedades globales, como su topologia. Dicho de otra forma, a una dada

geometria del espacio en la teoria de Einstein pueden corresponder diferentes

topologias, sin que se altere la dindmica del espacio-tiempo ni su curvatura.

Esto implica por ejemplo que cualquiera sea la curvatura del espacio, es siempre

posible modelarlo con una variedad de volumen finito.

Una de las propiedades observadas en la radiacion del fondo césmico por
el satélite COBE [138] es la presencia de inhomogeneidades a gran escala en
su temperatura. Estas pueden ser explicadas por la presencia de pequefias
fluctuaciones cuanticas en el universo en sus primeros momentos, que por
causa de la inflacién se volvieron inhomogeneidades en la densidad del plasma
primordial: luego de 380000 anos de expansion del universo con su consiguiente
enfriamiento, la temperatura fue tal que éste se volvié transparente a la
luz, y los primeros fotones son los que forman el fondo césmico, que refleja
esas inhomogeneidades en la anisotropia a gran escala de su distribucion de
fluctuaciones de temperatura. Los observatorios WMAP [83] y Planck [2]
determinaron el mapa de anisotropia con mas precision y detectaron, entre
muchisimas otras observaciones, que el modo cuadrupolar en la descomposicion

en armonicos esféricos de las fluctuaciones de temperatura tiene una amplitud

3.1 Motivacién: topologia del universo
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menor que la esperada por los modelos ACDM planos, que son los que con més
precision describen la mayor parte de las caracteristicas observadas del universo.
Esta anomalia ha sido tenida en cuenta en distintas hipétesis (véase, por
ejemplo, [44, 90]); en particular, su existencia podria ser explicada aceptando
un universo cuyas secciones espaciales tengan una topologia no trivial. Aunque
aun no hay evidencia concluyente en favor de esta hipotesis, diferentes espacios
con topologia no trivial han sido objeto de estudio en este contexto [14, 110,
124].

Ciertamente no es objeto de esta tesis explorar en detalle el problema
de la topologia del universo. En todo caso, hemos sugerido una motivacién
para la consideracion de espacios con topologia no trivial en el marco del
estudio de teorias fisicas. En lo que sigue del capitulo nos ocuparemos de los
espacios que nos interesan, dando ademas de una descripcion de sus propiedades
geométricas y topoldgicas un resumen del calculo del espectro del operador

laplaciano definido sobre ellos.

3.2 Los espacios esféricos tridimensionales

Los espacios esféricos en tres dimensiones (esto es, todas las posibles varie-
dades tridimensionales con curvatura constante positiva) fueron clasificados en
los anos 30 del siglo pasado [134]. Se trata de variedades compactas, como lo
es su espacio de cubrimiento S. Nos ocuparemos aqui de los espacios esféricos
homogéneos: comenzaremos haciendo un repaso de la geometria de la esfera y
sus simetrias, y a partir de estas tltimas clasificaremos los espacios posibles.
El lector interesado en detalles matematicos adicionales puede consultar por

ejemplo la referencia [150].

321 La esfera: Su geometrfa

Como es bien sabido, la esfera tridimensional de radio a es el conjunto
de puntos en el espacio R* distantes del origen en la cantidad positiva a: el
punto (z*,i = 0,1,2,3) € R?* pertenece a la esfera S® si y sélo si la suma de
los cuadrados de sus coordenadas z° es el cuadrado del radio de la esfera. En
coordenadas esféricas (1, 6, ¢), la métrica de la esfera tiene la forma de la parte

espacial de la métrica (3.1) para k = 1.
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Otra forma de la métrica puede obtenerse a partir de las coordenadas de
Hopf —también llamadas coordenadas polares dobles— (, 0, ¢), relacionadas

con las coordenadas cartesianas de R* por medio de las expresiones

2% = acosy cos

x' = aseny cos ¢ (3.2)
z? = aseny sen ¢
3 = acosysenf,

en las que los puntos de la esfera corresponden a los valores 0 < y < 7/2;
y 0 < 60,9 < 2m. En efecto, para x € (0,7/2) fijo, las coordenadas (6, ¢)
describen el producto cartesiano de dos circunferencias con radios respectivos
acosy vy aseny en R*: haciendo una proyeccién estereogréafica puede verse que

al mover la coordenada y estos toros cubren la esfera S3.

La métrica de la esfera se escribe en estas coordenadas como

d 2
% = dx? + cos®y df? + sen®y d¢? (3.3)
a
esto es, g¥ = ¢'6%, con
1 1 1
1 2 3
L - 3.4
=29~ cos?y I = sen?y (34)

de donde puede verse que /g = a® cosy seny. El laplaciano sobre la esfera
resulta entonces
1 1 1

Ngs = — | — 0, (cosyseny 0, ) + ——0; +
S cosy seny x(cosy seny dy) cos?y !

b

2

Hasta aqui hemos considerado a la esfera desde un punto de vista extrinse-
co —esto es, a partir de su definicién como subconjunto de puntos de R*—.
También podemos pensarla como definida intrinsecamente en tres dimensiones:
considerando la operacion inversa de la proyecciéon estereografica tridimensional
vemos que es posible pensar a la esfera como la compactificacion por un punto
del espacio R?. En esta descripcién es facil ver que la esfera es simplemente
conexa, puesto que en tres dimensiones cualquier contorno cerrado puede ser
deformado de manera de evitar que encierre un dado punto —en este caso el
infinito—.

3.2 Los espacios esféricos tridimensionales
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Una tercera forma de ver a la esfera S* es como el espacio homogéneo
SO(4)/SO(3). En efecto, cuando la pensamos como subconjunto de R?* vemos
que el grupo SO(4) acttia sobre ella de forma transitiva, siendo SO(3) su grupo
de isotropia. Esto es equivalente al espacio homogéneo SU(2) x SU(2)/SU(2),
donde el denominador acttia sobre el producto de manera diagonal. En este
esquema, se puede usar técnicas de andlisis armoénico en espacios homogéneos

para obtener el espectro del laplaciano sobre la esfera [31, 47].

3.2.2 La estera: sus isometrias

El grupo de isometrias de la esfera S® es SO(4). Esto es evidente si vemos
a la esfera inmersa en R*: las transformaciones que la dejan invariante son
las rotaciones en cuatro dimensiones. También puede verse del hecho de que
la esfera es la variedad del grupo SU(2) y, como tal, su grupo de isometrias
estd determinado por la operacién del grupo: los elementos pueden actuar
sobre los puntos de la esfera a derecha o a izquierda, y por eso las isometrias
pertenecen al producto SU(2) x SU(2). Ahora bien; la accién doble con un
dado elemento coincide con la accion doble con el elemento correspondiente al
punto de la esfera antipodalmente opuesto, y puede verse que ésta es la tinica
redundancia, lo que quiere decir que el grupo de isometrias de la esfera es
SU(2)x SU(2)/{Id4, —1ds} —con Id4 el elemento identidad y —Id, el elemento
que lleva cada punto a su antipodal—, que no es otro que SO(4). A la inversa,
todo elemento de SO(4) tiene una tnica descomposicion como producto de una
traslacion de Clifford —esto es, una isometria que traslada todos los puntos
de la esfera en la misma distancia— a izquierda y una a derecha, médulo la
multiplicacién de ambos factores por —Idy. El lector interesado en obtener una
descripcion aun mas simple de este esquema puede consultar la formulacién en

términos de cuaterniones unitarios en [144].

Para construir los espacios esféricos necesitamos los subgrupos discretos
e invariantes de SO(4) que no dejen puntos de la esfera fijos. Requeriremos
ademas que correspondan a la accién sélo a derecha o sélo a izquierda sobre
puntos de la esfera, ya que la accién doble da lugar a un espacio no homogéneo
[74]. En particular, esto quiere decir que podemos clasificar todos los subgrupos

de interés analizando los subgrupos discretos de SU(2).

Comenzaremos estudiando los subgrupos discretos de SO(3). El grupo

SO(3) es el grupo de las simetrias de rotacién alrededor de un origen fijo en R?;

Capitulo 3 Los espacios esféricos tridimensionales



la clasificacion de sus subgrupos finitos constituye un problema matemaético

clasico (véase, por ejemplo, [46]) y es conocido que los posibles subgrupos

son:

x los grupos ciclicos Z,, de orden n, n = 2,3,..., que comprenden las
rotaciones en un angulo multiplo de 27 /n alrededor de un tnico eje;

* los grupos diédricos D), de orden 2p, p = 2,3, ..., que corresponden, para

p > 3, a las simetrias del poligono regular de p lados en alguno de los
planos coordenados de R? y estdn generados por las rotaciones en un
angulo multiplo de 27 /p alrededor del eje perpendicular a aquel plano y
las rotaciones de angulo 7 alrededor de alguno de los p ejes de simetria
del poligono. Para p = 2, tenemos Dy ~ Zy X Zs;

x el grupo tetraédrico T', que corresponde a las rotaciones que dejan inva-
riante un tetraedro regular. No debe confundirse con el grupo tetraédrico
completo, que consiste en todas las simetrias del tetraedro regular, inclu-
yendo aquellas que cambian su orientacion. El orden del grupo 7' es 12,
siendo éste el nimero de rotaciones que no alteran la figura del tetraedro:
la identidad, las dos rotaciones en dngulos que sean multiplos de 27/3
alrededor de cada uno de sus cuatro ejes de simetria que pasan por un
vértice y las rotaciones en angulo 7 alrededor de cada uno de los tres ejes
de simetria que no pasan por un vértice. Estos elementos pueden a su vez
ser identificados con las correspondientes permutaciones de los vértices
del tetraedro: fijando uno de los vértices, la figura permanece invariante
y con la misma orientacién ante cualquiera de las tres permutaciones
ciclicas de los tres vértices restantes. Dado que una permutaciéon de
los vértices que contenga un nimero impar de transposiciones simples
corresponde a una reflexion del tetraedro —que no puede ser realizada
como una rotaciéon y no es, por lo tanto, un elemento de T—, vemos que
el grupo es isomorfo al grupo alternante A, de las permutaciones pares
de cuatro elementos;

* el grupo octaédrico O, formado por las rotaciones que dejan invariante
un octaedro regular (o, lo que es lo mismo, las que dejan invariante
un cubo): la identidad, las dos rotaciones en angulos multiplos de 27/3
alrededor de cada uno de los cuatro ejes de simetria que pasan por dos
de sus caras, las tres rotaciones en dngulos multiplos de 7/2 alrededor de

cada uno de los tres ejes de simetria que pasan por dos de sus vértices
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y las rotaciones en angulo 7 alrededor de cada uno de los seis ejes de
simetria que pasan por el centro de dos de sus aristas. El orden de este
grupo es 24, al igual que el nimero de permutaciones de sus vértices que
lo dejan invariante sin alterar su orientacién. El grupo es isomorfo al
grupo Sy de permutaciones de cuatro elementos, que pueden realizarse
como permutaciones de las diagonales del cubo, y

x el grupo icosaédrico I, formado por las rotaciones que dejan invariante
un icosaedro regular (o, equivalentemente, las que dejan invariante un
dodecaedro regular). El orden de este grupo es 60, correspondiendo,
ademads de la identidad, a las rotaciones en angulos multiplos de 27 /5
alrededor de cada uno de los seis ejes de simetria que pasan por dos de
sus vértices, las rotaciones en angulos multiplos de 27/3 alrededor de
cada uno de los diez ejes de simetria que pasan por dos de sus caras y las
rotaciones de angulo 7 alrededor de cada uno de los 15 ejes de simetria
que pasan por el centro de dos de sus aristas. Es posible demostrar que
el grupo es isomorfo al grupo alternante As; de permutaciones pares de

cinco elementos.

Los tltimos tres grupos, a los que llamaremos genéricamente poliédricos,
corresponden a las simetrias de los sélidos platonicos. Notemos que mientras
éstos tultimos son cinco, los grupos de simetria en cuestion son tres: esto refleja
el hecho de que dos poliedros tienen el mismo grupo de simetria si son duales
entre si —esto es, si los vértices de uno corresponden a las caras del otro—
y, mientras que el tetraedro es autodual, el hexaedro es dual al octaedro
y el dodecaedro es dual al icosaedro. En la figura 3.1 mostramos los cinco

solidos platoénicos, y en la figura 3.2 puede verse un ejemplo de la mencionada

dualidad.

AH DD

Figura 3.1: Los cinco sélidos platénicos: de izquierda a derecha, el tetraedro, el
hexaedro (o cubo), el octaedro, el dodecaedro y el icosaedro.

Para obtener los correspondientes subgrupos de SU(2) hacemos uso del
doble cubrimiento ¢ : SU(2) — SO(3). La imagen inversa por este homomor-
fismo [41] de cada uno de los subgrupos de SO(3) enumerados anteriormente

es uno de los siguientes subgrupos finitos de SU(2):
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Figura 3.2: Dos sélidos platénicos duales entre si: el cubo y el octaedro.

x los grupos ciclicos Z,, de orden n, paran = 2,3,...;
* los grupos diédricos binarios Dy de orden 4p, para p = 2,3, .. ;

x los grupos poliédricos binarios: el tetraédrico 7™ de orden 24, el octaédrico
O* de orden 48 y el icosaédrico I* de orden 120.

Los grupos diédricos y poliédricos binarios y los ciclicos de orden par corres-
ponden a la imagen inversa por ¢ de los subgrupos de SO(3) que contienen
un subgrupo Z, aplicacion que es dos a uno en estos casos. En el caso de los
grupos ciclicos de orden impar, que corresponden a los subgrupos de SO(3)

que 1o tienen un subgrupo Zs, la aplicacién es uno a uno [74].

323 La esfera: Sus COCitheS

Como ya se ha dicho, los espacios esféricos se obtienen a partir del cociente
entre la esfera tridimensional y algiin subgrupo finito de sus isometrias que
no deje puntos fijos en su accion sobre la esfera. Dependiendo de la forma
en la que este subgrupo actiie sobre la esfera, los cocientes se dividen en
variedades de accion simple (en las que los elementos del subgrupo actian
como traslaciones de Clifford sélo a derecha o sélo a izquierda), doble (en las
cuales algunos elementos actian a derecha y otros a izquierda) o ligada (en las
que la accion doble s6lo admite determinadas combinaciones de elementos). Nos
ocuparemos solamente de las variedades de accion simple, que son homogéneas.
Los correspondientes subgrupos de SO(4) pueden realizarse como el producto
H x{Ids}, con H alguno de los subgrupos discretos de SU(2) que enumeramos
en la seccién anterior, e Idy el elemento identidad de SU(2). En lo que sigue

llamaremos a este producto simplemente H y el lector debera quedar advertido
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a partir de este momento de que cuando digamos H € SO(4) estaremos
queriendo decir H x {Ids} € SO(4).

Dado su espacio de cubrimiento universal, la topologia de una variedad
queda determinada por su dominio fundamental —el subconjunto del espacio
de cubrimiento que contiene un punto y sélo uno de cada orbita, que en tres
dimensiones es un poliedro convexo— y su grupo de isotropia, formado por el
conjunto de transformaciones geométricas que identifican caras del dominio
fundamental, de modo que las n = |H| imégenes del dominio fundamental
bajo la accién de los n elementos del grupo de isotropia se unen unas con otras

para formar el propio espacio de cubrimiento.

Si el grupo H no es trivial, entonces la variedad S*/ H no es topoldgicamente
equivalente a la esfera S3. En efecto, podemos ver ficilmente que S3/ H no es
simplemente conexa: como el grupo es no trivial, hay al menos un elemento
h € H que no deja invariante ningtin x € S3, de forma que z y hz son puntos
diferentes; ahora bien, como bajo la accion de H ambos puntos estan en el
mismo coset, un camino en S® que vaya de x a hz corresponde en S3/H a un
camino cerrado, que no puede ser contraido a un punto porque las érbitas de
H no son continuas. Esto quiere decir que la variedad S3/H no es simplemente
conexa. Mds aun, esto implica también que el primer grupo de homotopia de
S3/H no es otro que H.

En la Tabla 3.1 hacemos una lista de los posibles espacios esféricos en

funcién de su grupo de holonomia H € SU(2).

H | S3/H n  Dominio fundamental
Z, | Espacios lente L(n,1) n  Solido con forma de lente
D7 | Espacios prisma 4p  Prisma cuya base es

un poligono de 2p caras
T | Espacio octaédrico 24 Octaedro regular
O* | Espacio cibico 48  Cubo truncado
I* | Espacio dodecaédrico de Poincaré 120 Dodecaedro regular

Tabla 3.1: Espacios esféricos.
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3.3 Espectro del laplaciano sobre espacios

estéricos tridimensionales

As a rule, it is more elegant to use as

much group theory [...] as possible.

— J. S. Dowker, hep-th/0404093

Obtendremos ahora el espectro del laplaciano sobre espacios esféricos de
dos maneras diferentes. Digamos en primer lugar que es posible “escuchar” las
variedades esféricas tridimensionales: se ha demostrado que si dos de estas
variedades tienen el mismo espectro entonces son isométricas [87]. Por otra
parte, en este punto sera ya claro que el cociente S3/H puede verse como un
conjunto de puntos, cada uno identificado con |H| puntos de S3. Las funciones
sobre el espacio homogéneo S3/ H se obtienen eligiendo entre todas las funciones
sobre S® aquellas que son invariantes bajo la accién de H. Ahora bien; como
S3 v S3/H son variedades localmente isométricas, el operador laplaciano es
el mismo para ambas. Las autofunciones de este operador sobre S%/ H son
entonces aquellas autofunciones de S* que son invariantes bajo la accién de H.
El proceso de proyeccion de las autofunciones sobre el espacio de cubrimiento
al espacio cociente se conoce en algunas areas como symmetry adaptation [99];
desde el punto de vista de la teoria cuantica de campos, esta proyeccion puede
ser llevada a cabo sobre las funciones espectrales en la forma de un método de
imagenes, como en [56]. Los autovalores y degeneraciones del laplaciano sobre

espacios esféricos fueron calculados por primera vez en [88].

Para obtener las autofunciones en forma explicita se puede recurrir al
procedimiento usual de seleccionar un sistema coordenado conveniente, separar
variables y resolver el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias resultante.
Luego puede analizarse cuales de estas autofunciones son invariantes bajo la
accion de los elementos de H, y asi obtener el espectro del laplaciano sobre
S3/H. En la seccién 3.3.1 mostramos, por completitud, el célculo explicito
de las autofunciones sobre la esfera usando las coordenadas de Hopf, y en la
seccion 3.3.2 hacemos un andlisis naive de la invarianza de éstas frente a la
accion de los espacios lente, con el que obtenemos las degeneraciones sobre

dichos espacios.

3.3 Espectro del laplaciano sobre espacios esféricos tridimensionales
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Sin embargo, tratandose de la esfera, y como para calcular acciones efectivas
s6lo nos interesa conocer los autovalores y degeneraciones del operador de
fluctuaciones cuanticas de la teoria, hay una forma mas simple de proceder. El
operador laplaciano sobre la esfera es proporcional al invariante de Casimir
del grupo SO(4), por lo que sus autovalores ) sobre funciones de L?(S?)
pueden obtenerse de las representaciones irreducibles de ese grupo, resultando
a’); = k* —1,con k = 1,2,... v a el radio de la esfera; las degeneraciones
vienen dadas por la dimensién de la representacion correspondiente, dj, = k2.
La proyeccién a S3/ H deja, como hemos dicho, un subconjunto del total de las
autofunciones, lo que se traduce en una disminucion de las degeneraciones con
respecto a las de la esfera. Para obtener las nuevas degeneraciones, notemos en
primer lugar que ante la accién de los elementos de H las k? autofunciones con
autovalor \; se transforman linealmente entre si, dando lugar a una represen-
tacién de H de dimensién k2, que llamaremos Dj. El nimero de autofunciones
con autovalor )\, invariantes frente a la acciéon de H coincide con el nimero
de veces que la representacion trivial aparece en la descomposicién de Dy en
representaciones irreducibles. Llamando x,(h) al cardcter del elemento h en la
representacién irreducible D@ (con a =1,2,...,s, y s el niimero de represen-
taciones irreducibles de H), el correspondiente caracter en la representacién

D;, es la combinacién entera
xe(h) = aax'(h). (3.6)
a=1

Usando las relaciones de ortogonalidad de caracteres de grupos finitos vemos
que la multiplicidad de la representacién D® en la descomposiciéon de Dy, en

representaciones irreducibles puede escribirse como [70]

1

=T Xk(h) X' (), (3.7)

Qg
de modo que la multiplicidad de la representacion trivial en dicha descomposi-

cién resulta

1

= 1H] ; HXk(h) : (3.8)

ai

Para calcular el caracter de la representacion Dy, notemos que como H € SO(4)
la accion de h € H sobre el subespacio caracteristico correspondiente al

autovalor A, corresponde a la representacién irreducible de SO(4) de dimension
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k?. Ahora bien; el caracter del elemento de SO(4) producto de los elementos

9(0n,nr) v g(Or,r) de SU(2) en esta representaciéon es

_ sen(k0/2)sen(k0r/2)
Xe(O1, Or) = sen(fr/2) sen(0p/2) ’ (39)
y un elemento de H x {Idy} tiene 0z = 0, de modo que
~sen(k0,/2)
Xk(h) - SGH(@h/Q) ) (310)

con 0, el dngulo de rotacién en SU(2) del elemento h. Tenemos entonces

finalmente para la degeneraciéon de \;, sobre S% H

e k sen(k 0y,/2)

= ﬁheg 7sen(9h/2) . (3.11)

Esta expresion para las degeneraciones en espacios esféricos fue obtenida en
[58] mediante un método similar. En [117] se obtuvo, con argumentos similares,

una expresion equivalente, sélo en el caso de los espacios lente.

En la seccion 3.3.3 veremos cémo puede usarse esta expresion para calcular
las degeneraciones en el caso en que H contenga un subgrupo Z; —o, lo
que es lo mismo, que contenga al elemento —Id € SU(2)—, y calcularemos

explicitamente las degeneraciones sobre los espacios prisma y poliédricos.

3.3.1 Célculo explicito de las autofunciones del

1ap1aciano SOL)I'G 1& esfera

A continuacion mostramos el cédlculo explicito de las autofunciones del
laplaciano sobre la esfera tridimensional de radio a. Para eso utilizamos las
coordenadas de Hopf (3.2) y separamos variables para escribir una funcién f

sobre la esfera en la forma

f(x,0,9) = X(x)0(0)2(¢), (3.12)
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de modo que la ecuacion en derivadas parciales —Af = A\f se transforma en

el sistema de ecuaciones ordinarias

126,
“gdE =™
1 d*©

1 d dX 2 2
————— | cosyseny— | + i + ™) x = A’ X,
cosy seny dy dx sen?y  cos?y

para algunas constantes m; y my a determinar. Las primeras dos ecuaciones

tienen como soluciones a los armoénicos circulares

(¢p) = e'™? (3.14)
0(f) = ™2 (3.15)

y la condicion de periodicidad sobre las coordenadas 6 y ¢ exige que my y mso
sean enteros. Para obtener la solucién de la tercera ecuacion proponemos una

funcion de la forma
X(x) = cos®ysen’x X (x), (3.16)

y tomamos a = [ = —% para anular el término que contiene a la derivada

primera X', con lo que obtenemos

2 1 2_ 1 -
X my— gy me— 4 (a2/\ + 1) X=0. (317)
sen?y cos?y

Las soluciones de esta ecuacién son [1]

Ko s (X) = (sen x)I™11#3 (cos x)mal+3 plmakimaD (cos 2y ) | (3.18)

donde Pép’q) (), n =0,1,..., son los polinomios de Jacobi, ortogonales con
respecto a la funcién de peso (1 — z)?(1 + x)9, y donde n esté relacionado con

A, my1 y my por medio de la ecuacion

a’X = (2n + |my| + |mo| +1)* - 1. (3.19)
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Llamando k al entero entre paréntesis que toma valores £ = 1,2, ..., y juntando
las tres soluciones podemos escribir las autofunciones, que resultan
plmallma)) (cos 2y)
(k=lma|—[ma|-1)/2 X) -
(3.20)

Srmims (X, 0, 8) = eimi9eim28 gonlmly cosmzly

Los autovalores correspondientes vienen dados por la relacién (3.19), y resultan
2 2
a )\k =k —1.

Para obtener la degeneracion de cada autovalor notamos que a n fijo la
degeneracion del k-ésimo autovalor es el niimero de combinaciones diferentes
de enteros my y ms que dan el mismo valor de k. Como n toma valores entre
0y V—QIJ, con |z] la parte entera del niimero x —el mayor entero menor o

igual a r—, tenemos las siguientes posibilidades:

x Si k es impar: a n fijo, |ms| puede tomar valores entre 0y k — 1 — 2n,
lo cual fija |my|. Cada vez que uno de los |m;| vale cero hay que contar
dos modos (correspondientes a los dos valores opuestos posibles para el

otro), y cuando ambos son no nulos se cuentan cuatro modos. La tinica
k-1

excepcion es |my| = |my| = 0 (esto es, n = 5

), que corresponde a un

unico modo. La degeneracion es entonces

k-1

el
de=1+ > 4(k—1-2n)=k (3.21)
n=0

x Si k es par: el analisis es similar al caso k impar, con la diferencia de que

%J = % estd asociado a cuatro modos diferentes, puesto

que en este caso ambos |m;| son no nulos. De esta forma, resulta también

ahora n = {

en este caso

de=>_4(k—1-2n) =k (3.22)

Esto es, la degeneracién del autovalor \; es d,, = k2. Esto era evidente
desde el punto de vista de la teoria de grupos: el laplaciano sobre la esfera es
proporcional al Casimir cuadratico de SU(2), que toma valores 25(2j + 1) /4,
con j € 7Z/2; el calculo prolijo muestra que los autovalores son entonces

(I+1)> =1, con | = 2j € Z. La degeneraciéon correspondiente al [-ésimo
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autovalor es la dimension de la representacion irreducible correspondiente,
(25 +1)2=(1+1)>%

3.3.2 Célculo directo de las degeneraciones del

laplaciano sobre espacios lente

Definiremos ahora la acciéon de los grupos ciclicos sobre los puntos de
la esfera en las coordenadas de Hopf para determinar las degeneraciones del
laplaciano sobre los espacios lente homogéneos, para lo cual contaremos cuantas
de las autofunciones (3.20) obtenidas en la secciéon anterior son invariantes

frente a la accién de un dado grupo ciclico Z,.

En estas coordenadas la accién homogénea del elemento m € Z,, con
m = 0,1,...,p — 1, sobre el punto de la esfera g(x, 0, ¢) corresponde a los

cambios
2 2
oo+ 5 T (3.23)
p p

de modo que la accién de Z, deja invariante la autofunciéon fy ,,, m, siempre

que 2™ MAMIY — 16 bien my + mo = Ip, con | € Z. La degeneracion del

autovalor A, en S%/Z, viene dada entonces por el ntimero de maneras diferentes
de elegir el par de enteros (mq,ms) de modo de satisfacer simultdneamente las

ecuaciones

lp=my +mo,

con [ un numero entero.

Estudiaremos a continuaciéon los casos de p par e impar por separado.

Caso p impar

Para el caso en el que p es impar, digamos p = 2¢g+ 1 con g € Ny, buscamos
para cada valor de k£ el nimero de maneras diferentes de combinar m; y mao

para satisfacer (3.24), con | € Z y n € Nj.
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Consideramos en primer lugar el caso en el que k es impar, k = 2b+1,b € N;

las relaciones (3.24) se escriben entonces

2b =2n + |my| + |mal, (3.25)
(2¢+ 1)l =my+my.

Debido a la presencia de valores absolutos en la primera ecuacién, sera util

separar el andalisis en casos de acuerdo a los signos de m; y ms:

L.

II.

I11.

my > 0y mo > 0: las relaciones anteriores implican que 2b = 2n+ 2ql +1,
y entonces [ resulta par. Ademas, para un dado valor de b, [ puede tomar
5 +1J Ahora bien: para un dado [ tenemos (2¢+ 1)l +1
posibilidades para el par (m,ms), y entonces la contribucién de este

valores entre 0 y {

caso a la degeneracién del (20 + 1)-ésimo autovalor del laplaciano es

Imax

dyyy = > [(2q+ 1)1 +1] (3.26)
=0
l par

con . €l mayor entero positivo par menor o igual que {%J Escri-
biendo 2b = quJ (2¢+1)+r,conr € Z, 0 <r < 2q+ 1, tenemos,
para r par, lnix = {%J, y para r impar, lhs = {ﬁJ — 1, por lo que
el nimero de modos, que puede calcularse directamente mediante (3.26),

depende de la paridad de 7.

m1 < 0y mg < 0: imitando el andlisis realizado en el caso I obtenemos

el mismo namero de modos:

11 I
dgb}ﬂ - dgb)—&-l : (3-27)

my > 0y my < 0, pero no simultdneamente nulos: de la combinaciéon
de las relaciones (3.25) podemos ver que [ tiene que Ser par, y que para

n fijo (0 < n < k — 1) toma valores entre —5=- donde hemos

2q-|—1 y 2q+1’
llamado j =b—mn (j = 1,2,...,k). La contribucién de este caso a la

degeneracion se calcula entonces como la suma

(1) '
= 2 E 2
doy sy = b+ {Qq 4 1J (3.28)

3.3 Espectro del laplaciano sobre espacios esféricos tridimensionales
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a la que tenemos que restar el nimero de modos ya contados en el caso I
(correspondientes a my; > 0y ma = 0) y en el caso II (correspondientes a

my =0y my <0), que es

2b .
+ 1, sirespar
111 ; )
d§b+1 )= [Qq;glJ . . (3.29)
{—QqHJ , si r es impar .

IV. m; <0y my > 0, pero no simultaneamente nulos: el niimero de modos
en este caso coincide con el del caso anterior, y si sustraemos como antes
los ya contados (que coinciden con los doblemente contados en el caso I

y en el caso III, con excepcién de my = mq = 0, que ahora no contamos),

obtenemos
(I11) 2% .
26+1 7 ) 1) 9% _ _ )
2b+1 LTHIJ +1, siresimpar.

Sumando todas estas contribuciones y recuperando 2b + 1 = k tenemos

finalmente para k impar las degeneraciones

g mpar _ kq q+J+1) si r es par,

k l k1 si r es impar.

(3.31)

Para el caso en el que k es par se puede imitar paso por paso el calculo del
caso impar y se obtiene la misma forma para las degeneraciones, de manera

que finalmente tenemos

k(k - —1—1) si r es impar,

d](ﬂPZQQ‘H) — 2q+1 (332)
k(quTq)’ si r es par,

donde 7 es el resto en el cociente entre k y 2q + 1.
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Caso p par

Para el caso en que p es par, p = 2q con ¢ € N, buscamos el niimero de

pares de enteros (mq,msy) que satisfagan en simultdneo las relaciones

k=2n+|my|+|ma| +1, (3.33)
2lg = my + mso.

De inmediato se observa que la degeneracion del autovalor A; es nula si k es par,

puesto que en ese caso no hay forma de satisfacer la primera de las ecuaciones.

Introduciendo entonces el entero b = %, reescribimos las relaciones anteriores
como
2b = 2n + |my| + |ma|, (3.34)
2lg = mq + mo.

Separamos otra vez el andlisis en casos de acuerdo a los signos dem; y ma:

I. m;y = my = 0: en este caso n = b y la segunda relaciéon se satisface

trivialmente, por lo que tenemos un tnico modo.

II. my > 0y my > 0, pero no simultdneamente nulos: en este caso la
validez simultdnea de las relaciones (3.34) requiere que la diferencia
b—n=Iq >0, por lo que [ tomara valores entre 1 —en el caso en que
n==b-—1—1y |b/q] —cuando n = 0—. Para un valor dado de I, m,
toma valores entre 0 hasta 2lq, lo cual fija ms. El nimero de modos en

este caso es entonces

o W
a3, =3 (g +1). (3.35)

=1

I[I. my <0y my <0, pero no simultdneamente nulos: podemos imitar el

analisis realizado en el caso II (con la diferencia de que n — b es ahora

un entero positivo), y obtenemos la misma contribucién que en ese caso.

IV. my > 0y msy < 0, pero no simultdneamente nulos: de las relaciones (3.34)

podemos ver que para un valor dado de n, [ puede tomar cualquier valor

3.3 Espectro del laplaciano sobre espacios esféricos tridimensionales
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entero entre —%=" y =" Como ademés n puede tomar cualquier valor

entero entre 0 y b — 1, tenemos

b—n
2117\1)1 =b+2 Z { J (3.36)

V. m; <0y my >0, pero no simultaneamente nulos: podemos repetir el

analisis realizado en el caso IV, obteniendo el mismo niimero de modos.

La degeneraciéon para k impar viene dada entonces por la suma de estas
contribuciones, a la que hay que sustraer el nimero de modos que fueron
contados dos veces: (my,ma) = (lg,0) y viceversa, que son en total 4 |b/q].
Recuperando k& = 2b + 1 obtenemos finalmente
k (1 +2 {Z—ZD , si k esimpar,

dl(cpzzq) — (337)

0, si k es par.

3.3.3 Célculo de las degeneraciones del laplaciano

. . ./ .
sobre espaclos prisma y pohedrlcos

En lo que sigue haremos uso de la expresién (3.11) para calcular las
degeneraciones de los autovalores del laplaciano sobre los espacios prisma
S3/ D% y los poliédricos S%/T*, S3/O* y S3/I*.

Para comenzar, notamos que si el grupo H* C SU(2) contiene al elemento
—Id, un elemento del grupo de rotaciones H C SO(3) con dngulo 6 corresponde
a dos elementos del grupo binario H* con angulos 6 y 6 + 271 respectivamente.
Ahora bien; el caracter del elemento de angulo 6 4+ 27 en la k-ésima represen-
tacion irreducible de SU(2) es, a menos de un signo, el caracter del elemento

de angulo 6:

sen(k (0 +2m)/2)  sen(km +k0/2) pasen(k0/2)

sen((0+2m)/2)  sen(w +0/2) =(=1) sen(6/2)

(3.38)
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por lo que las degeneraciones (3.11) pueden escribirse

sen(k 0y,/2)
sen(0,/2)

A = L ()M Y

; (3.39)
- |H| helr

Vemos inmediatamente que para todos estos espacios la degeneraciéon de los
autovalores de indice par es nula. Calcularemos entonces las degeneraciones

para los autovalores de indice impar.

Consideramos en primer lugar el espacio D}; como ya vimos, los elementos
de D, son p rotaciones en angulos 6,, = 2mm/p, m = 0,1,...,p—1, alrededor de
algtn eje fijo, y p rotaciones de angulo # = 7 alrededor de p ejes perpendiculares

al primero. La expresién (3.39) se escribe entonces, para k impar,

k|, sen(k@/2) N pil sen(kmm/p) sen(km/2)

m=1

d(P)
E T 9p | 650 sen(0/2)

. 3.40

sen(mm/p) b sen(7/2) ] (3.40)
La expresion entre corchetes se puede calcular facilmente; el inico término que
involucra un calculo indirecto es el segundo: para k impar la suma en cuestion
resulta [27, 58]

—, sen( kmﬂ/p) { k J
—k+2p|—|, 3.41
S 2 (341
de donde
k 1+(71)L(k—1)/2J . .
= " ([s5) + #=57==) sk es impar, (3.42)
0, si k es par.

Las degeneraciones no nulas pueden escribirse también como

(3.43)

J , si n es impar,
n
P

J+1), si n es par.

En el caso de los espacios poliédricos, teniendo en cuenta los elementos de
los subgrupos de rotacién correspondientes —que hemos listado en la seccién
3.2.2—, un célculo similar al que acabamos de mostrar da como resultado para
el espacio tetraédrico

A7) = (2n + 1) {2 m + m g 1} , (3.44)
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para el octaédrico

n

A7) = 2n+1) { M + m + m —n+ 1} : (3.45)
y para el icosaédrico

A7) = (2n+ 1) { V;J + m + m ot 1} . (3.46)
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Termodindmica del campo
escalar conforme sobre

. /] e
€SpacClos esferlcos

Usando los resultados del capitulo anterior estudiaremos ahora una teoria
escalar libre sin masa sobre cada uno de los espacios esféricos: con el espectro
del operador asociado a la teoria obtendremos las acciones efectivas y con ellas
las entropias y energias de la teoria sobre los diferentes espacios. Comenzaremos
analizando el caso de la esfera, cuyo conocimiento detallado simplificara el
posterior tratamiento del resto de los espacios. En todos los casos, usaremos
propiedades de dualidad de las series infinitas que aparecen al calcular el
determinante del operador de fluctuaciones cuanticas de la teoria para obtener
dos expresiones diferentes para la accién efectiva, ambas validas en todo el
rango de temperaturas, una de las cuales nos permite tomar facilmente el
limite de altas temperaturas, y la otra el de bajas temperaturas. Con ellas
obtendremos las propiedades termodinamicas de la teoria en ambos limites. En
el caso de la esfera, calcularemos ademas la accion efectiva por otro método,

con el objetivo de aclarar algunos aspectos confusos en la literatura.

Los célculos que presentaremos en este capitulo fueron publicados en [9].
Célculos similares fueron realizados para teorias sin temperatura sobre espacios
lente en [58, 59, 61]. El caso de temperatura finita fue estudiado en [48] sobre

ciertas modificaciones de los espacios lente.

La accién clasica para un campo escalar sin masa con acoplamiento conforme
en cuatro dimensiones a la métrica de un espacio-tiempo cuyas secciones

espaciales estdn dadas por el espacio esférico M = S3/H se escribe

1 |
1l = ; /R EN (g’“’@u¢ 06+ ¢2> , (4.1)

donde a es el radio de la esfera cubrimiento de M y donde hemos usado
el hecho de que la curvatura escalar de M es la misma que la de la esfera,
R = 6/a?. Como ya hemos visto, las propiedades termodindmicas de la teoria

pueden obtenerse de las correcciones a un loop a la accién efectiva luego
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del confinamiento del tiempo euclideo al intervalo finito [0, 5], imponiendo al
campo condiciones de contorno peridédicas en esta variable. Como describimos
en el capitulo 2, la accién efectiva puede ser calculada entonces como el
determinante del operador de fluctuaciones cuanticas de la teoria, que en este
caso se escribe

_jg 9, (9"\/50,) + ;2 (4.2)

actuando sobre el espacio S x M; dicho determinante puede ser calculado

A=

por medio de la regularizacién de la funcion zeta del operador.

Usando los resultados del capitulo 3 vemos que los autovalores del operador
(4.2) sobre el espacio S* x M vienen dados por A = (271/5)? + (k/a)?, con
Aog = (k/a)? el k-ésimo autovalor del laplaciano conforme sobre el espacio
esférico M. La parte térmica no introduce ninguna degeneracién adicional,
de modo que las degeneraciones en este caso son las mismas que sobre el
correspondiente espacio esférico, que hemos calculado en aquel capitulo y que
denotamos d;H). La presencia del acoplamiento conforme a la curvatura escalar
se traduce en una traslacion de los autovalores de la parte espacial con respecto
a los del laplaciano (2.16), que, como veremos, resulta fundamental para evitar
la aparicién de modos cero y la consiguiente presencia de ambigiiedades en la

derivacion de las cantidades termodinamicas.

La accion efectiva a temperatura finita puede calcularse entonces a partir

de la funcién zeta

0o 2 27—
) =S () ()]
I€Z k=1 8 a
donde, por no ahorrar prolijidad, hemos introducido el regulador u, aunque no
sera relevante porque la teoria es conforme y entonces la funcién zeta se anula
en s = 0 —como es conocido que sucede para teorfas en dimensién impar [49]*

y como podremos verificar al final de los calculos—.

En lo que queda del capitulo calcularemos las acciones efectivas a tempera-
tura finita para la teoria escalar conforme sobre los distintos espacios esféricos.

Por simplicidad, denotaremos a las cantidades correspondientes a la teoria

1 Esto es asi porque en dimensién impar no es posible construir un invariante local a partir
de la métrica y sus derivadas que tenga las dimensiones adecuadas, pero podria cambiar
si el espacio tuviera borde [24].
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sobre el espacio esférico S' x M a veces con un indice M y otras veces con

un indice H, omitiendo en la notacién toda referencia a la temperatura.

41 ACCi(/)H efectiva sobre 1& esfera

Para el caso en que la variedad espacial M es la esfera S®, usando las

degeneraciones obtenidas en la seccién 3.3, la funcién zeta se escribe

Cos(s M%%’;la [(2;;1) n (S)QI R . (4.4)

Como ya dijimos, queremos usar la funcién zeta de la teoria para escribir
la accién efectiva de formas que nos permitan obtener los limites de altas y
bajas temperaturas de las cantidades termodinamicas. Separaremos entonces
el problema en dos partes: para obtener el desarrollo a altas temperaturas
de la accion efectiva haremos una inversion en la suma sobre k£ con la que
tendremos una expresiéon donde sélo un ntimero finito de términos no esta
suprimido exponencialmente con a/f, mientras que para obtener su desarrollo
a bajas temperaturas tendremos que hacer una inversion de la suma sobre [,
como resultado de la cual tendremos una expresiéon donde la mayoria de los

términos estd suprimida exponencialmente con [3/a.

Expresion 1til para tomar el limite de altas temperaturas

Con el fin de obtener un desarrollo a altas temperaturas de la accién efectiva,

comenzamos escribiendo la funcién zeta (4.4) como

(oo (5) = () Y5 K [(27””) +k2] ) : (4.5)

I€Z k=1

Como el sumando es invariante ante el cambio [ — —[, obtendremos una
simplificaciéon en los célculos si separamos de esta expresion el término [ = 0,
escribiendo (gs(s) = (5°(s) + ¢ #0( ). Vemos inmediatamente que la contribu-

cién del término [ = 0 se escribe

(6&%(s) = (pa)* Z ™72 = (pa)*Cr(2s — 2). (4.6)

k=1

4.1 Accion efectiva sobre la esfera
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Notemos que la contribucién de este término a la accién efectiva coincide
con la accién efectiva de la misma teoria a temperatura cero sobre el espacio
euclideo S* —una propiedad que vale para todos los espacios “térmicos” de
la forma S x M y que encontraremos con frecuencia a lo largo de la tesis—.

Dicha contribucién es

Pfgzso — CR(?’) . (47)

472

La contribucién de los modos [ # 0 puede ser dividida en dos términos,

(20(s) = (ua>25{ >y [k ¥ (”ga)] (43)

=1 keZ

_ Z <2lga> é [k2 + (Tﬂ ) } :

donde hemos usado el hecho de que el término k = 0 es nulo para extender las

sumas sobre k al conjunto de todos los enteros. Llamemos (;(s) a la primera
de las sumas dobles entre llaves en la expresion anterior, y (»(s) a la segunda.
Podemos escribir la potencia de la cantidad entre corchetes en (i(s) en la

representacion del tiempo propio de Schwinger,

Cils) = 3_1 ZZ/ T e (2nal/ﬁ)] (4.9)

l 1 keZ

e invertir la suma sobre k usando la férmula de Poisson (2.22) para obtener

C1<S) _ ( \/_ Z Z/ dt ts———l —m2k3/t —(217ra) t/B2 (410)

F( =1 k€eZ

Escribiendo explicitamente el resultado de las integrales [1] y teniendo en

cuenta que s(s — 1)['(s — 1) = ['(s + 1), obtenemos

Gi(s) = (pa) 31(—‘5 — )7 {F(s _ %) (27W> ) Cr(2s — 3) (4.11)

+ Qi 3 <QBCZ>2_SKS_§ (47T2lka/ﬁ> } ,

donde K, (z) es la funcién de Bessel modificada de orden v y argumento .
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Procediendo andlogamente puede obtenerse la extensién analitica de (5(s),

para la que resulta

2ma

1) ()3_28gR(2s —~3) (4.12)

I VIOREVES F
Ca(s) = {F( 3

['(s)

=1 k=1

23y <2m> (2‘2)5_8&_; (4n%1ka/B) } |

Combinando las expresiones (4.6), (4.11) y (4.12) puede verificarse que la
zeta se anula cuando su argumento es cero, como tiene que ser tratandose
de un problema sobre un espacio tridimensional sin borde, en el que no hay
anomalia de traza. Por esa misma razén su derivada se efectia facilmente, y

obtenemos para la accion efectiva la expresién

b ) a
ST 45 8

1 & 47T2k:la Ar?kla ) 2
— Z + < ) e~AmHMa/B - (4.13)
s Py 5 5

Notemos que esta expresion es valida en todo el rango de temperaturas, y
que permite obtener directamente el limite de altas temperaturas: para 5 — 0,
la segunda linea tiende exponencialmente a cero y sélo quedan los dos términos
de la primera linea. De éstos, el segundo término —que diverge— es el de
volumen, que es extensivo y tiene la dependencia usual de Stefan-Boltzmann con
la temperatura. El primero es la contribucion del modo [ = 0, que no depende
de la temperatura ni del volumen del espacio, que llamaremos en adelante
simplemente término constante y que, como veremos, tendra que ver con una
contribucion topoldgica en los demas espacios esféricos. Como se menciona
en [80], este mismo término es el que en [96] —donde se calculan funciones
de particién en la esfera S°— se obtiene como la contribucién perturbativa.
Al final de esta seccién haremos un comentario sobre la no aparicién de este

término en algunos articulos previos a nuestro trabajo.

4.1 Accién efectiva sobre la esfera
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Expresion 1til para tomar el limite de bajas temperaturas

Consideramos ahora nuevamente la funcién zeta (4.4) con el objetivo de
obtener para ella una expresién que permita tomar el limite /a — oco. Para

eso la escribimos en primer lugar como

o= () g2 () o]

0, en términos del tiempo propio de Schwinger,

Cg3(s) = F(l ( ) ZZkP/ di 51 e~ |BR/2m)*+ 2]t (4.14)

I€Z k=1

Usando ahora la inversién (2.22) en la suma sobre [ obtenemos

o) = 305 (7 )

El término [ = 0 de la suma resulta

(pa)*BT(s - 3)
o/ma ()

mientras que para los términos con [ # 0 podemos aprovechar la simetria de

Z k2Z/ dt ts 5k/27ra)2t —(7rl)2/t

k=1 leZ

C55°(s) = Cr(2s —3), (4.15)

reflexién en [ y escribir, una vez resueltas explicitamente las integrales,

=55 () S () e (019

Combinando las ecuaciones (4.15) y (4.16) vemos que se verifica (g3(0) = 0, y

podemos obtener la accién efectiva

p
Tss = 5-Ca(—3) — Z k2z KI (klB/a) , (4.17)
k=1
o, usando la expresion para la funcién de Bessel modificada K 1 (x) en términos
de exp(—z),
00 oo _—klB/a
Igs = f — > K ‘ 2450 + Z k?log(1 — e *P/a) . (4.18)

k=1 =1
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Haremos ahora una digresion en el camino hacia la obtencion de las can-
tidades termodinamicas sobre los distintos espacios esféricos para comentar
brevemente cémo la aplicacién de la llamada férmula de Abel-Plana a la serie
en el desarrollo (4.18) de la accién efectiva a bajas temperaturas da como
resultado el desarrollo (4.13) a altas temperaturas. Una sutileza en este célculo

hizo que los autores de [65, 67] no obtuvieran el término constante.

. . /
Otra forma de regulamzar Series (O por que algunos autores no

. / .
obtlenen el termino constante)

En esta tesis usamos principalmente la regularizacion zeta para dar sentido
fisico a expresiones en principio divergentes. Como ya vimos, podemos usar
representaciones integrales como la del tiempo propio de Schwinger (2.20) para
transformar una serie en una integral de la que podamos aislar el valor en
el punto de interés. Sin embargo, existen tantos métodos de regularizacion
analitica como formas de definir una extension analitica a un punto uno pueda
imaginar. Uno de estos métodos consiste en usar el teorema de los residuos
para escribir la serie como la integral sobre un contorno en el plano complejo
de una funcién con los polos adecuados. Esto da lugar a la llamada formula de
Abel-Plana.

Sea f(z) una funcién analitica en el semiplano z > 0 del plano complejo
z =z + iy, tal que e *™|f(z + iy)| — 0 uniformemente para todo valor de =z

miz 1), que tiene polos

cuando |y| — oo. Consideremos la funciéon f(z)/(e
simples en los puntos z, = n € Z, con residuos R,, = f(n)/2mi respectivamente.
Sea € € (0,1), y C el contorno en el plano complejo formado por la semirrecta
y = €, la semicircunferencia de radio € que rodea al origen por la izquierda y
la semirrecta y = —e, como se muestra en la figura 4.1. Del teorema de los

residuos resulta

if(n) = j{jdzegﬁézzl. (4.19)

Como la funcién f(z) es analitica en el semiplano derecho del plano complejo
y se comporta apropiadamente en el infinito, podemos deformar el contorno

C al contorno C’ de la figura 4.1 —el eje imaginario, evitando nuevamente el

4.1 Accién efectiva sobre la esfera
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Figura 4.1: Contornos inicial y deformado en el método de Abel-Plana.

origen con una semicircunferencia de radio € hacia la izquierda, y cerrado por

una semicircunferencia en el infinito—. La integral (4.19) se escribe entonces

L1 f(2)
—_ 4.2
j{/ dz€2mz = / dy 2 Res(e%m ST O) (4.20)

+1 / dy 627”/

Ahora bien; para la primera de las integrales en y tenemos trivialmente

1 — 6727ry + 6727ry

| v _%y: |y flay) — (4.21)

:—i/ooodxf(xqw'e)—i—/:odyeigigi)l,

que, con el resto de la expresién (4.20), nos permite escribir finalmente, tomando

el limite € — 07, la férmula de Abel-Plana

2f(n)—;f(0)+/ooodx —1—2/ ay! 627; (;iy). (4.22)

Queremos ahora aplicar la formula de Abel-Plana a la serie en (4.18), para
lo que tenemos que considerar la funcién g(z) = 2% log(1 —e~*/%). Observamos

en primer lugar que esta funcién no es analitica en todo el semiplano derecho del
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plano complejo: en efecto, g(z) es multivaluada y, aunque podemos elegir sus

cortes de ramificacion hacia afuera del semiplano derecho, no podemos evitar

los puntos de ramificacién en los valores z, = 2”@“”2', n € Z, de su argumento.

Estos puntos yacen sobre el eje imaginario, de modo que la deformacion del

contorno C en el método de Abel-Plana debe efectuarse esquivandolos. Lo
haremos usando, en lugar del contorno C’ considerado en el caso analitico, el
contorno C” que se muestra en la figura 4.2, en el que hemos introducido una
semicircunferencia C™ de radio € € (0,1) hacia la derecha de cada uno de los

puntos de ramificacion z,, n # 0.

Figura 4.2: Contorno deformado en el método de Abel-Plana “modificado”.

El cambio del contorno deformado podria introducir alguna modificacién en
la formula de Abel-Plana. Para ver si ese es el caso, volvamos por un momento
a la derivacién anterior y notemos que la expresién (4.20) se verfa modificada

por la introduccion de las infinitas integrales sobre las semicircunferencias,

22log(1 — e=*h/9)
/cé”’ dz

. (1.23)

con n € Z. Parametrizando C(™ como z = 2, + €€, con —7/2 < ¢ < 7/2,
puede verse facilmente que esta integral se anula para e — 0, de modo que la
integral sobre C” coincide con la integral sobre C’ y la férmula de Abel-Plana

puede aplicarse a la funcién g(z) en su forma usual (4.22).

4.1 Accibn efectiva sobre la esfera
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La primera de las integrales en la férmula de Abel-Plana se resuelve

directamente para g(x) y resulta

nta?

e 2 —zfB/ay\ __
/0 dxzlog(l —e /)_—4563. (4.24)

Sin embargo, la segunda integral tiene que ser tratada con cuidado debido a la

presencia de los puntos de ramificacion. El resultado que se obtiene es

/ ay 20 62— g9(=ty) :/Owdyy?(”_&”/“) (4.25)

Y 1 627ry 1

+27TZ /

2m(n+1) a/ﬁ y2

2mna/ B 627ry -1

La primera de las integrales en el lado derecho puede ser resuelta directamente

y se obtiene

2
oy (m—Pr/a) CrB3) B
d = — . 4.26

/0 Ve i 240a (4.26)
Para resolver la integral en el término n-ésimo de la serie podemos usar en el

integrando el desarrollo en serie

1

1 [eS)
_ 27z 27z —2rwkx
e27rx71 =¢€ 1— 6727rx =€ Z € ’ (427)

e intercambiar esta nueva serie con la integral, con lo que esta tltima se resuelve

facilmente, obteniéndose finalmente para (4.18) la expresién alternativa

mta®  (R(3 ) 1 47lka Ar?lka\ 2
Faz = — 249 —4n2lka/p
S THBE T 4 47r2 l; BT T\ )¢ /

que no es otra cosa que el desarrollo (4.13) de la accién efectiva a altas

temperaturas.

En el articulo [67] se obtuvo, como aqui, el desarrollo de la accién efectiva
a altas temperaturas a partir del de bajas temperaturas por medio de la
formula de Abel-Plana. Sin embargo, los autores de ese articulo no tienen en
cuenta el cambio en los argumentos de los logaritmos, por lo que pierden el
término constante y también los términos exponencialmente suprimidos con
la temperatura, aunque a estos ultimos los obtienen en [65]. La ausencia del
término constante en los articulos [26, 105] obedece a razones diferentes: alli

se regulariza una derivada de la accion efectiva de la teoria y luego se integra
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el resultado. En el proceso, los autores descartan la constante de integracion,

que no es otra cosa que el término constante.

El lector que quiera conocer otras aplicaciones de la férmula de Abel-Plana
a la regularizacion de cantidades divergentes en Teoria Cuantica de Campos
encontrard interesante el articulo [127], donde ademaés se estudia una de sus
generalizaciones, con énfasis en calculos en el marco del efecto Casimir. Una
generalizacion de la féormula a funciones con singularidades no integrables

puede encontrarse en [71].

4.9 Acciones efectivas en el limite de altas

temperaturas

A continuacion obtendremos un desarrollo a altas temperaturas de la accion

efectiva de teorias escalares sin masa sobre los distintos espacios esféricos.

Comenzamos escribiendo la funcién zeta (4.3) como

I€Z k=1 B

Culs) = (ua)* T3 i [(2”) +k2] , (4.28)

donde, como hicimos en el caso de la esfera, hemos extraido un factor a
para obtener términos exponencialmente suprimidos con (. En los apartados
siguientes consideraremos por separado los espacios lente impares y pares, los

espacios prisma y los poliédricos.

4.2.1 Espacios lente impares

La degeneracion del k-ésimo autovalor del laplaciano sobre el espacio lente

impar M = S3%/Z,,,1 viene dada por la expresion (3.32), que reescribimos

como
k2 rk : :
J\Zeae) _ ] 2T T 30 + k, siresimpar, (4.20)
k ) k2 rk : :
5ot T — Dbl si r es par,

donde 7 es el resto de dividir £ por 2¢ 4+ 1. El primer término en ambas lineas

no es otra cosa que la degeneracion del autovalor k-ésimo del laplaciano sobre

4.2 Acciones efectivas en el limite de altas temperaturas
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la esfera S3, dividida por el orden 2¢ + 1 del grupo ciclico. En consecuencia,

insertando esta expresién en la funcién zeta (4.28) podemos escribir

CS3/qu+1 (5> = g;gj_si + (SCQqul(S) ) (430)

de donde vemos que el conocimiento de la funcion zeta sobre la esfera nos
permite obtener una parte de las funciones zeta sobre espacios lente impares.
A continuacién extenderemos la otra parte de la funcion zeta de forma similar

a como hicimos con la esfera. Escribimos primeramente

(np + 27")2 + (27;”) ]

0Cagr1(s) =

{2(1:27’ (np + 2r)

1€Z n=0
! 9 2mal Jd
+> 2(r—q)(np+2r+1)|(np+2r+1) —i—( 5 ) ;
r=0

donde por cuestiones de espacio hemos definido nuevamente p := 2¢ + 1, con
k=mnp+r para 0 <r < 2q, y donde ademas hemos separado los casos en que
dicho resto es par de los casos donde es impar y —en un abuso de notacion—
hemos denotado a ese resto respectivamente 2r o 2r+ 1. Haciendo un cambio en

el indice de la segunda suma entre llaves y reordenando factores p obtenemos
1~
2 2mal
n+2) +
o+ ()]

7 } (4.31)

Como en el caso de la esfera, separamos de la tltima expresion el término

1€Zn=0 |\ r=1

(nr1-2) (2;;5)

st = ~2(4) £E{ (e 3)

q

—Zr(n—l—l—%”)

r=1

[ =0, escribiendo 0¢, = (5(’}3:0 + (5(}07&0. Comenzamos evaluando la primera parte

—1la mas simple—, que da directamente

0Cogin(8) = =2 (i)“) qu:lr[CH(zs ~1,2) —(u(2s - 1,1 )] . (4.32)

Usando la representacion de la zeta de Hurwitz como suma de series de senos
y cosenos que puede encontrarse por ejemplo en [79, pagina 1037] y teniendo

en cuenta que cos (s — )7 = 7/T'(s)I'(1 — s), podemos escribir

5¢20,(s) = —4 <”“>25 F(i@)?gfsz;_l Sy g sen<47;nr> (4.33)

p r=1 n=1
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de donde vemos que esta parte de la funcion zeta se anula en s = 0.

En cuanto a la contribucién de los términos [ # 0, comenzamos cambiando

el indice en la segunda suma entre llaves en (4.31) para obtener

() + (2;§l )2] s, (4.34)

que para $(s) suficientemente grande también puede escribirse

S q

st = 1" S r S5 (043)

r=1 neZl=1

)28 1-2s ¢q

i) = - (435)
r=1
209\ oral \
(n+2+2 2)+<pﬁ>}

Podemos ahora extender analiticamente la doble suma infinita para evaluarla

—s+1

%

o=

en s = 0 y calcular la accién efectiva de manera similar a como hicimos en
el caso de la esfera. En efecto, escribiendo la potencia entre corchetes en la
representacion del tiempo propio de Schwinger e invirtiendo la suma sobre k,

y luego de evaluar la derivada con respecto a «, obtenemos

@ﬁmw—lﬁ 552 znw(ﬁf) (436)

r=1 [n=1
X (pﬂn) KS_%<4W2aln/p5) ,

al

que también se anula en s = 0.

A partir de las expresiones (4.33) y (4.36) podemos obtener la contribucién
de 6Ca+1(s) a la accion efectiva. Usando ademads el resultado (4.13) para la

esfera tenemos, segun (4.30),

3
Crl 1 7021 dmnr ™ (a
L9200 = 477 » b ;7“ Z:l 25N T T\ B (4.37)
i R P akl . <4ﬂ2akl>2 J—
sz k=1 k? g
3 Zq:r i i (47an> (1 + 47T2a’ln> 6—47r2anl/pﬁ .
7'[']? r=1 n,l=1 2 p pﬁ
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Podemos ver que en el limite § — 0 —en el que sélo queda la primera
linea de la expresion anterior— los dos primeros términos son independientes
de la temperatura y el volumen del espacio y, recordando que el volumen de
S3/Za4+1 es el volumen de la esfera S* dividido por 2q + 1, el tercer término es
una contribucién extensiva, con una dependencia tipo Stefan-Boltzmann con

la temperatura.

4.2.2 Espacios lente pares

Para los espacios lente de orden par, la degeneracion de los autovalores del
laplaciano con indice par se anula. En el caso particular del mas grande de esos
espacios —S3/Z,, que se conoce usualmente como el espacio proyectivo real en
tres dimensiones, y se denota también RP3—, ademés, la degeneracién de los
autovalores con indice impar es la misma que la del autovalor correspondiente
del laplaciano sobre la esfera. Esto hace que la accion efectiva sobre este espacio
pueda obtenerse a partir de la de la esfera; para verlo, escribamos en primer

lugar la funcion zeta

Coyz(s) = (ua)* YD (2n+1)°[@f + (2n +1)?] ~,  (4.38)

l€eZ n=0
donde por comodidad hemos introducido las frecuencias de Matsubara adimen-
sionalizadas @, = 2mwal/f. Sumando y restando una contribucién equivalente de

los modos pares y renombrando segtn el caso k = 2n 6 k = 2n+1 obtenemos

Csm(s) = (a3 {26 +42) " = 2k [t + k7] T}, (439)
1€7 k=1

Haciendo explicita en la notacion la dependencia en 3, identificamos al primer

término en esta tltima expresion con (gs(s, 3), y observamos que el segundo

término puede escribirse como —2272%(gs(s, 23). Si tenemos en cuenta ademéas

que (s3(0) = 0 para cualquier valor de 3, vemos que es posible obtener la

accion efectiva sobre este espacio como

Us32,(8) = Tss(B) — 4T'ss(25) - (4.40)
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Queremos ahora obtener las acciones efectivas sobre los demas espacios lente
pares. En esa direccién, partimos de las degeneraciones (3.37), y redefinimos

el indice de aquellas que no son nulas:

. 2% + 1
di7) — <2 [ T ] + 1) (2k+1). (4.41)

Haciendo k =ng+rconn € Nyyr=0,1,...,q — 1, podemos escribir

M+1)2 g—2r—1
( )+q r
q q

dS7) = (2’7" + 1) (2k+1) = (2k+1), (4.42)

donde en la ultima igualdad recuperamos, a menos de un factor ¢, la degenera-

cién sobre S%/Z,, de modo que la funcién zeta puede escribirse

CS3/Z2q(S) =

(S?’/f;(s) +6Cay(s) | (4.43)

5<2q<s>=2(‘2‘j) g[m—r—l)—r] (4.44)
2r+1)? mal ’
(”J“ 22) +<q5>]

Separando ahora el término entre paréntesis en el factor de la primera linea

—S

<Y (04 220)

1€Z n=0

dentro de la suma finita y renombrando en ese término el indice de dicha suma,

podemos escribir

—S

5Cagls) = (Ma>23(§r22{(n+1 2 | (41— 23?1)2*(7;(;)2]
(n+ Z2Y + <7;2l>2] B } (4.45)

Como en los casos anteriores, evaluamos en primer lugar la contribucion

del término ! = 0. Tenemos
La 2s g—1
=0/ .\ _ 2t
0o (8) = — 2<2q> ;r {CH (23 -1, 2—2) (4.46)
—Cu(2s 1,1 2231)}
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Esta expresion puede ser reescrita, luego de renombrar indices y usando el

teorema de multiplicacién de la funcién zeta de Hurwitz [7, pdgina 13], como

2s | g—1
5<é§°<s>=—2<53> [Z(zrm@( SLg) — (2 - 1) |

r=0

que, sumada a la contribucién correspondiente de S/ Z,, reproduce el resultado
reportado en [58].

La contribucién de los modos con [ # 0 puede evaluarse de la misma forma

que en el caso impar, resultando

1673/ 2l oo
5¢20(s) = ( > Yy nsen(27m2”+1) (4.47)
qF( r=1 In=1
qBn - 2m2aln
X ( al ) Ks_g< (]ﬁ .

Reuniendo los distintos resultados podemos finalmente calcular la accién

efectiva sobre los espacios lente pares, que se escribe

6Cr(3) 191 &= 1 ) 4 <a>3
ey, . = — + — r —gen(2mnZtl) - — | = 4.48
5/ Zp=24 dn?p  w o nz::l n? ( p ) 45p \ B (4.48)
e’} 2 2 2
12 Z ig 2 + 247T akl + <47T akl) 6_47.‘.2akl/6
21D S k 8 B
0 2
. % Z ig 2 + 227r2&kl + <27T2akl> e—2ﬂ'2akl/6
Tp k,lzl k B B

2
+— Z Z - Sen(27rn2”+1) (1 + 47%?”) e~ Amtaln/Bp.

ﬂ_p'r 1 nil=1

Vemos que la accion efectiva tiene en este caso la misma estructura que en
el caso impar: los dos primeros términos en la primera linea son independientes
de la temperatura y la escala espacial del espacio, el tercero es extensivo, y el

resto se anula exponencialmente cuando g — 0.
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4.2.3 Espacios prisma

Las degeneraciones sobre el espacio prisma S3/ D se anulan para los au-
tovalores con indice par, mientras que para los autovalores con indice impar,

segin (3.42), tenemos

(D) (2k + 1) L%J , si k es impar,

p (2k + 1) (EJ + 1) , sikespar, (4.49)

2%k+1 —

que puede reescribirse en términos de las degeneraciones (4.41) sobre los
espacios lente de orden par como
o) _ 1y (=D

dopin = 2d2k+1+ 5 (2k+1) (4.50)

De este modo, la funcién zeta resulta

L sy (5) + 6C(s) (4.51)

Cs3/ps () = 2

donde denotamos d( a la contribucion correspondiente al segundo término en

(4.50), que no depende explicitamente de p:

(2k+1)% + (27””)2] L (4.52)

6¢(s) ZZ ) (2k + 1)

I€Z k=0

Procedemos con esta contribucion imitando lo que hicimos con los espacios
lente. Para empezar, separamos de la suma sobre k los términos con indice par
de los términos con indice impar, de modo de aislar el signo negativo, con lo

que tenemos

Z (4.53)

(4k + 3)2 + ( 2;“1 )2] R } .

Consideramos primeramente el término [ = 0, que resulta

.
(4k +1)% + (27“”)

5¢(s) = W) : Z{g (4k + 1)

leZ

_S 4k +3)
k=0

2541—28

5Cl:0(3) — (:UJa>

(-1 — (-] @5y

4.2 Acciones efectivas en el limite de altas temperaturas
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Para obtener el desarrollo a altas temperaturas del resto de los términos,
renombramos el indice en la segunda suma entre llaves en (4.53), con lo que

tenemos

00 9 2717%
5C1*0(s) = (ua) Z SO 4k +1) | (4k + 1) + < mz> ] . (4.55)
=1 keZ

B

La extension analitica de esta expresion a una regiéon que contenga al valor

s = 0 puede obtenerse escribiendo en primer lugar

—s+1

2
(4k + a +<27;al>] . (4.56)
a=1

Cl#O( 1_8 ZZ

l 1k€Z

donde para valores de R(s) suficientemente grandes podemos intercambiar el
orden de la derivada y las series. Por otra parte, la doble suma de la potencia
entre corchetes puede reescribirse, de manera andloga a la utilizada en los

casos anteriores, en la forma

2s . foe)
5C7(s) = \/_ o Z Z elfakA di £5— 31 p—H(2mal/B)>—(mh)? /16¢

8F =1 keZ

a=1

0, resolviendo explicitamente la integral sobre t y evaluando la derivada con

respecto a a,

5¢'70(s) = ™ (pa)™ fj (1) k (8‘“>_ Ks_(n*kla/B).  (457)
kl=1
k impar

Luego de sumar todas las contribuciones, la accién efectiva resulta

_ 3G 2r 41 G
1—‘53/[); = 1671'2 Z Z — Sen<27rn ) p (4.58)
7T4 (CL)S 2 = k1 7T2a]€l 2
_ ~] - = Z (_1)|_§J — 1+ e T kla/B
180p \ B T o k2 B
k impar
oo i 2]
1 3 1 94 247T2akl n 47r2l€la> o—inZakl/B
2mp 5 K| p g
oo [ 2]
1 3 1 54 227r2akl n <2W2kla> o—2n2akl/f
2mp 5 K| p )]
+ — Z Z — Sen(27m2r+1) (1 + WL) o—2m2Ina/pp
7Tp r=1 n7 =1 ﬁp ’
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donde G es la constante de Catalan, G = 0,915966. ... Esta accién efectiva
tiene la misma estructura de términos que en los demas espacios: la linea
de arriba contiene las contribuciones independientes de la temperatura y el
tamano del espacio, el primer término de la segunda linea es extensivo y el

resto es suprimido exponencialmente a altas temperaturas.

4.2.4 FEspacios poliédricos

En el caso de los espacios poliédricos, podemos evitar un nuevo calculo
si notamos que las degeneraciones del laplaciano (3.44) a (3.46) sobre estos
espacios pueden escribirse en términos de las degeneraciones (3.37) sobre
espacios lente de orden par. En efecto, en todos los casos mencionados las
degeneraciones de autovalores de indice par son nulas, mientras que las de

autovalores con indice impar pueden reescribirse facilmente como

« 1
T (Z (Z 4
dénJr)l = d2n(jr)1 + dQni)l 2déni)1 3 (459)
0*) (Z
dénJrl d2n+1 + d2n+1 + d2n+1 - 7d2n%r)1 )
I* A Zs) Z. (Z
dgn—i)-l - §dgn$% + déni—l + ngnj-)l - 7d2ni-)1

Esto nos permite escribir las funciones zeta sobre estos espacios como
las correspondientes combinaciones de funciones zeta sobre espacios lente
pares. Este resultado puede encontrarse en la literatura bajo el nombre de
descomposicion ciclica'y fue utilizado en [42] para calcular la energia de vacio

de una teoria escalar sobre ciertos cocientes de la esfera bidimensional.

Con esto, las acciones efectivas en este limite pueden obtenerse facilmente
como las respectivas combinaciones de acciones efectivas (4.48). Seria engo-
rroso escribir aqui explicitamente todos los casos; digamos solamente que la
estructura de términos es similar a la de los espacios lente pares: un término
extensivo proporcional al cubo de la temperatura, términos constantes (inde-
pendientes de la temperatura y el volumen del espacio) y términos que decaen
exponencialmente con la temperatura. Que el término extensivo en las acciones
efectivas sobre los espacios lente pares corresponde a un término extensivo en
los espacios poliédricos puede verse del hecho de que los coeficientes en las

combinaciones (4.59) son tales que en los tres casos la suma de 1/2¢ sobre los

4.2 Acciones efectivas en el limite de altas temperaturas

o7



58

valores de ¢ que aparecen en la correspondiente combinacion da como resultado

la inversa del orden del grupo correspondiente.

4.3 Acciones efectivas en el limite de bajas

temperaturas

Calculamos ahora los desarrollos a bajas temperaturas de la accién efectiva
de la teoria escalar conforme sobre los distintos espacios esféricos. Si llama-
mos A? a los autovalores del laplaciano conforme con dj, las correspondientes
degeneraciones, la accion efectiva a temperatura finita para el campo escalar

conforme se escribe

(o.9)
I'=BEy+ Y diplog(l —e "), (4.60)

k=1
donde Ej es la energia de vacio (apropiadamente regularizada) a temperatura
cero. Para demostrar que esto es asi buscamos un desarrollo a bajas tempe-
raturas de la accion efectiva, para lo cual comenzamos escribiendo la funcién

zeta como

o= (2 g2 ]

I€Z k=1

o, usando la expresion para la potencia entre corchetes en términos del tiempo

propio de Schwinger,

Cozm(s) = F(l <27T> szk/ dt $5-Le—tP+OwB/2m%]

leZ k=1

Hacemos ahora una inversion de Poisson de la suma sobre [ y separamos en la
expresion resultante el término [ = 0. Tenemos, una vez resuelta la integral

sobre t,

1=0 6#25 ( _% C>Qd)\12s 461
(o) = 5 = piy 2 e (1.61)
k=1

y analogamente para los términos con [ # 0,

(5 (s) = 26(%) S 22@5[) Ky (W8, (462)

k=0 =1
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Tomando ahora la derivada con respecto a s, y teniendo en cuenta la definicién

de la energia de vacio,

S

I, & 2\3~
Eq = ; lim k§::1 e (\)* (4.63)
tenemos

00 27\—1/2
Uz = BEy — 2\/_2 dy, Z ()\ é) %()\kﬁl) (4.64)
k=1

Usando la expresion para la funcién de Bessel K (x) en términos de exp(—x),
e identificando la serie en [ resultante con la serie de Taylor del logaritmo,

podemos poner esta tltima expresion en la forma (4.60).

Vemos entonces que la tinica contribucién a la accién efectiva que no se anula
exponencialmente cuando la temperatura tiende a cero es la correspondiente a
la energia de Casimir. A continuacion calcularemos esta contribucién para los

distintos espacios esféricos.

4.3.1 Espacios lente

Comenzamos calculando la energia de vacio sobre espacios lente de orden
impar. Usando las degeneraciones del laplaciano sobre el espacio S%/Z,,.1 en la
forma (4.29) vemos que, como pasaba antes para la funcién zeta a temperatura

finita, la energia de vacio puede escribirse como

E
0,5°
2¢+1

E0753/22q+1 - (5E072q+1 5 (465)
donde Ej g3 = 1/240a es la energla de vacio en la esfera, que es bien conocida
[72], y ademds puede leerse de la ecuacion (4.18). La parte restante viene dada

por

r=0 2q + 1

1 7 2s—1 - = 2r+1 2—2s
0Eo 2441 = 5 £1_I>I(l)a nzz:o > (1 n(2¢ + 1) + 2r + 1]

q

“ 25,

n(2q +1) + 217 } . (4.66)

donde, como en la seccién 4.2.1, escribimos k = n(2g + 1) + 7, con 0 < r < 2g,

y renombramos a este resto llamandolo 2r 6 2r + 1 segtn sea par o impar.

4.3 Acciones efectivas en el limite de bajas temperaturas
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Siguiendo un camino similar al recorrido en aquella secciéon y tomando el limite

s — 0 podemos obtener la expresion

2 —I— 1 Admnr
0Eo 2411 = 2472 Z Z — sen <2q n 1) . (4.67)

Finalmente, podemos resolver explicitamente las sumas restantes, con lo que ob-

tenemos una expresion para esta contribucion que sumada a la correspondiente

en la esfera da como resultado

(2 +1)*+10(2¢ +1)2 — 14

720a(2q + 1) (4.68)

Eo.53/2500 = —

Pasamos ahora al calculo de la energia de vacio sobre espacios lente pares
S3/Zs,. Consideramos en primer lugar la energia de vacio sobre 5%/ Z,, que

puede obtenerse facilmente de la definicién (4.63):

7
240a

1 [e.e]
Eo,532, = 3 £1_rg(1) a2k 4+ 1) = — (4.69)
k=0

Para analizar los demas espacios lente pares comenzamos escribiendo la

energia de vacio como

Eo.s3/2,

E0753/Z2q = + 5E0,2q ) (470)

de manera andloga a la que nos llevé a la expresién (4.43) para la funcién zeta.

El segundo término viene dado por
1 > _
0Eg2q = 2hma251z (g—r—1) —T22nq+27’+1)2 2

donde hemos escrito k = 2ng + 2r + 1, con 0 < r < g — 1. Procediendo como
en la seccion 4.2.2, tomando el limite y resolviendo las sumas resultantes, y

sumando la contribucién (4.69) con el factor adecuado, obtenemos finalmente

5 _ (29)* +10(29)* — 14
0,5%%2q = 720a(2q) ‘

(4.71)

Cap{tulo 4 Termodinémica del campo escalar conforme sobre espacios esféricos



Notemos que las expresiones (4.68) y (4.71) tienen la misma forma; en

efecto, podemos escribir para la energia de vacio sobre el espacio lente S%/Z,

pt+10p* — 14
720ap

Eo 537, = — (4.72)
que coincide con el resultado calculado en [58, 59] directamente desde la
teoria sin temperatura —en un caso usando las funciones generatrices de las
degeneraciones y en el otro a partir del célculo de la densidad de energia (Ty)

en términos de los generadores de SU(2)—.

La accién efectiva sobre el espacio lente S%/Z, tiene entonces la forma

14 — 10p® — p* B _
240 Blay
720p +0(e)

Ussyz, = (4.73)

4.3.2 Espacios prisma

Para obtener la energia de vacio sobre el espacio prisma S%/ Dy usamos la

expresion (4.50), que nos permite escribir

1

EO,S?’/D; = 5 075'3/221) + (SEO 3 (474)
con
ol e k 2-2s
dFEy = 1 £1£I(1]a I;)( D2k 4+ 1) (4.75)

Procedemos ahora de manera similar a la utilizada en el apartado anterior
y, luego de tomar el limite, obtenemos facilmente FEy = —1/8a, con lo que

tenemos

8p* + 20p? + 180p — 7
1440ap ’

Eo,s3/p; = — (4.76)

que coincide con los valores reportados en [58] —lo que a primera vista no es
evidente, pero puede deducirse rastreando alli un error de tipeo en la expresion
final—.

4.3 Acciones efectivas en el limite de bajas temperaturas
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4.3.3 Espacios poliédricos

Para los espacios poliédricos, al igual que en el caso de altas temperaturas,
utilizamos las expresiones (4.59) para las degeneraciones, con lo que la energia
de vacio en cada caso puede escribirse como una combinacién de energias de
vacio sobre determinados espacios lente pares. Haciendo explicitamente cada
combinacién resultan los valores

3761 11321
By qape = ———10— By gsjop = ————o" 477
0.8%T 360 x 24q 0,5%/0 360 x 48a (4.77)
43553
By aaype = ———029°
0.5%/1 360 x 1200’

que son los mismos que los obtenidos en [58, 59].

4.4 Propiedades termodindmicas de la

/
teoria

A partir de los resultados de lo que va del capitulo podemos obtener las
propiedades termodinamicas de la teoria escalar conforme a temperatura finita
sobre los distintos espacios esféricos. A riesgo de ser reiterativos, notemos para
comenzar que las acciones efectivas sobre todos los espacios esféricos tienen la
misma estructura de términos: a altas temperaturas, hay un término divergente

—que es extensivo y, como veremos, tiene la potencia de [ correspondiente
a la ley de Stefan-Boltzmann—, un término constante y términos que se
anulan exponencialmente cuando 3/a — 0. A bajas temperaturas, en cambio,
la estructura de términos viene dada por la expresién (4.60): ademds de
términos que se anulan exponencialmente en el limite §/a — oo, aparece una

contribucion divergente proporcional a la energia de vacio de la teoria.

Puede verse que en todos los casos en el limite 5/a — oo de bajas tempe-
raturas la energia y la energia libre coinciden, y la entropia se anula exponen-
cialmente. Esto es compatible con la formulacién de Planck de la tercera ley
de la Termodindmica [85, seccién 8.2], y puede explicarse por el hecho de que
el estado fundamental es no degenerado [151]. Los valores de la energia en este
limite para los distintos espacios esféricos pueden leerse en la secciéon anterior
y, como se ha dicho alli, coinciden con los obtenidos anteriormente por otros
autores [58, 59].
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A modo de resumen de los resultados en este limite, en la figura 4.3
mostramos los valores para la energia de vacio adimensionalizada Fy = aFEy en
funcion del orden del grupo de isotropia para los espacios lente y prisma de
orden mas bajo. Los graficos son compatibles con el comportamiento asintotico
cubico de dicha cantidad para ambas familias de espacios, como era evidente
de las expresiones analiticas (4.72) y (4.76). Del gréfico descubrimos ademés
la coincidencia de las energfas de vacio sobre el espacio prisma S3/ D} y el
espacio lente S3/Z;: esto se entiende al notar que los grupos de isotropia
correspondientes son isomorfos; en efecto, evaluando las expresiones (3.37) y
(3.42) para estos casos particulares podemos ver que las degeneraciones del

laplaciano sobre ambos espacios coinciden.

Eo s3/1
A TS R P N | H‘
* |
* o 5 10 15 20
O
O
r *
_0‘5f . 0
*
r O
-1.01
I *
_1'5f *

Figura 4.3:

Energia de vacio en funciéon del orden del grupo para los primeros
espacios lente (estrellas) y prisma (circulos).

En cuanto al limite 3/a — 0 de altas temperaturas, la energia resulta

mtad

By ~v — 4.78
SYH 5| H |t (4.78)

que es una cantidad extensiva. En particular, esto significa que —distinto a
lo que sucedia en el limite de bajas temperaturas— cocientes de la esfera con
grupos del mismo orden tienen en el limite de altas temperaturas la misma

energia.

Usando las cantidades adimensionalizadas £ = 2mwa/f y E = aF, podemos
ver que para la esfera los limites de bajas y altas temperaturas de la energia
satisfacen la relacién € 2E(€) = €2E(1/€). Esta simetria de inversién en la
temperatura se cumple no sélo en los limites sino para valores arbitrarios de &,
como puede verse haciendo las correspondientes derivadas en las expresiones

(4.13) y (4.18). Esta propiedad fue estudiada por primera vez en [28] para la

44 Propiedades termodindmicas de la teoria
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energia libre en el efecto Casimir a temperatura finita. En el caso que nos
ocupa, desde un punto de vista matematico la simetria se debe al hecho de que
los autovalores del laplaciano conforme en cuatro dimensiones son cuadrados
perfectos —dando a la funcién zeta una forma similar a la que tendria en
un toro— y fue discutida originalmente en [35] para teorias conformes en
dimensién par, y en [62, 105] para el caso particular de campos escalares
sobre la esfera tridimensional. Fisicamente, este tipo de simetrias relaciona
una cantidad universal —el limite de altas temperaturas de la energia— con
una cantidad —la energia de vacio— que en espacios curvos podria depender

a priori del esquema de regularizacion utilizado [12].

En cuanto al resto de los espacios esféricos, vemos que las correspondientes
energias no cumplen esta relacion. No obstante, puede verse que para los
espacios lente la acciéon efectiva satisface una relacion similar donde la cantidad

¢ involucra al orden p del grupo de isotropia en el limite p — oo [135].

Volviendo al calculo de las propiedades termodinamicas de la teoria, anali-
zamos ahora la entropia, que observamos que en el limite de altas temperaturas

tiene en todos los casos una estructura de términos similar:

At (a)®
S, ~—— =] +5 , 4.79
it~ g (5) + Soao (4.79)
donde el primer término es extensivo y tiene la forma usual de la entropia de
Stefan-Boltzmann —en particular, es positivo y diverge en el limite § — 07—,
y So no depende de la temperatura ni del volumen del espacio, y donde el
resto de los términos, que no hemos escrito, se anula exponencialmente con la

temperatura.

El término constante Sy es negativo en el caso de la esfera y positivo en
el resto de los espacios. Como ya senalamos, en la entropia sobre la esfera
resultados anteriores de otros autores [26, 67, 101, 105] no tenfan este término,
que si se obtuvo en [54] para espacios lente y en el caso de la esfera en [112],
donde ademads se mostrd que es necesario para que el cociente entre la entropia y
la energia en teorias libres en cuatro dimensiones satisfaga la cota de Bekenstein
[19] independientemente del ntimero de especies presentes, y para que dicho
cociente no resulte divergente a bajas temperaturas en el caso de la teoria
N = 4 SYM. Por otra parte, puede verse inmediatamente que Sy es una
cantidad subaditiva; en efecto, la suma de Sy g3/ para |H| copias de S3/H es

siempre mayor que S gs.
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Para evitar el término divergente y aislar de alguna manera la informacion
acerca de la topologia de los espacios, podemos tener en cuenta la diferencia
entre la entropia sobre el espacio esférico y la de la esfera dividida por el orden
del correspondiente grupo de isotropia, a la que, luego de tomar el limite 3 — 0

para eliminar los términos exponenciales, llamamos entropia topologica:

. 1
Stop,S3/H = %lil(l) [SSS/H - |m553] . (480)

En la figura 4.4 mostramos los valores de Sy, para algunos de los espacios
esféricos en funcion del orden del grupo correspondiente.

Stop,S3/H
*
[ *
10T *
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** o ©
2r ** 0]
[ ** ) O
[ ** 0) O
*‘L@* o Y T |H‘
10 20 30 40

Figura 4.4: Entropfa topolégica en funcién del orden del grupo para los primeros
espacios lente (estrellas) y prisma (circulos).

Para finalizar el presente capitulo notemos que, a pesar del nombre que
le hemos dado, no debe confundirse la entropia topoldgica con una verdadera
entropia, al menos en el sentido usual del término; en particular, este término
no tiene un comportamiento creciente con la temperatura (lo que si sucede para
las entropias completas Sgs/p7, para las que ademas se cumple 0F /0T = -85,
como puede verificarse facilmente en ambos limites). Si, por ejemplo, para
el caso particular de los espacios lente, usaramos una representacién integral
para las sumas en (4.48) como en [54], obtendriamos una expresion para la
entropia topolégica como funcién del orden p del grupo ciclico correspondiente
que puede extenderse a valores reales del pardmetro p —dejando de lado el
problema de la interpretacion del espacio—, de la que puede verse que la
entropia topoldgica es una funciéon creciente de p. En ese sentido —y, por
lo que sabemos, s6lo en ése— es plausible una interpretaciéon de la entropia
topoldgica como una entropia, con la temperatura dada por p. Volveremos
sobre esto mas adelante.
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Oh, their wild rapture! oh, their eyes like
stars and their souls again in Eden, if the

next station were unaccountably Baker Street!

— G. K. Chesterton

The man who was Thursday

A continuacién extenderemos los resultados del capitulo anterior al caso de
un campo escalar masivo sobre los distintos espacios esféricos, con el objetivo
de analizar la dependencia de las propiedades termodinamicas de la teoria con

la masa. Estos calculos fueron presentados en el articulo [10].

Consideramos entonces la teoria de un campo escalar ¢ de masa m y con
un acoplamiento £ a la curvatura del espacio esférico S3/H. La accién euclidea

para dicha teoria se escribe

-2 L toiaasnss B s s (e )] o). o0
donde g™ es la métrica del espacio-tiempo R x S3/H y R = 6/a* la curvatura
escalar del espacio S3/H, siendo a el radio de la esfera S*. En la expresion
anterior hemos separado un término en el acoplamiento a la métrica que
corresponde a la teoria conforme en cuatro dimensiones, de forma que el
acoplamiento restante sumado al cuadrado de la masa del campo puede ser
pensado como el cuadrado de la masa de un campo escalar conforme. En lo
sucesivo consideraremos el caso conforme & = 1/6, recordando que los resultados
que obtengamos pueden ser extendidos a acoplamientos arbitrarios siempre
que m? + (f — %) R > 0. La extension a otros casos —como el usualmente
considerado caso de masa nula y acoplamiento minimo— no es directa, y debe

estudiarse on otro cuidado.

Al igual que en el caso sin masa, introducimos la temperatura 1/3, con

lo que los autovalores del operador de fluctuaciones cudnticas de la teoria
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pueden obtenerse como suma de los cuadrados de los modos de Matsubara

2 con respecto a los del

y los modos espaciales, que estan desplazados en m
capitulo anterior. Las degeneraciones, en tanto, coinciden con las de la parte
espacial del operador, que hemos calculado para los distintos espacios en la

seccion 3.3.

La funcién zeta se escribe entonces

> o\ B
Csym(s) = p* z > d(H) <> +m? + () , (5.2)

k=11€Z a p
donde, como antes, p es una escala de masa que actuard como regulador
del procedimiento. En lo que sigue calcularemos las acciones efectivas de la
teoria sobre los espacios esféricos. Comenzaremos por el caso mas simple de
la esfera, analizando por separado la regularizacién de la funcién zeta (5.2)
en los distintos limites de temperatura y masa: por un lado, separaremos el
estudio en los casos de bajas y altas temperaturas, y en cada uno de esos
casos distinguiremos los regimenes de masas chicas y grandes.! A partir de
consideraciones geométricas puede verse [25] que la funcién zeta en este caso
no se anula en s = 0, lo que quiere decir en particular que su derivada con
respecto a s —y en consecuencia la accién efectiva— dependera del regulador, y
tendremos que dar argumentos fisicos para una prescripcion de renormalizacion

que elimine esa dependencia.

5.1 Accidn efectiva sobre la esfera en el

[imite de bajas temperaturas

Comenzamos analizando el limite 5 > a de bajas temperaturas. Para
obtener una extensién analitica de la funcion zeta que sea ttil para tomar este
limite hacemos, como en el caso no masivo, una inversion de Poisson en la

suma sobre los modos térmicos. Para eso reescribimos la funcién zeta como

Cos (s) =< )28§Z <5>+<§Z‘>+l L 6y

k=11eZ 2ma

L Aqui, por supuesto, se entiende que todas las escalas se miden con respecto a algin otro
pardmetro con dimensiones, en este caso el radio a de la esfera que cubre al espacio.
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de la que obtenemos, usando la representacién del tiempo propio de Schwinger

y la formula de inversion de Poisson,

kB Bm

Cos(s) = (lgf) TSy /Owdw;leUm**(%)ﬂ”ﬂ)%. (5.4)

I'(s) i =/

De la misma forma que en el caso no masivo, luego de resolver explicitamente

las integrales en los casos [ = 0 y [ # 0 obtenemos

wor= () gl gl ()] e

La contribucién de los términos [ # 0 a la accién efectiva puede calcularse

facilmente, dando como resultado

> 8
r208) = 3 K log(l _ eavk“(amV) . (5.6)
k=1
Como en el caso no masivo, esta parte de la acciéon efectiva se anula exponen-

cialmente en el limite 5/a — oo.

La contribucion del término [ = 0 involucra una suma divergente, que
tendra que ser extendida analiticamente; haremos esto de dos maneras dife-
rentes, cada una de las cuales sera util para tomar uno de los limites de la
masa adimensionalizada am. En lo que sigue, haciendo un abuso de lenguaje,
llamaremos a estos limites “de masa grande” y “de masa pequena”, aunque

—insistimos— lo que resulte grande o pequefio segtin el caso sea am.

511 Réglmen de masa grande

En primer lugar, analizamos la contribucién del término [ = 0 en (5.5) en
una forma que nos permitira tomar el limite am > 1 de masas grandes. Para

eso, reescribimos dicho término en la forma

(5'(s) = (Ma)128/6 Gt ) > {[kz + (am)ﬂ 0 (am)? [k:2 + (am)ﬂ éS} ,

Az a F(S) ke
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y usamos la representacién del tiempo propio de Schwinger de las potencias
entre corchetes y la formula de Poisson para la suma sobre k, con lo que

obtenemos, suponiendo ma # 0,

C=0(s) = (’;‘2)8 i{;(am)4_2s T(s — 2) (5.7)

++us—§)§z<2§)&%K&2@wmn@
_4@mw2§;<2£>31K;1@wmnm}.

Usando el desarrollo de I'(s — 2)/I'(s) para s pequeno podemos calcular

facilmente la derivada con respecto a s, de lo que resulta para la accion

efectiva
_ 4 3 W
ri=0(g) = _ (@) 5( 21 ) .
& (D) 35 4 \3 + og (5.8)
(am)®f &1 3(am)? B X 1
— —Ki(2 k — — K5(2 k).
+ 5 a;k 1(2mamk) + 12 a’;kz o(2mramk)

Vemos que, como esperabamos, la accion efectiva contiene una dependencia
en el regulador p. Se nos presenta entonces el problema de renormalizar esta
cantidad; en otras palabras, tenemos que decidir qué términos sustraer a la
accion efectiva de modo de obtener una cantidad con sentido fisico. En ese
contexto, notamos que en el limite de volumen infinito —am — oo, a/ — oo,
en el que el radio de la esfera es el parametro mas grande de la teoria—, donde
es esperable obtener la teoria a temperatura cero sobre el espacio plano, los
términos en la primera linea de la ecuacién anterior no se anulan; tomamos
entonces como prescripcion de renormalizacion la correspondiente a la minima
sustraccion que elimina estos términos. Dicho de otro modo, agregamos a
la accion los contratérminos necesarios para obtener una accién efectiva que
se anule en el limite de volumen infinito, donde la prescripciéon de orden
normal de los operadores de la teoria cuantica asi lo requiere [95]. Luego de la

renormalizaciéon obtenemos

3 am 2 /8 s 1 5 o0 1
Igs(B) = (47T2) - kz_:l @K »(2mamk) + - z_: z 1(2mamk)
+Z#b4yffkwmw. (5.9)
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La entropia calculada a partir de esta accién efectiva contiene sélo la
contribucion de los modos con [ # 0, por lo que se anula exponencialmente en
el limite de bajas temperaturas. La energia de vacio resulta

2 > 1 ( 3

—K5(2 k) +
47T2a kzjl 2(2mamk) + 2ma

> 1
Z K1 (2ramk) , (5.10)

y se anula exponencialmente en el limite am — oo, lo cual es también consis-
tente con la prescripcién de orden normal para la teoria sin temperatura. Esta
misma expresién para la energia de vacio fue obtenida en [66] sumando los

modos espaciales, sin pasar por la teoria a temperatura finita.

5.1.2 Régimen de masa pequena

Consideraremos ahora el caso en que la masa adimensionalizada am es

pequena. Comenzamos reescribiendo el término [ = 0 en la funcién zeta como

=0/.\ _ 95 P F(S_%) — 325 am 2=
(o) = (ot P R Sk [H—(k)] O an

y, considerando am < 1, hacemos el desarrollo del binomio entre corchetes

para obtener

1=0(.\ _ s B T(s— %) = F(% — 5)(am)*"
CS3 (S) - (/LCL) 277'%@ F(S) 7;) TL'P(% —TL—S) <R(25+2n—3)

La derivada con respecto a s de esta cantidad puede obtenerse facilmente:
la tinica sutileza proviene del término con n = 2, que derivamos usando el
desarrollo (2.36) de (g(2s+ 1) para s pequeno; la correspondiente contribucién

a la accion efectiva se escribe

ng:ao _ (CT;) 5 [log(pa/2)+1 +~] + 26(1 ni;; MCR(QR -3).

n#2

Sustrayendo la misma cantidad que en el régimen de masas grandes obtenemos

la accién efectiva renormalizada en este régimen, que resulta

8 (@m)Ps (am) B[, (may 1
Pl =500a ™ 48 @ 16 a{log(2) +4+7} (5.12)

Oy L%xam)zncﬁ:(zn —3) + fj k2 log(l - e—ix/m) .

2a = n!T(3 —n) ]

5.1 Accién efectiva sobre la esfera en el limite de bajas temperaturas
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Notemos que en el limite m — 0 esta expresion se reduce al limite de bajas
temperaturas (4.18) de la accién efectiva en el caso conforme que obtuvimos
en el capitulo previo. Puede verse también que es posible obtener esta misma
expresién tomando el limite am — 0 en el desarrollo (5.9) que obtuvimos en
la seccion anterior para am # 0. De la misma forma, la energia de vacio de la
teoria sin temperatura puede ser recuperada de esta misma expresion y esta de
acuerdo con los resultados ya conocidos [66, 72, 112]. En lo que respecta a la
entropia, observamos que no hay contribucién independiente de la temperatura,
y que los tnicos términos que quedan se anulan exponencialmente en el limite

b — oo en el que la temperatura es el pardmetro mas grande.

En lo que sigue usaremos la prescripcién de renormalizacion encontrada
para obtener la accion efectiva en una expresion 1til para tomar el limite de
altas temperaturas, donde esperamos obtener para la entropia una contribu-
cion independiente de la temperatura como el término constante del capitulo

anterior.

5.2 Accidn efectiva sobre la esfera en el

[imite de altas temperaturas

Para analizar el limite de altas temperaturas, § < a, comenzamos reescri-

biendo la funcién zeta (5.2) como

—s+1

Cor(s) = /ﬂ;(f 3 [(’;)2 +m? + (2?)2] (5.13)

kIEZ
S

e e (] [ e ()]

donde, haciendo uso del hecho de que las degeneraciones se anulan en todos

los casos para k = 0 —lo que dicho con otras palabras quiere decir que
no hay modos cero del laplaciano conforme en estas variedades—, hemos
completado las sumas sobre k a todos los enteros. Con esto, luego de escribir la

potencia entre corchetes en cada linea en la representacion del tiempo propio
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de Schwinger podemos utilizar la férmula de Poisson para la suma sobre k, de

lo que obtenemos para la funcion zeta la expresion

Cs3(s) = m (pa)™ lZ (a2/\l,o)_s+2_)2) (5.14)
4

T(s—1) Z(kﬂ)s—%(a2/\l,0>_§+%KS_% <2k‘7TM)
k=1
4 & ) .
~ T Z(kﬂ)sfi(az)\z,o)}%](s_% <2k7r\/m> ] ,

k=1

+

en la que, por razones de brevedad, hemos usado para los autovalores del
laplaciano en el caso masivo la notacion A, = (271/8)? + (k/a)* + m?. Debido
a su dependencia con [, el término en la primera linea (que no es otra cosa
que la contribucién del modo k = 0 luego de la inversién de la suma sobre k)
debe ser analizado de forma diferente en los casos mf < 27y mf3 > 27, que
llamaremos, con las disculpas del caso, “régimen de masa pequena” y “régimen
de masa grande” respectivamente, queriendo decir en el primer caso que la
masa puede ser grande, pero si tiende a infinito tendra que hacerlo de forma

de nunca superar a 27/f.

5.2.1 Régimen de masa pequena

En el caso mf < 2, luego de separar el término [ = 0 en la contribuciéon
correspondiente a k = 0 podemos desarrollar el binomio en la suma [ # 0

restante de modo de escribir dicha contribucién como

G85°(e) = (o T HE 2 [<am>“8 (.15
oma\ * X F(g —5) mp3 2"
+2 <5> nz:%n!F(% e <2W> CR(2S—|—2n—3)] .

Separando en primer lugar el término n = 2, del desarrollo (2.36) de la zeta de

Riemann para s pequeno obtenemos para la contribucion a la accion efectiva

(mﬁfn@(zn - 3)

o T s 7 (2ma ’ r(3)
' (B) = — g(am) 3 () ZW 27

B n=0 - n)
n#£2

(am)* B
32 a

[2log(pp/2m) + 2y — 2log 2] . (5.16)
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Podemos ahora agregar las contribuciones restantes y los contratérminos
correspondientes a la prescripcion de renormalizacion elegida: luego de hacerlo

la accién efectiva se escribe

4

3 2
Pgs = — %(am)g - % (Z) n 7I2(am)2g (5.17)

1 &1 1
+ o] g::l o] {1 + 2rmak + 5(27Tmak:)2 e~ 2mmak 1 O(mp),

donde los términos que no hemos escrito se anulan como potencias positivas
de mf (la suma sobre n en (5.16), que corresponde a los modos con k =0y

[ # 0) o exponencialmente con a/f (los términos con k # 0).

En el limite m — 0 en el que la masa se anula mas rapido que cualquier
otro parametro con sus dimensiones, esta expresion coincide con el resultado
obtenido en el caso conforme en la secciéon 4.1. Observamos como antes la
presencia de términos independientes de la temperatura, que ahora, sim # 0,
no son independientes del volumen del espacio sino que dependen del radio a

de la esfera a través del producto adimensional am.

Como veremos a continuacién, el limite de altas temperaturas es completa-

mente diferente cuando la masa crece mas rapido que 27 /.

5.2.2 Régimen de masa grande

En el caso mf > 21 —esto es, cuando la temperatura, incluso siendo
grande, no es mayor que la masa del campo—, ya no es util el desarrollo
en potencias de mf, de modo que en el término £ = 0 en lugar de hacer
el desarrollo binomial debemos regularizar la suma sobre [ de otra forma.
Utilizamos para dicha suma la representacién del tiempo propio de Schwinger

y aplicamos la formula de Poisson, con lo que obtenemos

(50(s) = %(?) [(”;f) F(8—2)+4§<%>_K2_5(m5l)],
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para mf # 0. Nuevamente, usando el desarrollo para s pequeno del cociente
['(s — 2)/T'(s) podemos obtener directamente la contribucién de este término

a la accion efectiva:

I’ (8) = _(am)’p [3 + 2log <M ﬂ - (am)Qg

1
32 a2 m

l2

Nk

Ko (mBl) . (5.18)

=1

Una vez mas, anadimos el contratérmino correspondiente a la prescripcion
de renormalizacion elegida, y teniendo en cuenta también los términos con
k # 0 obtenemos

Fs:(B) =— (am)Qg li ;KQ (mpl) + O (e’“/ﬁ) : (5.19)

Notemos que en el limite de masa infinita, con m > 87! > a~! la accién
efectiva —y, en particular, la parte independiente de la temperatura— se anula,
lo que se conoce como desacoplamiento de los modos masivos de la teoria
[4, 8]. Esto implica que en ese caso no se cumple la coincidencia entre los
términos independientes de la temperatura en la accion efectiva en el limite de
altas temperaturas y la accién efectiva de la misma teoria definida sobre la
esfera tridimensional, lo que si sucedia en el caso mf3 < 2x. La diferencia entre
los dos regimenes no puede entenderse si s6lo se considera la teoria en tres
dimensiones, sino que es necesario partir de la teoria en cuatro dimensiones,
donde la temperatura cumple el papel de la escala que permite discriminar

entre los mismos.

5.3 Acciones efectivas en el limite de altas

temperaturas

Para continuar obtendremos el desarrollo a altas temperaturas de las
acciones efectivas de la teoria sobre los distintos espacios esféricos. Como en el
caso no masivo, separamos los espacios lente segiin la paridad del orden del
grupo ciclico correspondiente. Consideramos ademas los espacios prisma y los
espacios poliédricos; a estos tltimos los reducimos como en aquel caso a una

combinacién de espacios lente de orden par.

5.3 Acciones efectivas en el limite de altas temperaturas
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5.3.1 Espacios lente de orden impar

En el caso de los espacios lente de orden impar, llamando p = 2q¢ + 1,

podemos escribir la funcién zeta (5.2) como

o |p—-1 p—2
C59/2201a () = 12 33 | D_(p+r)n+ 3 (np+7) (n+1)| A,
ZGZ =0 :I;ag‘ T’irmplar
1
= ;C53<3) + 0Cag+1(5) (5.20)

donde, al igual que en el caso no masivo, hemos escrito & = np + r con

r=0,1,...,p—1, y donde

6Caq+1(5) i Z Z { Z 2r (np +21) Ao

1€Z n=0
q—1

+ 202(7" —q)(np+2r+1) )‘l,ip-&-??"-&-l}'

Haciendo el cambio ¢ —r — r en la segunda de las sumas sobre r y extrayendo

convenientemente algunos factores obtenemos

§Cagin(s) = — 2 (’f) 33 ij r (5.21)

leZ n=0r=1

s (2] (2]

—(n1-2) (a1 p)2+< >+<2;§l)1_5}'

Antes de obtener una extensién analitica de esta parte de la funcién zeta

—S

que nos permita tomar el limite de altas temperaturas, queremos ver cual
es su contribucion al limite am — oo a temperatura cero, para saber si es
necesario modificar la prescripcion de renormalizacion que usamos para la
esfera y, en todo caso, qué nuevos contratérminos, si los hubiera, habria que
tener en cuenta. Para eso comenzamos escribiendo en cada uno de los términos
entre llaves la potencia de la cantidad entre corchetes en la representacion del
tiempo propio de Schwinger, y luego utilizamos la inversiéon de Poisson de la

suma sobre [, de la que nos interesa solamente el término [ = 0, puesto que
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en la accién efectiva los deméds términos se anulan en el limite §/a — oo para

cualquier valor de la masa. Este término puede ser escrito en la forma

S5 n|oe 2+ (5]
(nr1-2) (n+1—if)2+(T)2] } (5.22)

Podemos ahora reescribir cada uno de los términos como una derivada de modo

—S

=

A E

N

de absorber los factores fuera de los corchetes y hacer el cambio de indice

n+ 1 — —n en la suma del segundo término para obtener la expresion

3_s

(n+2 +oz)2+ (?)2] 2

que, si utilizamos la representaciéon del tiempo propio de Schwinger para la

L T P

P ) nezr=1

a=0

potencia entre corchetes y una inversiéon de Poisson de la suma sobre n, se
reduce a
8(am)? [ 7p?\ &
5 ar
C2q+1( ) pgr(s) Z

q
5 - > rsen(dmnr/p) Ko i(2mamn/p) .
pm

1—
n r=1

De aqui vemos que en la derivada con respecto a s todos los términos tienen una
funcion de Bessel Ky de argumento proporcional a am, de modo que la accion
efectiva se anula exponencialmente cuando am — oo, no siendo necesaria
entonces la adicién de ningtn contratérmino adicional a los correspondientes a

la prescripciéon de renormalizacion utilizada en el caso de la esfera.

Volvemos ahora a la expresion (5.21) para obtener su desarrollo a altas
temperaturas. Otra vez, es posible verificar que los términos con [ # 0 se
anulan exponencialmente en el limite a/5 — oo para cualquier valor de la

masa, por lo que sélo calcularemos el término [ = 0, que puede escribirse

(n+2+a) + (?ﬂ

Para obtener una extension analitica de esta expresion a partir de la cual

—s+1

e )ZD

s — nezZr=1

a=0

se pueda calcular su derivada en s = 0 usamos, como ya es costumbre, la

5.3  Acciones efectivas en el limite de altas temperaturas
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representacion del tiempo propio de Schwinger y la inversién de la suma sobre

n, lo que da

3

-8 [(am\? (72 L &

5ci6) = o () (0] 32 3w semlarn )Ry (2ramn/).
I'(s) \ p = = 2

Usando ahora la expresion de la funcion de Bessel Ks (x) en términos de la

exponencial e™® podemos ver que la contribucion de este término a la accién

efectiva resulta

1L &1 (2mamn Coramn
5F53/Zp 21 = z_:lr Z_:l = ( ) + 1) sen (4mrn/p)e” 2 emn/p - (5.23)

De este modo, la accién efectiva sobre el espacio lente de orden impar 5%/ 7,5, 11
puede obtenerse, segiin la ecuacién (5.20) y a menos de términos que se anulan
exponencialmente a altas temperaturas, sumando a esta contribucién la accion
efectiva (5.17) sobre la esfera dividida por el orden p = 2¢ + 1 del grupo ciclico

correspondiente al espacio lente considerado.

5.3.2 Espacios lente de orden par

Estudiaremos ahora las acciones efectivas sobre los espacios lente corres-
pondientes a grupos ciclicos de orden par. Al igual que en el caso no masivo,
comenzamos considerando el caso més simple del espacio proyectivo S3/Z,, para
el que las degeneraciones son las mismas que en la esfera para los autovalores
de indice impar, y son nulas para los autovalores de indice par. Como en aquel
caso, la funcién zeta puede escribirse en términos de la funcién zeta del mismo
operador sobre la esfera:

s S ZE] (8 o+ (3]
S [(2;)2 Pt (2;[)2] E }

= (g3(s; 3, a,m) — 227 *(gs(5;26,a,m/2) , (5.24)

—S

de donde resulta para la accion efectiva la combinacion

FS3/Z2 (67 a, m) = FS3 (57 a, m) - 4FS3 (267 a, m/2) : (525)
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Vemos entonces que es posible obtener expresiones para la accién efectiva
sobre este espacio que permitan tomar los diferentes limites de temperaturas y
masas a partir de las correspondientes expresiones obtenidas anteriormente
para la esfera. En particular, la prescripcion de renormalizacién para esta

accion efectiva puede obtenerse también de la correspondiente a la esfera.

Nos ocuparemos ahora de los restantes espacios lente correspondientes
a grupos ciclicos de orden par. Comenzamos usando la expresién (4.42) de
las degeneraciones para obtener, similarmente a lo que sucedia en el caso no

masivo, la expresion

Csyzn, (5) = j]CSS/Zz(S) T 6a(s). (5.26)

donde ahora

5 9 T ! g—r—1 1 r
Cog(8) = ZZ - (2ng +2r + 1) (5.27)
n=0r=0

2ng + 2r + 1\? 9 2l \
S (CE e

Redefiniendo ¢ —r — 1 — 7 en el primer término del primer factor entre
paréntesis y extrayendo de manera conveniente algunos factores, podemos

escribir

a<2q<>—2q< )zi{z (n+1-25) (5.28)

l€Zn=0 \ r O

| 2 2 am\’ oral V|
(n+1-22) +<2q> + <2q5>
B Zr ( M) (n+M)2+ <am>2+ <27ral>2 h
2 2 2q 2qf '

r=0 q
Como en el caso de los espacios lente de orden impar, es posible mostrar

que esta parte de la funcién zeta se anula para am — oo en el limite de
temperatura cero; al igual que en aquel caso, consideremos la expresion anterior
luego de la inversién de la suma sobre [ de la cantidad entre llaves escrita
en la representacion del tiempo propio de Schwinger: los términos con [ # 0

se anulan exponencialmente en el limite f/a — oo de bajas temperaturas

5.3  Acciones efectivas en el limite de altas temperaturas
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cualquiera sea el valor de la masa, mientras que el término [ = 0 puede ser

escrito como

—S

[N

2
(n+2’;;1+a)2+<6;21)]

Otra vez, luego de una inversion de Poisson de la suma sobre n una vez escrita

s = v D () o5

neZr=1

a=0

la potencia en la representacion del tiempo propio de Schwinger, tenemos

2\$¢—1 oo

5( Os) = 21?(0:;1 (Wau > dor>d on’ sen(2ﬁn%)Kl_s(ﬂamn/q),

2qm r=1 n=1

de donde vemos, como esperabamos, que la accion efectiva a temperatura cero

se anula exponencialmente en el limite am — oc.

Volviendo a la expresion (5.28), podemos ver que la contribucién a la accién
efectiva de los términos con [ # 0 es proporcional a exp(—a//3), anuldndose en

el limite de altas temperaturas. El término [ = 0 puede escribirse

2
(n+2§;1+a)2+<a2?>]

Usando una vez mas la representacion del tiempo propio de Schwinger para

—s+1

5Gi0(s) = — ( )ZZT

§— neZ r—1

a=0

la potencia entre corchetes y la inversiéon de Poisson de la suma sobre n

obtenemos

556 = 1 (;Z)(“‘ )Z S nesen (2 Ky, (romn/a),

2qnlrlnl

que contribuye a la accién efectiva como

1 _ (27ramn

% + 1) Sen(27m2r2:1> e~mamn/a - (5.29)

La accién efectiva sobre el espacio lente de orden par S3/Z,, puede obte-
nerse entonces —excepto términos que se anulan exponencialmente a altas
temperaturas— a partir de la ecuacion (5.26), sumando la contribucién 65 /22

y la accién efectiva (5.25) sobre el espacio proyectivo dividida por la mitad ¢

del orden del grupo ciclico correspondiente.
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5.3.9 Espacios prisma

Para calcular las acciones efectivas sobre espacios prisma en el limite de altas
temperaturas, comenzamos usando la expresién (4.50) para las degeneraciones
de los autovalores de laplaciano sobre estos espacios, con la que la funcién zeta

puede escribirse como

oy (5) = gy, (5) + 6(5). (530)

donde

2s o]
o —5 —5
0¢(s) = 5 > [(4k + DAk — (4k + 3>/\z,4k+3] ;
1€Z k=0
que puede escribirse, redefiniendo el indice kK — —k — 1 en la segunda suma,

Cco1mo

—s+1

5¢(s) = 4(%11)]6% di [(27;“) 4 (am)? + (4 +1)? (5.31)

a=1

Nuevamente, podemos ver que esta parte de la zeta da una contribuciéon a
la accion efectiva que se anula para temperatura cero en el limite am — oo:
para ello comenzamos escribiendo como en los demas casos la potencia entre
corchetes en la representacion del tiempo propio de Schwinger e invertimos la
suma sobre [, con lo que vemos inmediatamente que los términos con [ # 0 se
anulan exponencialmente en el limite de bajas temperaturas, mientras que el

término [ = 0 queda escrito en la forma

5= (s) = — 2am)’ (“‘ 2“>S S L cen(mh/2) Ko (ramk/f2),  (5.32)
[(s) dm ) = ks

de donde se observa que en la accién efectiva la contribucion de d¢ se anula

para am — oo. Esto quiere decir que la renormalizacion de la accion efectiva

sobre el espacio prisma S%/ Dy se efecttia sustrayendo a la accion original la

mitad del término que sustrajimos al renormalizar la accién efectiva sobre el

espacio lente S3/Zy,.

Para obtener un desarrollo de la accién efectiva a altas temperaturas,
volvemos a la expresion (5.31) e invertimos la suma sobre k, obteniendo una

vez mas una parte [ # 0 que contribuye a la accién efectiva como términos

5.3  Acciones efectivas en el limite de altas temperaturas
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que se anulan exponencialmente con la temperatura, y una parte [ = 0 que se

escribe
5Cl:0( ) = 7%( a)23 E ksen(mk/2) (4am> Ks_ (mamk/2)
5 16T(s) P > 7k §-s\T )

La contribucion de este tltimo término a la accién efectiva resulta

1 & k
(5F53/D* = > sen(mk/2) (1 + ﬂa;n ) e~ mamk/2 (5.33)
k=1

y la accién efectiva completa se obtiene de la expresiéon (5.30) usando los

resultados del apartado anterior.

5.3.4 Espacios poliédricos

En los espacios restantes usamos, como en el caso no masivo, las descom-
posiciones (4.59), con lo que la accién efectiva puede obtenerse en cada caso
como la correspondiente combinacion de acciones efectivas sobre espacios lente
pares. Como las expresiones no aportan informacion sustancial, para ahorrar
espacio no las mostraremos explicitamente, aunque en lo que analizaremos las

correspondientes cantidades termodinamicas.

5.4 Acciones efectivas en el limite de bajas

temperaturas

En cuanto a los desarrollos a bajas temperaturas de las distintas acciones
efectivas, un calculo similar al de la secciéon 4.3 da como resultado en todos los

casos la expresion general
I =8E" + Z d 1og(1 — eVt (5.34)

donde, como en aquella seccién, A2 = (k/a)? son los autovalores del laplaciano
cambiado de signo sobre la esfera y dlgH) las correspondientes degeneraciones
sobre el espacio esférico S3/H, y donde E(()H) es la extension al caso masivo de

la energia de vacio definida en (4.63).
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5.5 Propiedades termodindmicas

Como hicimos para el campo sin masa, analizaremos ahora las propiedades
termodinamicas de la teoria en los limites de bajas y altas temperaturas. Al
igual que en aquel caso, daremos expresiones generales de la entropia en ambos
limites e ilustraremos los resultados mas interesantes por medio de graficos

numéricos.

A bajas temperaturas, la energia y la energia libre difieren en términos que
se anulan exponencialmente cuando [3/a crece, por lo que la entropia se anula
exponencialmente y valen las observaciones que hicimos para el caso no masivo

en la seccion 4.4. En efecto, la entropia puede escribirse como

olw |8 ™

[e's) k2 + (am 2 > >
Seom = 3 di { am)® _ log (1 — emaVkHHam) )] . (5.35)
k=1

e k2+(am)? 1

de donde vemos que tiende a cero en ambos regimenes de masa cuando la

temperatura se anula.

En el limite de altas temperaturas, la entropia tiene la forma

AN N
Ses/pr ~ 15[H] <B> 6] (am) 3 + So,s3/m(am), (5.36)

donde Sy g3/ contiene términos que dependen de la masa adimensionalizada
am, asi como términos independientes de la masa y el tamafio del espacio, no
dependiendo en forma alguna de la temperatura. Esta parte de la entropia
es diferente para los distintos espacios, coincidiendo en el limite am — 0 con
el término constante en la entropia que obtuvimos en el caso no masivo del
capitulo anterior. Observamos la presencia de términos extensivos de tipo
Stefan-Boltzmann, de los cuales el dominante es el mismo que aparecia en el
caso no masivo [65, 105]. El término subdominante tiene el signo opuesto al
dominante, lo que en el caso de la esfera esta en acuerdo con los resultados

reportados en [112].

El término Sy g3/ (am), que por cuestiones de espacio no escribiremos ex-
plicitamente para los distintos espacios, depende de la masa adimensionalizada
de forma diferente para los distintos espacios; ilustramos esto mostrando en
la figura 5.1 graficos de su valor para distintos valores de la masa en el caso

de los espacios lente de orden mas bajo. Alli podemos ver que la dependencia

5.5 Propiedades termodindmicas
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con el orden del espacio tiene una forma muy diferente segtin el valor de la
masa. Una exploracion numérica sencilla muestra que rapidamente se alcanza
la “forma asintética”: para am = 10 el grafico tiene la misma forma que para

valores mayores de la masa.

Sos3/m(1) So,s1(2)
* 100 *
100 * *
* 8 *
* [ *
8r * *
* *
* 6r
6 * **
** *
e *
ar i 4 *
* *
** **
2r ** 2r ** ***
**** * ok kKK
Sekok kK . . . . |H| . . . . . |H]|
5 10 15 20 25 5 10 15 20 25
So,s%/1(5) So,s3/1(10)
*
* L
15k 150
* *
10F ** . 1001 *
* *** **
* 4 e *
s5f Xk ok ok kKK 50F ***
*****
FH Kk ok ok ok kK ko
. . . . . |H| . . . . . |H|

5 10 15 20 25 5 10 15 20 25

Figura 5.1: Parte independiente de la temperatura de la entropia sobre espacios
lente como funcién del orden del grupo para distintos valores de ma.

Con el objetivo de estudiar la diferencia en la dependencia con la masa
en los distintos espacios, exploramos la forma del término constante en el
desarrollo de la entropia a altas temperaturas en funcion de la masa para
algunos espacios lente. En la figura 5.2 pueden verse tales graficos, de los que se
observa que a medida que el orden del espacio lente crece la forma de la curva
se parece menos a la de la esfera. En todos los casos, el término constante en

la entropia diverge en el limite am — oo.

En el capitulo siguiente analizaremos en mas detalle la dependencia del
término Sy g3/ con la masa. En particular, veremos que es posible definir a
partir de él una cantidad que comparte algunas propiedades con las cantidades

involucradas en los teoremas C.
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So,s3 50,5325

4000
150f
3000
100
2000
50f
1000 ’
5 10 15
So,5%714
30f
20f
1o}
L am
2 4 6 8
50,5% 230 So0,5%2u
26k
25
241
23f
2f
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L L L L L am L L L L L am
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Figura D.2: Parte constante en el limite de altas temperaturas de la entropia en
funcién de la masa adimensionalizada para distintos espacios lente.
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La entropfa de holonomia

“Contrariwise,” continued Tweedledee, “if it
was so, it might be; and if it were so, it would

be: but as it isn’t, it ain’t. That’s logic.”

— L. Carroll, Through the looking-glass,
and what Alice found there

En este capitulo describiremos la propuesta de una cantidad C' en tres
dimensiones que se construye a partir de la entropia sobre espacios esféricos que
calculamos anteriormente. Comenzamos con un resumen del estado del arte en
lo referido a los teoremas C' en Teoria Cuantica de Campos, que esperamos

sirva también como motivacion para nuestra contribucion.

61 Teoremas C cn Teorfa Cuéntica Cle

Campos

El grupo de renormalizaciéon describe como cambian con la escala las
teorias cuanticas de campos. Tipicamente, al mover la escala de la teoria entre
altas (en el ultravioleta) y bajas energias (en el infrarrojo) la teoria se mueve
entre dos teorfas de campos invariantes de escala,! siendo ambas puntos fijos
del flujo. Este cambio de escalas puede ser pensado como un cambio en el
ntumero de grados de libertad de la teoria: en el esquema de Wilson del grupo
de renormalizacién [147], el flujo de altas a bajas energias corresponde a la
transformacion de la teoria en una teoria efectiva que no contiene los grados
de libertad de altas energias. En efecto, desde el punto de vista de la integral
funcional [121], la funcional generatriz puede pensarse como funcién de una
escala de energias —un cutoff—, de modo que la integracion funcional se hace
sobre las componentes de Fourier de los campos con impulso menor que este

valor. Al haber menos configuraciones posibles, el resultado de este proceso

I Bajo las suposiciones de unitariedad e invarianza de Poincaré, se espera que dichas teorias
sean conformes [116], lo cual estd garantizado en dos dimensiones [122].
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puede interpretarse como una teoria efectiva con menos grados de libertad que

la original.

De manera quizas mas intuitiva, el proceso puede entenderse en términos
de una escala de longitudes: dada una teoria con una longitud caracteristica,
digamos la distancia entre atomos en una red periédica, podemos hacer una
descripcion del sistema en la que consideramos el promedio sobre grupos
de atomos cercanos, sin incluir la estructura interna de esos grupos; esta
descripciéon correspondera a una teoria con una longitud caracteristica mayor,
y repitiendo este proceso de coarse-graining estaremos recorriendo el flujo hacia

el infrarrojo del grupo de renormalizacion.

En ambos casos, el proceso involucra a teorias intermedias cuyas cons-
tantes de acoplamiento dependen de la escala. Si pensamos en un espacio
de hamiltonianos posibles —en el que las coordenadas son las constantes de
acoplamiento—, la variacién de la escala se corresponde con un flujo en ese
espacio. En los extremos de las lineas de flujo tendremos teorias invariantes de

escala: los ya mencionados puntos fijos del flujo.

Un problema de larga data en Teoria Cuantica de Campos es el de definir
una medida del nimero de grados de libertad de las teorias que sea consistente
con este esquema. En particular, se espera que la cantidad que mida los grados
de libertad decrezca con el flujo entre el ultravioleta y el infrarrojo del grupo de
renormalizacién y sea estacionaria® en los puntos fijos del flujo. Si tal cantidad
existe, el flujo del grupo de renormalizacion puede pensarse como un proceso
irreversible entre ambos puntos fijos. En el anio 1986, Alexander Zamolodchikov
[152] obtuvo una funcién con estas propiedades para cualquier teoria relativista

—esto es, invariante de Poincaré— y unitaria® en dos dimensiones, a partir de
las funciones de dos puntos del tensor de energia-impulso 7),,. En particular,
esa funcién, a la que llamé ¢, es mayor en el punto fijo ultravioleta que en el
infrarrojo: cyy — c;g > 0. En estos puntos, esta funciéon puede relacionarse
con propiedades de la teoria conforme correspondiente: por un lado, coincide
con la carga central de dicha teoria, y por otro lado resulta proporcional al

valor de la anomalia de traza (esto es, el valor de expectacion de la traza del

2 En el sentido de que no cambie cuando la teorfa es perturbada por un operador relevante.
3 Estrictamente hablando, la prueba de Zamolodchikov utiliza la propiedad de positividad
de la teorfa, para lo cual es suficiente pero no necesaria su unitariedad.
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tensor de energia-impulso, que en espacios curvos no se anula, aunque la teoria

clasica sea conforme),

(6.1)

donde R es la curvatura escalar de la variedad sobre la que esta definida la

teoria.

Este teorema tiene importantes aplicaciones en Teoria Cuantica de Campos,
dado que al imponer restricciones bastante generales sobre los flujos del grupo
de renormalizacion —los flujos s6lo pueden conectar teorias conformes si la
teoria en el ultravioleta tiene carga central mayor que la teoria en el infrarrojo—
proporciona un mapa del espacio de teorias posibles en dos dimensiones, en el
que por ejemplo no puede haber curvas cerradas. Esto aporta informacién de
la relacién entre diferentes teorias conformes, permitiendo ordenar las teorias
segin clases de universalidad [33], y puede ser usado fuera de los puntos fijos
para obtener informacién acerca de la dependencia de escala del modelo como
en [94].

Como la prueba del teorema requiere propiedades muy generales de la teoria
como la existencia de un tensor de energia-impulso conservado, la anomalia de
traza, la invarianza de Poincaré y la unitariedad, de inmediato se buscé una
generalizacion a teorias en més dimensiones. La extension no necesariamente
seria directa, puesto que por ejemplo en el caso bidimensional el grupo conforme
tiene dimension infinita, lo que no ocurre en dimensiones mas altas. Dos afos
después del trabajo fundacional, John Cardy [34] propuso una versién més
débil del teorema para teorias en cuatro dimensiones; en ese caso, hay dos
invariantes de Weyl locales que contribuyen a la anomalia de traza* —el tensor
de Weyl W, v la densidad de Euler E,*—:

(TF) = cWpe WHP? — aFEy . (6.2)

I

4 Un término proporcional a OR es también posible, pero puede ser eliminado por medio
de la introduccién de un contratérmino local en la accién [49].
® En las convenciones de (6.2) resulta

1
1672

1
T 1672 (

W2

1
(RHVPURIWPG _ 2RHVR/1,D 4 3R2) ,

E4 RM™PPR,pe — ARM™ R, + R?) .
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Observando que en dos dimensiones el coeficiente ¢ puede obtenerse también
por medio de la integral en todo el espacio de (TH“>, y que un calculo similar en
cuatro dimensiones da el coeficiente a de la anomalia conforme, Cardy estudio el
comportamiento de dicho coeficiente bajo el flujo del grupo de renormalizacion,
encontrando que al orden més bajo en teoria de perturbaciones (para algunas
trayectorias del grupo de renormalizacién) se verifica la desigualdad ayy —
arg > 0. Este “teorema a” fue testeado en numerosos ejemplos [5, 6, 120],
y fue probado décadas més tarde [102], encontrandose ademds una funcién
interpolante entre los valores ayy y arg (véase también [103, 111]). En cuanto
al coeficiente ¢ en (6.2), rapidamente se encontraron teorias en las cuales no

tiene el comportamiento esperado [6, 33].

En general, en dimension d par la anomalia de traza tiene la forma [49]
(T =" el — (-1)"aky, (6.3)

donde Ej, es la densidad de Euler y los I; son invariantes de Weyl. La prueba

del teorema a puede extenderse en principio al coeficiente a en dimension par
arbitraria [68, 69].

En dimensién impar la simetria conforme no es anémala, por lo que la
traza del tensor de energia-impulso se anula en los puntos fijos del flujo del
grupo de renormalizacion. Esto impide la extensién obvia de la propuesta
de Cardy a dimensiones impares. Sin embargo, volviendo a dimensién par,
el coeficiente a puede obtenerse también como la parte logaritmica (que es

universal, en el sentido de que no depende de la regularizacion) de la energia

libre F' = —log Zga de la teoria conforme sobre la esfera de radio r como [34]
(-1)¥2 dF
= 7 , 4
“ d dlogr (6.4)

Ademas, este término coincide con el término universal en la entropia de
entrelazamiento del estado fundamental de la teoria entre la esfera S?~2 en d
dimensiones y su complemento [40], lo que sugiere la posibilidad de considerar
la misma cantidad en dimensiéon impar —en ese caso, no habiendo término

logaritmico, el término equivalente en la energia libre es el constante—.
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En [73, 78] se estudiaron flujos del grupo de renormalizacién en el contexto
de la correspondencia AdS/CFT, encontrando para ciertas® teorfas duales a la
gravedad de Einstein acoplada a campos de materia en dimensién d arbitraria
cantidades que satisfacen la versiéon débil del teorema C' —esto es, que son
mayores en el punto fijo ultravioleta que en el infrarrojo— y que en dichos
puntos fijos coinciden con el ya mencionado coeficiente a. No obstante, en este
tipo de teorias las cargas centrales son muy particulares: en el caso d = 4,
por ejemplo, en todas ellas el coeficiente a de la anomalia conforme coincide
con el ¢. Buscando una formulacién que distinguiera el coeficiente a en toda
dimension, en [114, 115] se estudiaron teorias con duales holograficos més
generales,” encontrando cantidades a con la propiedad deseada. Para teorias
en dimension par, estas cantidades coinciden con el correspondiente coeficiente
a, lo que sugirié una extension de los teoremas C' ya conocidos al caso impar:
la cantidad relevante en el caso conforme que puede ser calculada en cualquier
dimension resulta ser el término universal en la entropia de entrelazamiento
entre dos mitades de la esfera S9! —separadas por un “circulo méximo”
S92 en la teorfa sobre R x S971 [118, 125]. En este caso, el flujo del grupo

de renormalizacion se implementa usando como escala el radio de la esfera.

Ademas de la observacién de que el coeficiente a de la anomalia conforme
puede obtenerse de la funciéon de particion euclidea sobre la esfera, hay otra
propiedad que sugiere a la funcién de particion en esferas como la cantidad
a considerar en el caso tridimensional. Antes de que se probara el teorema
a, dentro de la evidencia a favor del mismo se encontré el llamado principio
de maximizacién de a [89]: para teorfas supersimétricas, a estd determinado
por las correspondientes cargas U(1)g, y se encontré evidencia de que esa
simetria maximiza localmente el coeficiente a. En [91] se propuso un andlogo
tridimensional al principio de maximizacion de a, que se estudié para teorias
superconformes N' = 2, en el que la cantidad relevante es justamente F. Con
estas propiedades, un grupo de investigadores propuso [92] en tres dimensiones
el llamado “teorema F'”, en el que la cantidad que es mas grande en el
ultravioleta que en el infrarrojo es el término constante F' en la acciéon efectiva de

la correspondiente teoria conforme sobre la esfera. Esta conjetura corresponde,

6 La monotonicidad de las cantidades C en este caso se prueba suponiendo que el sector de
materia satisface la null energy condition (condicién de energia para vectores tipo luz).

7 Mas especificamente, las teorias en cuestién tienen dual gravitatorio “cuasi-topolégico”
—en el que la accion de gravedad incluye, ademéas de la parte de Einstein, términos
que involucran el cuadrado y el cubo de la curvatura escalar— [113, 119]. Ademé4s, los
parametros de la accién gravitatoria se eligen de modo que las correspondientes teorias
conformes no involucren operadores no unitarios, y se supone como en los trabajos previos
que la accion de materia satisface la null energy condition.

6.1 Teoremas C en Teoria Cudntica de Campos
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otra vez, a una formulacién “débil” del teorema C, dado que no involucra
ninguna propiedad de las teorias intermedias del flujo entre las dos teorias

conformes en cuestion.

En [37], Horacio Casini y Marina Huerta dieron una demostracién alter-
nativa del teorema c en dos dimensiones en el cual la cantidad relevante es
justamente la parte universal de la entropia de entrelazamiento en circulos; la
prueba es valida para cualquier teoria relativista unitaria y utiliza inicamente
las propiedades de la entropia de entrelazamiento. En los puntos fijos del
flujo del grupo de renormalizacion dicha cantidad es proporcional a la carga
central de la correspondiente teoria conforme.® Con algunos cuidados y detalles
técnicos adicionales, la prueba puede extenderse a tres dimensiones [39], lo que
se completa con la observacion de que este término en la entropia de entrelaza-
miento de la teoria tridimensional coincide, en el caso de teorias conformes,
con el término constante en la accién efectiva de la teoria sobre la esfera [109],
en la prueba del teorema F'. Hay que hacer aqui alguna salvedad, puesto que
en el flujo de masa de campos libres F' diverge en el punto fijo infrarrojo,
y la sustraccién de la divergencia afecta el cambio de F' en el ultravioleta;
estudiaremos este problema con algo mas de detalle en el apartado siguiente.
Desde un punto de vista filoséfico, el hecho de que los teoremas C' involucren a
la entropia de entrelazamiento es en si mismo interesante, puesto que permite
un paralelo con la teoria clasica —en la que la entropia de Shannon mide la
falta de informacion que se tiene de un sistema dado—, y porque la idea de
pérdida de informacién a lo largo del flujo del grupo de renormalizacion se
asemeja a la operacion de traza sobre configuraciones de los campos mediante

la que se define la entropia de von Neumann.

Llegados a este punto podriamos pensar que el problema en tres dimensiones
estda agotado. Sin embargo, quedan cuestiones por entender. En particular,
notemos que si bien da una funcién interpolante entre las teorias conformes
en los extremos del flujo, esta prueba del teorema F' no involucra ningtun
calculo explicito en las teorias de campos intermedias; esto es, no tenemos
una cantidad, como la que habia en la propuesta de Zamolodchikov en dos
dimensiones, de la que podamos conocer el valor a lo largo de todo el flujo.
Por otra parte, para el caso de teorias conformes, la teoria en el espacio plano
puede mapearse a la esfera para calcular alli su valor de F', pero en las teorias

intermedias no hay una prescripcién definida para el mapeo a la esfera. Los

8 Si bien el valor en los puntos conformes de las cantidades ¢ de Zamolodchikov y Casini-
Huerta es el mismo, las funciones interpolantes son diferentes [36].
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autores de [98] estudiaron la posibilidad de definir la funcién interpolante
entre los valores conformes como la energia libre de la teoria sobre la esfera
para flujos de masa de campos escalares y de Dirac libres, encontrando que la
funcién diverge en el limite de masa infinita, por lo que es necesario considerar
alguna modificacién de la misma. La posibilidad que sugieren es la sustraccion
manual de los términos divergentes, que son funciones no constantes de la

masa. En el articulo [21] analizamos como esa propuesta afecta la estabilidad

en los puntos fijos, y qué otras funciones interpolantes pueden considerarse.

No expondremos aqui en detalle los calculos en dicho articulo, pero hacemos a

continuacion un resumen de los resultados.

6.1.1 Una cantidad C para teorias en la esfera

tridimensional

Como resumen de los requisitos para una cantidad C', que nos permitira
también introducir algo de notacién, supongamos, en la representacion de
Wilson del grupo de renormalizacién, que hemos integrado funcionalmente las
configuraciones del campo con impulso mayor a p y tenemos entonces una teoria
efectiva a esa escala, y llamemos ¢*(u) a las constantes de acoplamiento de dicha
teoria. Moviendo la escala p realizamos el flujo del grupo de renormalizacién

como un flujo en el espacio de pardmetros g'. Si parametrizamos el flujo con la

cantidad t = —log i1, que crece hacia el infrarrojo, vemos que éste esta generado
por el vector A .
dg' dg'(p) =

donde B depende de p sélo a través de las constantes de acoplamiento. En
otras palabras, el flujo del grupo de renormalizacién es un movimiento de un
solo parametro en el espacio de las constantes de acoplamiento renormalizadas

de la teoria, en el que las velocidades son las funciones beta:

0

ot

0

(6.5)

Ademas, estos flujos tienen puntos fijos, en los cuales la funcién beta se
anula. Alli, las constantes de acoplamiento no dependen de la escala; dicho
de otro modo, en esos puntos la teoria es invariante de escala, y bajo ciertas

condiciones corresponde a una teoria conforme.

6.1 Teoremas C en Teoria Cudntica de Campos
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Recapitulando las formulaciones de teoremas C' en distintas dimensiones,
observamos diferentes niveles de profundidad en las propiedades exigibles a las

cantidades involucradas [18]:

1. Como condicion mas débil, podemos pensar en una cantidad que cuente

grados de libertad en teorias conformes conectadas por una trayectoria
del grupo de renormalizacién; en ese caso, buscaremos una cantidad
C >0con Crgp < CUV'

. Por otra parte, podemos buscar una funcién que interpole monétonamente

entre sus valores en los puntos conformes, que dé una medida de los grados
de libertad de todas las teorias intermedias: si g(t) denota colectivamente
a las constantes de acoplamiento de la teoria como funciones de una escala
t que controla el flujo hacia el infrarrojo del grupo de renormalizacion,

querremos entonces una funciéon C' tal que

0

Clg(t)) = =F'(9)5 "

Cly() <0, (6.6)

con C' = 0 si y solo si la teoria es conforme.

. Finalmente, podriamos imponer la condicién més restrictiva

Clyg(t) = —Gi;(9)B8'(9)B(9) . (6.7)

con (;; una métrica —definida positiva— en el espacio de constantes de

acoplamiento, y C' = 0 si y sélo si la teoria es conforme.

Siguiendo la idea al final de [98], en [21] estudiamos el flujo de masa
de campos escalares y de Dirac libres sobre la esfera tridimensional, con el
objetivo de analizar el comportamiento bajo dicho flujo de algunos posibles
candidatos a cantidades C' que conecten los valores de F en las teorias conformes
correspondientes a los puntos fijos ultravioleta (el campo sin masa) e infrarrojo

(en el limite de masa infinita).

Comenzamos estudiando la accién efectiva de la correspondiente teoria
sobre la esfera. Encontramos, en coincidencia con [55, 98], que para el campo
de Dirac dicha accién efectiva satisface la primera parte de la condicion 2,
pero su derivada con respecto a la constante de acoplamiento no se anula en el

punto fijo ultravioleta. Para el campo escalar, en cambio, posee una divergencia
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en el infrarrojo que al ser renormalizada o bien conduce a una contribucion
imaginaria en el punto fijo ultravioleta o bien resulta en una funcién que no
es mondtona, que toma valores negativos y cuya derivada con respecto a la

constante de acoplamiento en el punto fijo ultravioleta es infinita.

Como ya hemos mencionado, otra cantidad que coincide con F' en el punto
fijo ultravioleta es la parte finita —cambiada de signo— de la entropia de
entrelazamiento entre un circulo y su complemento, que puede ser obtenida
como limite de las entropias de Rényi S, [38, 86]:

Tw — T
4080 7 2 a8 (6.8)

Sent = 1im Sy 1= lim
q—1 q—1 1—¢q

donde I',s3 es la accién efectiva sobre el cubrimiento de orden ¢ de la esfera.’
Analizando esta cantidad para teorias libres masivas encontramos un compor-
tamiento similar al de la accién efectiva. Consideramos entonces una variante

de esta cantidad: la entropfa de entrelazamiento renormalizada [39, 109]

dSent
d(am)

Sren =am - Sent ’ (69)
y vimos que en el caso de Dirac satisface la condiciéon 2, pero que en el
caso escalar no es una funcién monétona de la masa, y toma ademas valores

negativos, como se vio también en [20].

Finalmente, consideramos la modificacion de la accién efectiva
F=T——g—, (6.10)

donde n es el orden del operador de fluctuaciones cuanticas de la teoria y g
la constante de acoplamiento relevante, y encontramos que en ambos casos
es una funcién positiva y mondétonamente decreciente a lo largo del flujo,
pero su derivada con respecto a la constante de acoplamiento en el punto fijo
ultravioleta no se anula. Invitamos al lector interesado en explorar los detalles

de este problema a consultar el articulo [21].

9 Esta accién efectiva se calcula para valores enteros de g y luego se extiende analiticamente
a la recta real [29, 84].
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6.1.2 La entropia topoldgica

En el capitulo 4, cuando estudiamos las propiedades termodinamicas de
una teoria escalar sin masa acoplada conformemente a la métrica de distintos
espacios esféricos, encontramos que es posible definir a partir de la entropia de
dicha teoria una cantidad que llamamos entropia topoldgica, que es positiva
en todos los casos, y que no depende de la temperatura ni del volumen del
espacio. Dicha cantidad puede obtenerse directamente de las acciones efectivas
de la teoria sobre la parte espacial del espacio esférico correspondiente y sobre
la esfera. Ahora bien; la teorfa sin masa es el punto fijo ultravioleta en el flujo
de masa de la teoria masiva, cuyo punto fijo infrarrojo corresponde al limite
de masa infinita, donde la accién efectiva —y por lo tanto también la entropia
topologica— se anula en todos los espacios. De este modo, los resultados que
obtuvimos en los capitulos anteriores implican que para dicho flujo de masa
del campo escalar sobre los distintos espacios esféricos, la entropia topologica
satisface la condicion 1 —que es, como ya hemos dicho, la condicién mas débil
que debe exigirse a una cantidad para que pueda considerarse en algiun sentido

como una medida de los grados de libertad de la teoria—.

Inspirandonos en esta observacion, analizaremos a continuacién las propie-
dades de dicha cantidad a lo largo de todo el flujo de masa. Para eso usaremos
los calculos del capitulo 5 para el caso masivo. En las teorias intermedias la
cantidad correspondiente dependerd no sélo de la topologia del espacio sino
también de la masa adimensionalizada am, y entonces cambiaremos su nombre

por el de entropia de holonomia:

b

’H’SSB (am, B/a)| . (6.11)

Shol,s3/H 1= élf,% Sy (am, B/a)

Como ya hemos mencionado, esta cantidad puede obtenerse a partir de las
acciones efectivas de la teoria en tres dimensiones sobre la esfera y el espacio

esférico correspondiente como

1
Shol, 5%/ H = mrss — Doy - (6.12)
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6.2 El campo escalar masivo

Calculamos entonces la entropia de holonomia (6.11) a partir de las expre-
siones para la entropia del campo escalar masivo sobre los distintos espacios
esféricos obtenidas en el capitulo 5 en el régimen en el que la temperatura es
la escala méas grande. Los calculos son directos: escribimos los resultados a

continuacion.

Para los espacios lente de orden impar tenemos

Sy ( mm”ﬂ) sen< “TJ eTEE(6.13)

=2\ 2q+1 2

Shol,§9/Zag11 = —

mientras que para los espacios lente de orden par resulta

1 S 1 —Z7Tam.
Shol, 5%/ 22 = — = 5 [1 + 2mamk + 2(27mmk)2} e Zmamk (6.14)
=1
+ 1 f: 1 {1 + k + 1( ]{5)2:| —mamk
— ma —(mam e
m2q = k3 " 2\
190 201 (2 2+ 1 ramn
- — TZ—Q 7ramn+1 sen| 27 Tt n 6722‘1 .
Q r=1 n=1 n 2q 2(1

En el caso de los espacios prisma, tenemos

1
Shol,SS/D;; —§Shol,5'3/Z2q +

1 & (—1)k2 ramk nam
- % 1+ e (6.15)
U k 2

k impar
Finalmente, en los espacios poliédricos la entropia de holonomia se obtiene
como combinacién de la misma cantidad en ciertos espacios lente de orden par,

de acuerdo a las expresiones (4.59).

Notamos en primer lugar que, como ilustramos en la figura 6.1, la depen-
dencia del valor de la entropia de holonomia con el orden del grupo para el
caso de los espacios lente es mondtona independientemente del valor de la
masa. En este sentido, esta cantidad es mejor que el término constante en la
interpretacion del orden del grupo como una especie de temperatura, como
habiamos mencionado al final del capitulo 4.

62 El campo escalar masivo
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Shol,s3/m (1) Shol,s3/1(2)
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Figura 6.1: Entropia de holonomia sobre espacios lente como funcién del orden del
grupo para distintos valores de ma.

Puede demostrarse que en todos los casos la entropia de holonomia es una
funcién decreciente de la masa: no haremos aqui la demostracion analitica,
que no es complicada pero si engorrosa, y que consideramos poco iluminadora;
en cambio, mostramos este comportamiento con graficos numéricos de las
expresiones anteriores, en las figuras 6.2 y 6.3. De ellas podemos observar
ademas que la entropia de holonomia se anula en todos los casos en el limite
de masa infinita, lo cual esta de acuerdo con el resultado que obtendriamos
para dicho limite usando las extensiones analiticas a la region de parametros
en la que la masa es la escala mas grande. Con esto vemos que se verifica
la condicion 2, al menos parcialmente, puesto que la entropia de holonomia
satisface la ecuacién (6.6). Sin embargo, esta condicién no se cumple totalmente:
en efecto, un calculo inmediato muestra que, si bien la derivada de la entropia
de holonomia con respecto a la masa adimensionalizada se anula en am = 0
para todos los espacios, su derivada con respecto a la constante de acoplamiento
(am)? de la teoria es negativa. Ilustramos este comportamiento para los espacios
lente en la figura 6.4. De manera algo rebuscada, podriamos definir a partir de
la entropia de holonomia una nueva cantidad cuya derivada con respecto a la
constante de acoplamiento se anule en ambos puntos fijos considerando por

ejemplo la diferencia 25,0 (m’) — Sper(m), donde m’? = m?/2.

Notamos que la entropia de holonomia es siempre positiva, lo cual es con-
secuencia de la subaditividad del término independiente de la temperatura en

el desarrollo a altas temperaturas. Digamos aqui que si, en cambio, considera-
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Figura 6.2: Entropia de holonomia como funcién de la masa para los primeros
espacios lente. El corte con el eje vertical crece con el orden del grupo
de isotropia de la variedad.

Shol,s3/H Shol,s3/H

: —am

2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

Figura 6.3: Entropia de holonomia como funcién de la masa para los primeros
espacios prisma (izquierda) y para los espacios poliédricos (derecha). En
ambos casos, el corte con el eje vertical crece con el orden del grupo de
isotropia de la variedad.

Shol,s3/ H

= —_— (am)2

2 4 6 8 10

Figura 6.4: Entropia de holonomia como funcién del cuadrado de la masa para los
primeros espacios lente. El corte con el eje vertical crece con el orden
del grupo de isotropia de la variedad.
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ramos por ejemplo la energia libre F' sobre estos espacios, no tendriamos esa
propiedad [10]. Lo mismo sucede con la contribucién topoldgica a la energia
de vacio [11, 58].

Habiendo mostrado que la entropia de holonomia posee un comportamiento
compatible con el teorema C' para teorias escalares en tres dimensiones, tenemos
dos caminos a seguir. Por un lado, podemos preguntarnos acerca de su validez
como cantidad C' en tres dimensiones en un contexto mas general; en particular,
a falta de una prueba general, nos interesa examinar la propuesta en otras
teorias. Por otro lado, podemos estudiar el mismo flujo de masa de la teoria
escalar en dimensiones mas altas. En ese caso podremos considerar el espacio
proyectivo S%Z,, que de todos los espacios esféricos es el inico que puede
ser definido en todas las dimensiones. En lo que sigue abordaremos las dos

posibilidades.

0.3 Generalizacién a dimensiones mayores

Analizamos entonces la teoria escalar libre con masa sobre esferas en
dimension arbitraria. En primer lugar haremos un comentario acerca de la
dimension, que completaremos de alguna manera luego de calcular la entropia
de holonomia para el campo escalar masivo acoplado conformemente a la

métrica de la esfera tridimensional.

0.3.1 Un comentario acerca de la dimensién

Llegados a este punto, en el que estamos proponiendo a la entropia de
holonomia como una cantidad C' en tres dimensiones, podemos objetar de
la propuesta el hecho de que la teoria original que consideramos tuviera en
realidad cuatro dimensiones —siendo en nuestro caso la cuarta dimension
la que identificamos con la temperatura—. Para responder a la objecion,
digamos que las cantidades que nos interesan se obtienen del limite de altas
temperaturas de la funcién de particién, que resulta coincidir con la funcién
de particién de la teoria en tres dimensiones. Sin embargo, atin luego de esa
observacién notamos que quedan rastros de la cuarta dimension en el hecho
de que el acoplamiento conforme que consideramos sea el correspondiente a
la teoria en cuatro dimensiones. En lo que sigue calcularemos la entropia de

holonomia para campos en dimensién arbitraria con el acoplamiento conforme
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correspondiente a esa dimensién. Consideramos por separado y en primer lugar

el caso tridimensional.

632 Campo escalar masivo con acoplamiento

conforme en tres dimensiones

Consideremos un campo escalar con masa acoplado de manera conforme a
la métrica de la esfera tridimensional; de la accién clasica leemos el operador de
fluctuaciones cudnticas A + 3/4a® + m?, cuyos autovalores difieren de los que
ya habiamos considerado en una cantidad constante, manteniendo las mismas
degeneraciones. La funcién zeta se escribe

—S

> 1

Coals) = (pa)® 3 &2 {k;? o+ (amp?| (6.16)
k=1

Para obtener una extension analitica de esta funcién zeta que nos permita

tomar la derivada con respecto a s en s = 0, usamos un desarrollo del binomio

de la potencia de la cantidad entre paréntesis para escribir

> ['(—s+1)

2s

s) = (ua

n=0

) [(am)2 - ﬂn Cr(2s +2n—2), (6.17)

expresion que es vélida siempre que |(am)? — 1/4| < 1. Utilizando ahora la
identidad I'(s)['(—s 4+ 1) = 7/ sen ws podemos reescribir esta cantidad como
a)* & (-1)"T(s+n 1"
(s3(s) = (/;(2) > (=D I ) [(am)2 - 4] Cr(2s+2n—2), (6.18)

n=0

n!

de donde vemos que —como es bien conocido que sucede en dimensién impar—
la funcion zeta se anula en s = 0 y la accién efectiva resulta
Cr(3)

[Cgs(am) = 2 +§Zon+1

n+1

7 cain) . (6.19)

{(am)2 ~1

El comportamiento de esta accién efectiva con la masa esta ilustrado en la

figura 6.5 que dejamos para el préoximo apartado!?. Su valor cuando la masa

10 Para obtener dicho comportamiento hemos utilizado otra extensién analitica de la funcién
zeta, que es valida para cualquier valor de la masa y ademas resulta més conveniente
para la evaluacién numérica. Obtendremos esa expresion en el apartado que sigue.

6.3 Generalizacién a dimensiones mayores
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se anula puede calcularse facilmente de la expresién (6.19): evaluando para

am = 0 obtenemos

[ (0) = Cr(3) _ ; i M, (6.20)

472

que podemos simplificar teniendo en cuenta que [140, pagina 318]
o] CR 1 B14
=_—+1 — 6.21
nzz:ln+122" p el ) (6.21)

con log B = (r(3) /472 [139]. Luego

3Cr(3)  log2
Ts(0) = — fg7(T2> - Og ~ 0,0638 , (6.22)

que coincide con el valor reportado en [21, 98]. Por otra parte, el valor de la
derivada de la accion efectiva con respecto al cuadrado de la masa adimensio-

nalizada puede obtenerse también mediante la expresion encontrada:

dg;;y - ;i“”" [(am>2 - ﬂn Cr(2n), (6.23)

y usando la expresion [140, pagina 271]

3 Cr(2n) _ 4 (6.24)

puede verse que su valor a masa nula es cero. por otra parte, en el espacio

proyectivo 5%/ Z, la funcién zeta es

(5912, (5) = (pa)® Z K |k { (am)2] B ; (6.25)

ki 1mpar

que puede reescribirse como

(GM)Q] B

- 1
Gs9a(5) = Goo(s) = 47" ()™ L & [’“ TR

= Co(s)], = 2Cesls)] (6.26)

m’

donde 4m? = (am)? + 3/4. Como la de la esfera, esta funcién zeta se anula en

s = 0 y tenemos para la accién efectiva

[gs/z,(am) = Tgs(am) — 4T gs () . (6.27)
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La entropia de holonomia tiene entonces la expresion
. 1
Sh01753/22 (am) = 4F53 (m) — 51“53 (am) (6.28)

El comportamiento de la entropia de holonomia con el cuadrado de la masa
puede verse en la figura 6.6. El valor a masa cero de su derivada con respecto
al cuadrado de la masa adimensionalizada no se anula; en efecto,

d d -
WShOLSg/ZQ (am) = de FsS (m), (629)

de donde obtenemos,

= d:”i? Tgs (1) . (6.30)

am=0 m2=3/16

d
Ws’hol,s?’/Zg (am)

Para calcular esta cantidad evaluamos una vez més la expresion (6.23), de lo

que obtenemos [140, pagina 271]

d . 1 & (r(2n) T
T =_ = ——. 6.31
dm?2 S3 (m> 9—8/16 92 T;) 42n 16 ( )
La derivada de la entropia de holonomia resulta entonces
d T
7d(am)2 Shol,S?’/ZQ (am) _ = _Z . (632)

Vemos que, al igual que en el caso del campo escalar acoplado conformemen-
te a la métrica tetradimensional del espacio S! x S3, esta entropia de holonomia
es una funcién monétonamente decreciente de la constante de acoplamiento,
pero su derivada con respecto a la misma en el punto fijo ultravioleta no
se anula. De esto concluimos que cualquiera de las dos posibilidades cumple

parcialmente el requisito 2 para una cantidad C'.

Cualquiera de ellas podria entonces ser propuesta como la cantidad relevante
en un teorema C', aunque, como ya hemos mencionado, nos inclinaremos por
el acoplamiento conforme en la dimension de interés. En la seccién siguiente

veremos que existe una conexiéon entre ambas cantidades.

6.3 Generalizacién a dimensiones mayores
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Otra expresion para la entropia de holonomia

Partiendo de las funciones zeta (6.16) y (6.25) es posible obtener una
expresion diferente para la entropia de holonomia si en lugar de usar un
desarrollo binomial separamos k* — M? = (k + M)(k — M), donde definimos
M = i — (am)?, y calculamos por separado las funciones zeta correspondien-
tes a cada factor. Como en tres dimensiones no hay anomalia multiplicativa
del determinante [43], el logaritmo del determinante que da la accién efectiva
puede calcularse como la suma de las dos funciones zeta correspondientes a

cada uno de los factores,

C(s) = (pa)* > k> (k£ M)™" . (6.33)
k=1
Completando el factor k? como (k+M)?*F2M (k=4 M)+ M?, podemos reescribir

estas funciones zeta como

Cals) = (na)™[Cu(s — 2,1 & M) F 2MCp(s — 1,14+ M) (6.34)
+ M*Cy(s, 1+ M)} .

lo que deja para la accion efectiva sobre la esfera la expresion

Dgs(m) = — ;{g;{(—z, L+ M)+ Gy(=2,1 = M) = 2M [¢jy(—1,1 + M)

— Gy(~1,1— M) +M2[C}I(O,1+M)+C}1(0,1—M)]}.

De aqui el valor a masa cero se obtiene facilmente a partir de la representacion
de la funcién zeta de Hurwitz como suma de senos y cosenos [79, pagina 1037],

resultando el mismo valor que ya obtuvimos.

Esta expresion puede evaluarse para cualquier valor de la masa —si bien
puede implicar valores imaginarios de M, estos son tratables en el segundo
argumento de la zeta de Hurwitz—, como muestra una simple evaluacién
numérica. En acuerdo con el valor nulo de la anomalia multiplicativa, puede
verse que esta evaluacion coincide ademas, en el rango de masas correspondiente,
con la de la expresion (6.19). Para finalizar la seccién mostramos los gréficos
de la accién efectiva y la entropia de holonomia en funcién del cuadrado de la

masa, a los que nos hemos referido en un apartado anterior.
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Figura 0.5: Accién efectiva para el campo conforme en tres dimensiones sobre la
esfera como funcion del cuadrado de la masa adimensionalizada.
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Figura 6.6 Entropia de holonomia en S3/Z5 para el campo conforme en tres dimen-
siones como funcién del cuadrado de la masa adimensionalizada (curva
negra). Se incluye, a modo de comparacién, la misma cantidad para el
campo con acoplamiento conforme en cuatro dimensiones (curva gris).

0.3.3 Otro comentario acerca de la dimensién

Como 1ltimo dato en la discusién acerca de la dimensién, mostramos a
continuacion que existe una relacion, en principio inesperada, entre la entropia
topoldgica —que, recordemos, no es otra cosa que el valor de la entropia de
holonomia en el limite no masivo— para el campo escalar sobre espacios lente
con acoplamiento conforme en cuatro dimensiones y la energia libre F' de la
teoria tridimensional sobre la esfera. Podemos resumir dicha relaciéon en la

igualdad

4 3
apStSOI)),S3/Zp p=1 - 2F§«3) . (635)
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Las implicaciones de esta identidad no son evidentes pero, si la entropia de
holonomia fuera una buena cantidad C', su estudio podria echar luz al problema

de la relacién entre cantidades C' en dimensiones diferentes [77].

Para probar la igualdad anterior, comenzamos por dar sentido a su lado
izquierdo notando que es posible extender los resultados obtenidos para la
accion efectiva sobre espacios lente S%/Z, a valores no enteros de p por medio de
una representacion de las degeneraciones en términos de una funcién generatriz
[58]; el resultado es [54]

/ dr R psenh z + cosh z senh pz (6.36)

3/7, D) 5)
t°p 57 zsenh” z senh %

1 /00 de R senh z (21 + cos}21 2)
zsenh” z senh” 2

donde z = x 4+ iA, con 0 < A < 27/p [57]. De esta expresién podemos tomar
la derivada con respecto a p, con lo que tenemos para el lado izquierdo de la

ecuacion (6.35)

9, g / de R senh z +1/°°dx§Rsenhz(1+coshz)
4 Jo

3
top, 5%/ Zp 2 senh? z senh? 5 2 senh? z senh? 5

Z1L /oo o 3CecoshQ z — coth § senh 2 (1 + cosh 2)

senh? z senh? %

:le —f—]g—f-]g (637)

Veremos ahora cémo calcular las integrales I;, i = 1,2, 3. Notemos en primer
lugar que la tercera integral en la expresion anterior es nula. En efecto, haciendo

uso de la identidad
cosh? z — coth % senh z (1 4+ cosh z) = —1 — 2 cosh z,

es posible escribir

_1/°<>de}Ce 1+ 2coshz
4 Jo

senh? z senh? %

Puede verse que el valor de esta integral no depende de A, siempre que

0 < A < 7. Tomando A = /2 tenemos

I 1 ood " 1+2(:osh(x+i§)
i _1/0 ! senh” (m + Zg) senh” (% + z%) 7
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que podemos reescribir usando

" 1+2(:osh(:r+ig) :2< 34 B 22 )’
senh? (x + zg) senh? (% + z%) cosh"x  cosh”z

y se anula, puesto que

0 dx 0 dx 2
[y e 2
o cosh”zx o cosh"z 3

Luego,

2 4 cosh 2

2 senh z senh? %

) _1l
OnSton s, _11+12_1/0 dz %
Nuevamente, tomando A = 7/2 podemos reescribir la integral para obtener

85

top,S3/Zp

/ 2 — 6m senh z — 7senh? x
1 4 2 4 ) cosh’® » '

(6.38)

Por otra parte, la energia libre sobre la esfera en el caso conforme en tres
dimensiones puede escribirse como [54]

FO — z R

1 /00 d cosh Z (1 + cosh z) (6.39)
0

2 senh? z senh? %

donde ahora z = = +¢A con 0 < A < 27. Si elegimos A = 7, esta integral

puede ponerse en la forma

1 — cosh 2z
F® = / 4
16 ) cosh® z (6.40)

Podemos entonces combinar las integrales obtenidas para escribir la diferencia
entre (6.38) y el doble de (6.40) como

/ — 2cosh? 2= ” / 3x senh X% ” T (6.41)
2 x2 +1) cosh3 o 2 (24 1) cosh3 e ! 2 '

Las integrales I; and I, pueden evaluarse facilmente por medio de las transfor-

madas de Laplace

:/ dt e tcostx, :/ dt e 'sentx,
0 0

1+ 22 1+ 22
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con lo que obtenemos finalmente

9 _ h2 T 3 3
I = / dt e~ / dz —coz costr = ol ),
cosh” 7F 272

- 00 00 h T
I, = —3/ dt e’t/ dx Sen%sentm = _3G(3) ,
0 0

cosh” &7 272

lo que completa la prueba de la identidad (6.35).

6.3.4 Campo escalar masivo conforme en dimensién

arbitraria

Consideramos ahora el caso del campo escalar masivo conforme en d
dimensiones sobre la esfera S¢ y el espacio proyectivo S9Z,. De la accién
clasica para tal teoria obtenemos el operador de fluctuaciones cuanticas

d(d—2)
AD T, 6.42

1 (6.42)
con AW el laplaciano sobre la esfera d-dimensional. Teniendo en cuenta que el
espectro de A puede ser obtenido a partir de los autovalores y degeneraciones
del Casimir cuadratico de SO(d + 1) sobre las representaciones irreducibles del
grupo, podemos ver que los autovalores para la teoria sobre ambos espacios
son [30]

) d—1\* 1 )
a‘\, = n+T —Z+(am) neN, (6.43)

siendo sus respectivas degeneraciones

2n+d—1)(n+d—2)

dn - ’
n!(d —1)!

(6.44)

donde en el caso de S%/Z, tenemos que restringir el indice n a sus valores pares.
A continuacion obtendremos las acciones efectivas y la entropia de holonomia

por separado para el caso de dimensién par e impar.
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6.3.0 Dimensiones impares

Consideramos en primer lugar el caso en que la dimension de la esfera es

impar, d = 2k + 1. Renombrando k +n — n, los autovalores son )\, = n? — M?2,

conn==k,k+1,..., vy las degeneraciones pueden reescribirse como
2n(n +k —1)!
d, = . 6.45
(2k)!(n — k)! (6.45)

Notando que los factores en la expresién expandida de (n + k — 1)!/(n — k)!

pueden reordenarse como

(n+k—1)!

(n—h)! — = (k= 1)) (% = (k—=2)})---(n® = 1)n, (6.46)

que es un polinomio de orden impar en n, vemos que podemos escribir esta

cantidad en la forma
k
=Y A (6.47)

. 2k+1
con algunos coeficientes enteros cl( ),

La funcién zeta sobre la esfera S?¢*1 se escribe entonces

2(:“@)28 X SN (241 A 2 2 =S
Coorn(s) = ol nz:jl;c; SR n? 4 (am)® - 1/4] (6.48)

donde la suma sobre n puede ser extendida de modo de comenzar en n = 1,
puesto que las degeneraciones (6.45) se anulan paran = 1,2,..., k—1. Al igual
que en el caso tridimensional, tenemos aqui dos posibilidades: podemos utilizar
el desarrollo binomial de la potencia entre corchetes —habiendo extraido
previamente el factor n? en los autovalores— y obtener para la accién efectiva
una expresion en términos de una serie de potencias de (am)*—1/4, que no sera
entonces valida fuera del rango —3/4 < (am)? < 5/4, o podemos aprovechar
el hecho de que en dimensién impar no hay anomalia del determinante [43] y
calcular la accién efectiva utilizando la suma de las dos funciones zeta que se
obtienen de factorizar los autovalores como diferencia de cuadrados. Eligiendo

esta ultima opcion, escribimos

Dgun = 3 - [Cufs) + ()] (6.49)

s=0

N —
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con

a 2s oo k
Co(s) = =S I (£ M) (6.50)
©on=1[=1
Si usamos el hecho de que
a2y O any (6.51)
n“ =% ————(n .
o p!(21 — p)!

podemos poner estas funciones zeta en la forma

25 k (2h11) 21 (2[)'
Zc Zi(IFM)pCH(s—Zl-l-P,lﬂ:M),
=1 (21 — p)!

a(5) 3

que para k = 1 se reducen a las expresiones (6.34) obtenidas en la seccién

anterior para el caso de la esfera tridimensional. La accién efectiva resulta

2l 21)!
Pgor1(m) = — — E CQkJrl E (7Mp 6.52

X [CH(p_Qlal_M)+<_1)pC}I(p_2l71+M)] :

En el caso del espacio proyectivo S%*+1/Z,  los términos de la serie en (6.48)

que permanecen son los de n (im)par si k es (im)par. Escribimos entonces

1 + (_1)k+1

5 (qort1 (S) + (—1)kAC(S> , (653)

(sartz,(s) =

donde A((s) tiene la misma forma que (6.48), con la diferencia de que la suma

sobre el indice n se hace sélo sobre sus valores pares. Escribiendo como antes

AL(s) = [¢4(s) + (- (s)], tenemos

21-24(j10)* 2@ (FMy
Cals) = (2;{;)1§cl(%+1)22l;)p(2l ST gH(s—2l+p,1i%).

Luego de juntar ambos resultados, la entropia de holonomia se escribe

_1)k+1 k

( ki) e (20)!
=7 __ ———_MP 54
Shol,S%H/Zg (2/{:)' ZZZI G ;} p!(?l — p)! (6 5 )

x {5 Gl = 2,1 = M) + (~17Ch (o — 20,1+ M)

— 227 ¢ (p—21,1 - )+(—1)p<;{(p—2l,1+f‘§)]}.
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En la figura 6.7 puede verse el comportamiento de esta entropia de holo-
nomia con el cuadrado de la masa adimensionalizada para las dimensiones
impares mas bajas. Observamos que dicho comportamiento es similar al que
obtuvimos en el caso tridimensional, lo cual esta de acuerdo con nuestra hipé-
tesis. En particular, al igual que en aquel caso, la derivada con respecto a la

constante de acoplamiento en el punto fijo ultravioleta no se anula.
Shol,§2k+1/2,
0.020
0.0155
0.0105

0.005

(am)?

1 2 3 4 5

Figura 6.7: Entropia de holonomia para el campo conforme sobre la esfera (2k + 1)-
dimensional como funcién del cuadrado de la masa adimensionalizada
para los primeros valores de k. El corte con el eje vertical es menor para
los valores mas altos de k.

6.3.0 Dimensiones pares

En el caso en que la dimension es par, d = 2k, reescribimos las degenera-
ciones (6.44) como

d, = (6.55)

2 < ;> (n+2k’—2)!'

4 E_ =
k-1 T nl

Definiendo n =n + k — %, vemos que

(n+2k—2)!zg Z?’ U[ (14 m (6.56)

n!

que, siendo un polinomio de orden par en la variable n, puede escribirse como

M kz_: (6.57)

=0

(2k)

donde ;" son nimeros racionales.
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Puede verse que en este caso la anomalia multiplicativa del determinante
no se anula [43]. Por simplicidad, en lugar de tenerla en cuenta en la descompo-
sicion, consideraremos el procedimiento que involucra un desarrollo binomial,
que, aunque no valido en todo el rango de masas, nos permitira al menos
verificar si el comportamiento para valores pequenos de la masa es el esperado.
Extrayendo convenientemente un factor en los autovalores, la funcion zeta

sobre S?* se escribe

B 2 (MG)ZS k—1 ok oo 1 1420—2s (am)2 . 1/4 —s
G (5) = (= & B )HZ% (n - 2) l1 4 (1)2] . (6.58)

n—3

de donde, luego del desarrollo binomial de la potencia entre corchetes, y
notando que por la forma de las degeneraciones la suma sobre n se puede

extender de modo de comenzar en n = 2, obtenemos para |am| < 1/2

2 K g T(es4l) [ o 1p
() = Gy lzocl k pgo L [(am) _ 4] (6.59)

xgH(25+2p—21—1,g).

Puede verse que esta funcion zeta no se anula en s = 0, como es usual en
el caso de problemas en dimension par. En efecto, si usamos la identidad
['(1 — 2)I'(z) = w/senmx podemos ver que para cada valor de [ los tinicos
términos de la suma sobre p que no se anulan en el limite s - 0son p =0y
p =1+ 1. El limite resulta

(o (0) = — 2 3" Gr(—20—1,8) + 5 [1—(am)2
ST ak—r &t " '2) T o(l+1) L4

Para el caso del espacio proyectivo con k par, teniendo en cuenta la reduccion
en el espectro con respecto al de la esfera, podemos obtener para la funcién

zeta la expresion
— . 1 14-20—-2s am 2 1/4 -s
Cs2/2,(5) Z B g Z (” B ) 1+ (4)_12/ ’
'z n=0 (n—13)
que, para |am| < 1/4, puede ser reescrita como
2s  k—1

CS%/ZQ(S) _ (Q(k,l:ta_)l)! Z (2k) Z p'3F+p 92+20-2s—2p [411 _ (am)2r (6.60)

p=0

xgH(zs+2p—21—1,g) .
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El valor de esta funcion zeta en s = 0 se puede calcular facilmente y resulta
l+1}

En el caso en que k es impar, la expresion correspondiente para la funcion

1 kol (2k) 1 1
5 0=—o0 22+2[ 92l -1 3 - |: . 2
Cs2,(0) = (g — 1)!leocl { o ( 74)+2(1+ 1y a — am)

zeta puede obtenerse como la diferencia entre la funcién zeta sobre la esfera y

esta tltima expresion.

Es posible mostrar que, si bien las funciones zeta (6.59) y (6.60) no se

anulan en s = 0, su “diferencia holonémica”

ghOI(S) = Cs2k/Z2 (S) - ;Cszk (S) (661)

si lo hace, de modo que la accién efectiva no depende del regulador.

La entropia de holonomia resulta finalmente

(_1)k+1 k-1 (%){ H _ (am)Q]lH

Shol,s2k/7, = m Z & 20+ 1) [log2 +9(3/4) — (3/2)]

" 1=0
_ 92+ {_ logZCH(—2l -1, %) + C}{(_Ql -1, %H

p
. pzzjl H - (ZC;mP] |:22+2l72p<—H (2p 911, %>
p#l+1

—Cu(2p—20-1,2) |+ ¢y (-2 - 1;’)}

En las figuras 6.8 y 6.9 ilustramos el comportamiento de esta entropia de
holonomia con el cuadrado de la masa adimensionalizada para las esferas en 4
y 6 dimensiones respectivamente. De las curvas se desprende que esta cantidad
se comporta como una cantidad C' para el rango de masas en el que los calculos

son validos.

Vemos entonces que el testeo de la entropia de holonomia como cantidad
C para flujos de masa de campos escalares libres en dimension arbitraria ha
dado una respuesta parcialmente satisfactoria: en todos los casos y rangos
analizados esta cantidad es monétonamente decreciente como funcién de la
constante de acoplamiento, pero su derivada con respecto a esta variable en

el punto fijo ultravioleta no se anula, cumpliendo entonces parcialmente, del

6.3 Generalizacién a dimensiones mayores
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Shol,54/7,
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0.046 |
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Figura 6.8: Entropia de holonomia para el campo conforme sobre la esfera 4-
dimensional como funcién del cuadrado de la masa adimensionalizada.

ShOl,SG/ZQ

0.0096 &
0.0004
0.0002
0.0090}

0.0088

S S S S S S S (am)Q
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

Figura 0.9: Entropia de holonomia para el campo conforme sobre la esfera 6-
dimensional como funcién del cuadrado de la masa adimensionalizada.

mismo modo como sucedia para el caso tridimensional, el requisito 2 para
una cantidad C'. Por otra parte, observamos que el orden de magnitud de los
valores de la entropia de holonomia decrece sustancialmente con la dimensién
del espacio, lo que hace que para dimensiones mayores los valores tengan un

significado menos claro.
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6.4 El campo de Dirac sobre espacios

proyectivos

Consideramos ahora un segundo testeo de la entropia de holonomia como
cantidad C: el flujo de masa de un campo de Dirac libre sobre el espacio

proyectivo S Z,. La accién clésica euclidea para dicha teorfa se escribe

Sl = 5 [ de V5o @+m) v, (6:62)

donde la integral se realiza sobre la esfera S¢ o el espacio proyectivo S Z,
segun sea el caso, y donde g es el determinante de la métrica de la esfera. Una
vez mas, calcularemos las acciones efectivas a partir del determinante funcional

del operador de fluctuaciones cuanticas de la teoria.

El espectro del operador en cuestién sobre la esfera S? se compone de los

autovalores y degeneraciones [145]

a n

' -1
Af:j:Z(n—i-;Z)—l—m, dnzdf:2LgJ<d+n ), (6.63)

donde n es un nimero entero no negativo.

En el caso de los espacios proyectivos hay que hacer la siguiente salvedad:

los espacios de dimensién par S?/Z, no son variedades de spin, puesto que
no son orientables [17]. No obstante, es posible dotarlas de una estructura pin
[145]. Las variedades S?**!/Z,, en cambio, son orientables, pero puede verse
que son spin sélo si k es impar. En lo que sigue haremos un abuso de lenguaje
y nos referiremos genéricamente a estas estructuras como de spin. Cuando la
dimensién d es par o d = 3 méd 4, la construcciéon de Clifford sobre S/ 7,
lleva a dos posibilidades para la estructura de spin que, a su vez, dan dos
elecciones del operador de Dirac, que en el caso no masivo tienen espectros

opuestos entre si: llamaremos D) y D) a estos operadores. Los autovalores
de D) son [16, 31, 145]

Lo d B i d .
)\”:E n—|—§ +m, npar, )‘n:_g n+§ +m, nimpar,

(6.64)
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115



116

donde n es nuevamente un entero no negativo. Las degeneraciones son las

mismas que las de los autovalores de la esfera correspondientes.

Como los autovalores no son reales positivos tenemos, como mencionamos
en el capitulo 2, una ambigiiedad en la definicién de la funcién zeta de los
operadores D&, A lo largo de los calculos, cuando fijemos un valor para la
fase de alguna potencia compleja estaremos eligiendo el corte que hace que el

campo se desacople en el limite m — oo [50].

Debido a la dependencia de los autovalores con la paridad del indice entero
que los caracteriza, sera util dividir el calculo en dos partes, dependiendo de la
paridad de la dimensién del espacio. Sin embargo, haremos primero el calculo
en el caso tridimensional, puesto que éste nos permitira tener algo méas de
control sobre las expresiones finales, con lo que intentaremos dar sentido a la

definicion de la accion efectiva sobre los espacios proyectivos.

6.4.1 El caso tridimensional

Veremos a continuacién que la accién efectiva sobre el espacio proyectivo
S3/Z, con una de las estructuras de spin —digamos D™*)— tiene una parte
imaginaria no nula, que no se anula en su diferencia “holonémica” —con
la mitad de la accién efectiva sobre la esfera tridimensional—. En efecto,

consideremos la cantidad

GR(S) = Coa(s) = o (s). (6.65)

Utilizando la expresion para los autovalores y degeneraciones del operador
de Dirac sobre ambos espacios que, aunque estemos considerando el caso

particular de d = 3, llamaremos como en (6.63), podemos escribir

S

ol
2

H(s) =

> afon - 007 - T a oD - o0

n par n impar

que, fijando la fase de la potencia compleja en los autovalores mediante la
eleccion i® = exp(ims/2) y reescribiendo las degeneraciones como polinomios

de AT o A\, segin sea el caso, puede ponerse en la forma
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C}(ljl)(s) = (ua)s21_s{e_igs(5CH(s, am) — 6%35@{(5, —am,) } , (6.66)

donde hemos denotado para abreviar

6Cu (s, am) = 6Cy(s — 2,am) + iam 6Cy (s — 1, am) (6.67)
_ (am)24+1/4 §Cu(s,am)

con SCH(S, am) = CH(S, % — %) — QH(S, 3 — %)

Escribiendo las funciones zeta de Hurwitz en enteros negativos en términos
de polinomios de Bernoulli [79, pagina 1037] y haciendo las combinaciones
correspondientes, puede verse que 0Cy (0, am) = 1/16, por lo que la funcién
zeta en (6.66) se anula en s = 0. La correspondiente diferencia de acciones
efectivas tiene un término que depende de estas contribuciones —que es el
que proviene de derivar las exponenciales—, que no depende de la masa, y
términos con derivadas de funciones zeta de Hurwitz con respecto a su primer

argumento evaluadas en enteros negativos:

T (am) = —zg +25C,(0,am) — 28¢5 (0, —am) . (6.68)

Si tomamos por ejemplo am = 0, vemos que los términos en d¢};(0,am) y

0C; (0, —am) se cancelan entre si, por lo que la accion efectiva resulta
Tt () = —zg . (6.69)

Esto es, la diferencia “holonémica” de acciones efectivas es imaginaria en el
punto fijo ultravioleta, y puede verse que lo mismo es cierto para valores
arbitrarios de la masa. Esto es consecuencia de la presencia de una asime-
tria espectral no nula. Es posible mostrar que lo mismo sucede para la otra

estructura de spin, donde se obtiene
() (am) = —zg — 26¢}(0,am) + 26} (0, —am) . (6.70)

Esto implica que las diferencias “holonémicas” de acciones efectivas con una
y otra estructura de spin son conjugadas entre si. Luego, una forma de tener

para la teoria sobre el espacio proyectivo una accion efectiva real, de modo de

6.4 El campo de Dirac sobre espacios proyectivos
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recuperar la unitariedad de la teoria, es tomar el promedio sobre las posibles

estructuras de spin —como es usual en Teoria de Cuerdas [133]—

1
Z53/22 — 5 (Z(+) + Z(*)> , (671)

lo que corresponde a separar la integral funcional que define la funcién de
particién sobre S3/Z5 en la suma de dos integrales funcionales diferentes —una
sobre cada sector—, que hemos llamado Z*) y Z(=), con una normalizaciéon

apropiada para la medida. Con esta prescripcion, la accion efectiva es

) 1=
[97% = —log 2%7% = —log (e ;6 ) (6.72)

y, teniendo en cuenta que las acciones efectivas resultan opuestas una de la
otra y su parte real coincide con la mitad de la accién efectiva sobre la esfera,

tenemos para la entropia de holonomia
Shol,s3/2, = log cos ¥ (FSS/ZQ’H)) ) (6.73)

En lo que sigue, calcularemos las entropias de holonomia para teorias de Dirac
masivas sobre espacios proyectivos en dimension arbitraria, tomando como

definicién de la accién efectiva sobre dichos espacios la expresién (6.72)

e )
5922 .= _log (e ‘56 ) . (6.74)

6.4.2 Entropia de holonomia en dimensién par

Comenzamos analizando el caso en el que la dimensién del espacio es par,
d = 2k + 2. Reescribimos el espectro (6.63) haciendo el cambio n —n —k — 1.

Los autovalores se escriben entonces
)\,f:jzzn—i—m, n=k+1,k+2,..., (6.75)
a

y las correspondientes degeneraciones son

B 2k+1 (n+ k)!
dn = E+1)!(n—k—1)" (6.76)
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Usaremos un procedimiento similar al del caso escalar, para lo cual escribimos

m:(n+k)(n+k—1)(n+/€—2)---(n—k+1)(”_k)

=n(n?—1)(n*-2%)...(n* — k% (6.77)

Esta expresion es un polinomio impar en la variable n, con lo que podemos

o Lo s : 2k+2
escribirla como en aquel caso en términos de coeficientes enteros cl( ).

d 2k+1 (2k+2) 1+21 7
" (2/~c+1'Z (6.78)

Notando que la forma de las degeneraciones (6.76) permite extender el rango
del indice n a todos los valores enteros no negativos, podemos escribir la funcion

zeta para esta teoria como

2k+1 k o) .
Cozrtz(s) = (pa)? @1 Z ¢ 2“2){ > ' (in+am) ™ + (6.79)
1=

n=1
—1)7° > ' (in — am)”* } .
n=0

Tomemos ahora la primera suma entre llaves: usando un desarrollo binomial

podemos escribir

oo o0

SN2 (indam)” =i (n—iam +iam) (n —iam)™*  (6.80)
n=1 n=1
T2+
=iy ( " )(zamfl“ PCa(s —p, 1 — iam)
p=0 p
Esta expresion, junto con una similar para la otra suma sobre n, nos permite
obtener
2k+1 2[+1 21 1
(sevt2(s) = (pa)® D Z 2r2) Z ) (jam) e (6.81)
p=

X {i_SQH(s —p, 1 —iam) + (—i)~ S(—l)l_s_pCH(s — P, iam)} :

Puede verse que esta funcion zeta no se anula en s = 0, por lo que la corres-
pondiente accién efectiva tendra un término proporcional a log(ua). Eligiendo

otra vez la fase desacoplante, tenemos

6.4 El campo de Dirac sobre espacios proyectivos
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2k+1

k 2041
§2k+2 . (2k+2)
I At Y (

=0 p=0
X {log(ua) (Cu(=p, 1 —iam) + (= 1) P (—p, iam)|
+ g}{(_pv 1— Zam) + (_1)1+p€‘}{(_p’ wm)
— g {CH(—p, 1 —iam) — (—1)"P¢y (—p, iam)} } :

20+1
p

) (iam)* 1P (6.82)

que, haciendo uso de la propiedad (g (—p,1—x) = (=1)*P(y(—p, x), podemos

finalmente reescribir como

ok+1 K 241 /9] 41
s = A\ ( ) (iam)* P (6.83)
(2k + 1)! ; ! pz_% P
% {2(_1)14—ng< D, Zam) log(ua) + gH( D, mm)

+ (=1)"7Gy (=piam) }.

Observamos que, como sucedia en el caso del campo escalar masivo, la accién
efectiva depende del regulador u, lo cual es un problema, puesto que su valor
es ambiguo. Sin embargo, veremos a continuacién que en la combinacion
“holonémica” que nos interesa el término problematico se cancelara con el
correspondiente en el espacio proyectivo. El coeficiente de este término en la
accion efectiva es proporcional a la anomalia de traza del tensor de energia
impulso de la teoria; al final de esta seccién reportaremos los valores de
dicha cantidad para esferas en dimension arbitraria, para compararlos con los

presentes en la literatura para las dimensiones mas bajas.

En el caso de los espacios proyectivos S?**%/Z, en dimensién par con las
distintas estructuras de spin, donde el espectro esta reducido a los autovalores

(6.64), un calculo similar al que hicimos para la esfera nos permite obtener

5™/ 22,(%) :(ZZIC:)! lzk; (T2 215 <2l; 1) (iam)? 1P (6.84)
x {log/; [CH(—p, tiotm) (1) (—p t £ 1+ )]
+ G ( p,}ﬁi—%) (—1C (—p, 3 £ 1+ 2m)
- T fcu(-p w3 - )+ (e (-p s = )] )
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Las dos acciones efectivas ['*""7/%2:(#) para una dimensién dada resultan
ser complejas conjugadas una de la otra, como se desprende del hecho de que
sus invariantes eta son opuestos [15]. Ademads, su parte real es la mitad de la
parte real de la accién efectiva (6.83) sobre la esfera. Con esto y la definicién

(6.74), la entropia de holonomia resulta

Shol,52k+2/Z2 = log cos 3 (F52k+2/z27(+)) ) (685)

Shol,s2k/22
! 0.2 . 0.4 0.6 0.8 1,0

-0.05
-0.10
-0.15
-0.20
-0.25
-0.30

-0.35

Figura 6.10: Entropia de holonomia como funcién de la masa adimensionalizada
para espacios proyectivos en dimensién 2 (curva negra), 4 (curva
gris oscura) y 6 (curva gris clara).

En la figura 6.10 puede verse el comportamiento de esta entropia de
holonomia como funcién de la constante de acoplamiento —que para esta
teoria es la masa— adimensionalizada, para las primeras dimensiones pares.
Vemos que su valor es siempre negativo, lo cual derriba la posibilidad de
considerarla como una cantidad C, en contra de lo que sucedia con el campo
escalar. Sin embargo, podemos observar que su dependencia con la masa es

monodtona, lo que resulta en si mismo no trivial.

6.4.3 Digresion: la anomalia de traza para

. . -/
fermlones en lelGl’lSlOIl par

Apartandonos de la linea principal del capitulo, aprovechamos los calculos
realizados sobre esferas en dimension par para hacer algunos comentarios con
respecto al coeficiente del término log(ua) en la accion efectiva (6.83) —que,
como es bien conocido, coincide a menos de un factor con la anomalia de traza

del tensor de energia impulso de la teoria—,
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2k+2 20+1 2l+1
AR (1 (2k+2
= S (M

p=0

) (iam)? P (6.86)
x (—=1)" ¢y (—p,iam).

Notemos en primer lugar que A es un nimero real. En efecto, escribiendo la
funcién zeta de Hurwitz en términos de polinomios de Bernoulli [79, pagina
1037] y usando la definicién de éstos en términos de los ntimeros de Bernoulli
B, [79, pagina 1041] obtenemos

: 20+1— : 1 = p+1y\ 2042—

(tam) PCy(—p,iam) = ——— (tam) ‘B, . (6.87)
p+1l: 3\ ¢

De aqui vemos inmediatamente que los términos con ¢ par son nimeros reales.

Con los términos correspondientes a valores impares de ¢ tendremos que tener

alguna precaucion: como los nimeros de Bernoulli con indice impar son nulos

a excepciéon de By = —1/2, podemos escribir
1 1 1 1
- Z <p + ><iam)2l+2_qu - = <p + ><iam)21+lBl 7 (688)
r+1 = q p+1 1
qimpar

que una vez reemplazado en la ecuaciéon (6.86) conduce a

2k3+1 k (2k+2) 21+1 <2[ 4 1)
Zc Z (=) P(iam)? ! (6.89)
(2k+1 ' 1=0 p=0 p
0, lo que es lo mismo,
Ck+1) & ’ '

lo que completa la prueba de que A es real. En el caso no masivo este coeficiente
asume la expresion més simple

2k+2

AR+ BT Z G2 (=20 — 1), (6.91)
=0

0, en términos de niimeros de Bernoulli,

2k+2

B
(2k+2) _ (2k+2) D2U+2 6.92
A S (2k+1)! 2% 204+2° (6.92)
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En la Tabla 6.1 pueden verse los valores de A para las dimensiones pares
més bajas. El valor para d = 12 estd en desacuerdo con el reportado en [45],
pero coincide con el calculado en [32]. Para el resto de las dimensiones, los

valores obtenidos coinciden con los de ambas referencias.

d ‘ 2 4 6 8 10 12 14
A | 1 1 191 2497 14797 92427157 36740617
90 3780 113400 1496880 20432412000 17513496000

Tabla 6.1: Anomalia de traza para las dimensiones pares més bajas.

6.4.4 Entropia de holonomia en dimensién impar

Volviendo a la entropia de holonomia, consideramos ahora el caso de una
teoria de Dirac sobre un espacio proyectivo en dimensién impar d = 2k + 1.
Luego del desplazamiento n — n — k en el espectro (6.63), los autovalores se

escriben

n

) 1
Ai:j:(i(n—l—Q)—i—m, n=kk+1k+2, ..., (6.93)

con las correspondientes degeneraciones

d, = TR (6.94)

Una vez mas, escribimos la cantidad

m:(n—l—k)(n—l—k—1)(n—|—k—2)...(n—k+1)
=(n+i+k=3)(n+i+k-3)...(n+i-k+1}) (6.95)
— |+ = (=) [ ) = (k= 3)) [ (1) -]
en términos de coeficientes racionales c§2k+1) como

,Zc%“)( + )" (6.96)

=0
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La funcién zeta correspondiente puede escribirse como

2k
(201

M=

Csarr1(s) = (pa)® ) {z’s i (n + %)21 (n +3— iam) - (6.97)

n=0

Il
o

o0

)7 z::o (n + %)21 (n + 3+ iam)is } .

De manera analoga al caso par, usamos un desarrollo binomial para obtener

k
Coorri(s) = ol Zc (2 +1) Z ( ) iam)? P (6.98)

=0

X {iSCH(s -p,3— mm) + (—z’)’s(—l)pCH(s —p s+ iam) } .

Puede verse que esta funcién zeta se anula en s = 0, como es de esperar en
dimensién impar. Tomando una vez maés el corte de la funcién logaritmo de

modo que i = exp(imws/2), podemos escribir

21
p

FSQkﬂ _ ' zk:c (2k+1) zl: (
=0

l p=0

) (iam)*~P (6.99)
x {c;{( p. & —iam) + (~1)°Cyy (—p, 3 + iam)

—amCy (—p, % - z'am)} .

Sobre el espacio proyectivo S?**1/Z, un célculo similar al del caso par per-
mite obtener para las acciones efectivas correspondientes a las dos estructuras

de spin las expresiones

2]

DS 2o, (%) _ 2k zkzc(%ﬂ) 2212
T2k &=
AG(-rd - F )+ UG (-n v )

~inGn(-p s - ¥ 1)

>2p(mm)”—P (6.100)

Al igual que antes, usamos el hecho de que estas acciones efectivas son complejas
conjugadas entre si y su parte real coincide con la mitad del valor de la accion
efectiva sobre la correspondiente esfera para obtener la entropia de holonomia
de la misma expresion que en el caso par, como en la ecuacién (6.85). En la

figura 6.11 puede verse su comportamiento con la masa adimensionalizada para
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las dimensiones méas bajas, que es similar al del caso par. Como en aquel caso,
la dependencia con am es mondtona y —como consecuencia de la elecciéon que
hicimos para la fase— el campo se desacopla en el limite am — oo, pero la
funcién es siempre negativa. Queda abierta la pregunta acerca de la posibilidad
de definir la accion efectiva sobre el espacio proyectivo de otra forma, de modo
de tener, por un lado, una accién efectiva real, pero ademas una entropia de

holonomia positiva.

Shol,§2k+1/7,

-0.02
-0.04

-0.06

—-0.08T

Figura 6.11: Entropia de holonomia como funcién de la masa adimensionalizada
para espacios proyectivos en dimension 3 (curva negra) y 7 (curva
gris).

Finalmente, puede verse que el valor de la entropia de holonomia para la
teoria sin masa en dimension 2k + 1 coincide con el valor de la misma cantidad
en dimensién 2k + 2, aunque son diferentes para valores no nulos de la masa.

[lustramos este comportamiento con un ejemplo en la figura 6.12.

Shol,sd/z2
0.2 . 0.4 0.6 0.8 1,0

am
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-0.04

—-0.06

-0.081

Figura 6.12: Entropia de holonomia como funcién de la masa adimensionalizada
para espacios proyectivos en dimension 3 (curva negra) y 4 (curva
gris).

6.4 El campo de Dirac sobre espacios proyectivos
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Mas depois?...
Ah, meus poetas, meus poemas — e depois?

O pior é sempre o depois...

— Alvaro de Campos (Fernando Pessoa)

Tantos poemas contemporaneos!

La obtencién de magnitudes cudnticas al orden de un loop en Teoria Cuén-
tica de Campos esta relacionada con el calculo de determinantes funcionales.
En esta tesis hemos utilizado para obtener esos determinantes la regularizacion
analitica que se define a partir de la funcién zeta de los operadores corres-
pondientes. Como aplicacion principal de dicha regularizacion, calculamos
las correcciones a un loop a las acciones efectivas de teorias escalares libres
sobre los llamados espacios esféricos, que se obtienen a partir de la esfera
tridimensional mediante el cociente con ciertos subgrupos finitos de su grupo

de isometrias.

En primer lugar, consideramos la teoria a temperatura finita 1/ de un
campo escalar sin masa acoplado conformemente a la métrica en cada uno de los
espacios esféricos, para la que obtuvimos dos expresiones analiticas diferentes
de la accion efectiva, ambas validas en todo el rango de temperaturas; cada
una de estas expresiones es conveniente para tomar uno de los limites de
temperatura [9]. En ambos limites la dependencia con la temperatura esté
dada por potencias de la variable adimensional §/a y correcciones adicionales
suprimidas exponencialmente. En el limite de altas temperaturas la contribucion
dominante diverge como 573, de acuerdo con la ley de Stefan-Boltzmann, y
tiene un coeficiente proporcional al volumen del espacio. La contribucion
subdominante es un término que en el caso de la entropia no depende de
la temperatura o el volumen del espacio, siendo diferente para los distintos
espacios esféricos. A partir de este término, que coincide con la accién efectiva
de la teoria sin temperatura sobre la parte espacial de la variedad, definimos
una cantidad que de algiin modo mide la topologia del espacio, a la que
llamamos entropia topologica. El resto del desarrollo se anula exponencialmente

con [3/a. En el limite de bajas temperaturas, por otra parte, la contribucién
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dominante esta dada por la energia de vacio, y el resto de los términos se anula
exponencialmente cuando f/a — oco. Puede verse que alli la entropia se anula
para todas las variedades consideradas, en acuerdo con la primera ley de la
Termodinamica. En el caso de la esfera reproducimos la relacién de dualidad
entre los valores de la energia a altas y bajas temperaturas [62]; en el resto de
los espacios esféricos esta dualidad falla debido a la dependencia de la energia

de vacio con la topologia.

En el caso de los espacios lente —cocientes de la esfera con grupos ciclicos
Z,— encontramos que la entropia topoldgica crece con el orden p del grupo,
resultado que puede extenderse a valores continuos de p como en (6.36). Esto
sugiere la interpretacion de p como una especie de temperatura, aunque en
nuestro analisis esta similitud no va mas alla de la observacion de que la
entropia topolédgica es una funcién creciente de p, como en la segunda ley de
la Termodinédmica. Un problema que podria estar relacionado con esta idea
es la dualidad formulada en [135], que consiste en un intercambio entre p
y la temperatura en el limite en el que ambas cantidades tienden a infinito.
Encontramos el mismo comportamiento con el orden del grupo para la familia
de espacios que denominamos prisma —en los que el cociente de la esfera es con
subgrupos de SU(2) que en SO(3) corresponden a las simetrias de poligonos

en el plano—.

Por otra parte, la entropia topolédgica es subaditiva en cada uno de los
espacios esféricos, a la manera de una entropia de entrelazamiento. Teniendo en
cuenta que una entropia de entrelazamiento fue utilizada para el estudio de un
teorema C' en tres dimensiones [39], como una aplicacion de los cdlculos sobre
espacios esféricos nos preguntamos acerca de las propiedades de la entropia
topolégica a lo largo del flujo del grupo de renormalizacién. Analizamos entonces
el caso més simple del flujo de masa de la teoria escalar libre sobre los distintos
espacios esféricos, para la que calculamos las correspondientes acciones efectivas
a temperatura finita [10]. Comenzamos analizando el caso de la esfera, en
el que encontramos que la presencia de tres escalas independientes —masa,
radio del espacio y temperatura— introduce una dependencia de la acciéon
efectiva con el regulador u, que eliminamos por medio de una prescripcion
de renormalizacion. Luego de ese procedimiento obtenemos acciones efectivas
en los diferentes regimenes de valores relativos de las escalas. A partir de
las entropias de cada espacio esférico y de la esfera en el limite en el que
la temperatura tiende a infinito mas rapido que cualquier otro parametro

definimos, de manera similar a la que dio lugar a la entropia topolédgica en
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el caso no masivo, una diferencia que llamamos entropia de holonomia, que
depende de la masa y el radio de la esfera que cubre el espacio, y cuyo valor
a masa cero es la entropia topoldgica del espacio en cuestién. Para la teoria

escalar libre la constante de acoplamiento es el cuadrado de la masa del campo,

y el flujo del grupo de renormalizacién se implementa variando esa cantidad.

En todos los casos estudiados la entropia de holonomia es siempre positiva

y decrece mondétonamente con el flujo, anulandose en el punto fijo infrarrojo.

Esto que se corresponde con el comportamiento de una cantidad C', al menos
en una formulacién débil [18]: una cantidad C' como la de Zamolodchikov [152]
satisface ademas la condicién de estabilidad en los puntos fijos del flujo, y la
entropia de holonomia tiene en cambio una derivada con respecto a la constante
de acoplamiento que es nula en el punto fijo infrarrojo —correspondiente a la
teoria desacoplada en el limite m — co— pero que es negativa en el punto fijo

ultravioleta —que corresponde a la teoria sin masa—.

Con ese resultado, nos preguntamos si la entropia de holonomia define una
cantidad C' mas alla del ejemplo del flujo de masa del campo escalar libre en
tres dimensiones. Dado que en ese caso los términos constantes en el desarrollo
a altas temperaturas de las acciones efectivas pueden obtenerse a partir del
determinante de la teoria a temperatura cero sobre la parte espacial de la
variedad, estudiamos la version tridimensional de la entropia de holonomia
considerando la teoria con acoplamiento conforme en tres dimensiones a la
variedad espacial, para la que encontramos un comportamiento analogo al
de la anterior. Generalizamos luego estos calculos a la esfera y el espacio
proyectivo real en dimensién arbitraria, encontrando en todos los casos un

comportamiento similar.

Como primer ejemplo diferente de la teoria escalar consideramos el flujo de
masa del campo de Dirac libre sobre esferas y espacios proyectivos en dimension
arbitraria. En el caso de los espacios proyectivos, la presencia de dos estructuras
de (s)pin introduce una ambigiiedad en la eleccién de los espinores. Debido a la
presencia de una asimetria espectral no nula, las acciones efectivas sobre ambas
estructuras resultan complejas, por lo que una teoria definida con s6lo una de
ellas no es unitaria. Por otra parte, dichas acciones efectivas son conjugadas
entre si y su parte real es la mitad de la accién efectiva sobre la esfera. Esto
permite recuperar la unitariedad definiendo la funcién de particién sobre el
espacio proyectivo como el promedio de las funciones de particion sobre las
distintas estructuras de (s)pin. Con esa prescripcion, los cdlculos muestran que,

a diferencia del caso escalar, la entropia de holonomia es negativa y creciente
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a lo largo del flujo, por lo que no es compatible con una cantidad C. Sin
embargo, su comportamiento es mondétono y presenta algunas similitudes con
su contraparte escalar: su limite en el punto fijo infrarrojo m — oo es nulo
—Ilo cual es consecuencia de la eleccién de la fase en el determinante de Dirac—
y su derivada con respecto a la constante de acoplamiento —que en este caso
es simplemente la masa— en el punto fijo ultravioleta tiene el mismo signo que
a lo largo del flujo. Dicho en otras palabras, puede verse que la entropia de
holonomia cambiada de signo se comporta con la constante de acoplamiento
para la teoria fermiénica sobre espacios proyectivos reales de la misma forma

que la entropia de holonomia para la teoria escalar.

Los céalculos para las teorias escalar y de Dirac sobre la esfera tridimensional
nos permitieron investigar [21] el comportamiento frente al flujo de masa de
algunas cantidades relacionadas con la accién efectiva que en el punto fijo
ultravioleta de dicho flujo coinciden con una cantidad C' ya conocida [98]. De
ese andlisis encontramos que, en el mejor de los casos, la funcién interpolante

se comporta de la misma forma que la entropia de holonomia.

Con estos resultados se presentan varias direcciones de accion. Por un
lado, se impone un analisis mas detallado de la entropia de holonomia en el
caso fermidénico que justifique, de ser posible, el cambio de signo con respecto
al caso bosonico. Podria buscarse, por ejemplo, una definiciéon de la accion
efectiva sobre espacios proyectivos que, siendo real, dé lugar a una entropia
de holonomia con las propiedades requeridas. Otra posibilidad es la bisqueda
de una relacién entre ésta y alguna propiedad ya estudiada en el marco de
los teoremas C, como la que obtuvimos en la ecuacién (6.35) para el caso
escalar. Por otra parte, el estudio de teorias en interacciéon podria arrojar
alguna informacién adicional acerca de las propiedades de la entropia de
holonomia; el modelo O(N) en tres dimensiones es de particular interés por
haber constituido el primer ejemplo de la no monotonicidad a lo largo del flujo
del grupo de renormalizacién del coeficiente de la potencia de la temperatura

en una expresién de la entropia térmica [126].

Desde un punto de vista mas general, si la entropia de holonomia fuera una
buena medida del nimero de grados de libertad podriamos intentar reformular
su definicién para poder considerar teorias sobre otros espacios. Para ello,
una posibilidad seria explorar la estructura de la acciéon efectiva, aislando los

términos que correspondan a las contribuciones a la integral funcional de los
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caminos cerrados no contraibles sobre la variedad, para poder identificarlos

con contribuciones topoldgicas en el caso conforme [11].

Finalmente, queremos destacar la simplicidad con que la regularizacion
zeta permite calcular cantidades fisicas en teorias sobre espacios con topologia
no trivial. A los ejemplos considerados podrian también agregarse espacios que
no tengan curvatura positiva: en el caso tridimensional han sido estudiados,
entre otros [108, 142], el toro [100] y la botella de Klein [52, 59], y en espa-
cios hiperbdlicos la funciéon de particion esta relacionada con la entropia de

entrelazamiento en esferas [40, 114].
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