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Resumen
Una de las preguntas fundamentales en Teoría Cuántica de Campos se refiere

a la determinación de una medida del número de grados de libertad de las teorías
que sea consistente con el flujo del grupo de renormalización. La respuesta
parece estar cifrada en los llamados teoremas C, que involucran cantidades
que decrecen con el flujo hacia el infrarrojo del grupo de renormalización y son
estacionarias en los puntos fijos, ordenando el espacio de teorías.

En un problema originalmente distinto, inspirados en la utilización de
los espacios esféricos en modelos cosmológicos, estudiamos las propiedades
termodinámicas de una teoría libre a temperatura finita definida sobre esos
espacios. Comenzamos analizando el caso de una teoría escalar conforme: a
partir de la regularización zeta de la acción efectiva calculamos la entropía,
en cuyo desarrollo a altas temperaturas encontramos un término —a menudo
omitido— que no depende de la temperatura ni del tamaño del espacio, que
puede obtenerse como el determinante de la teoría sin temperatura sobre la
variedad espacial, y que asociamos con sus propiedades topológicas. Estudia-
mos en el caso de una teoría masiva el mismo desarrollo, en el que el término
independiente de la temperatura depende de la masa, y encontramos que esa
dependencia es la que se espera de una cantidad C. Analizamos el compor-
tamiento de ese término para el flujo de masa de una teoría de Dirac libre,
donde encontramos un comportamiento monótono pero opuesto al esperado.
En ambos casos estudiamos la estabilidad de la cantidad C en los puntos fijos
del flujo. Consideramos además una generalización de estos cálculos a algunos
espacios en dimensión arbitraria.
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1Introducción

En esta tesis estudiamos propiedades de teorías cuánticas de campos defi-
nidas sobre ciertas variedades esféricas con topología no trivial. Presentaremos
resultados relacionados con la Termodinámica de campos escalares sobre dichos
espacios y su relación con los teoremas C en Teoría Cuántica de Campos.

No obstante los grandes avances en Teoría Cuántica de Campos sobre
espacios curvos [23], las teorías sobre espacios con topología no trivial no han
sido estudiadas en forma sistemática. La historia de la topología en la Física
Cuántica se remonta por lo menos al monopolo magnético de Dirac [53] y,
pasando por el efecto Aharonov-Bohm [3], es motivo de una gran revolución
con la Teoría Cuántica de Campos Topológica [148] y su realización en sistemas
de Materia Condensada, que da lugar a las fases topológicas de la materia
[81, 143]. Por otra parte, en los intentos de formular una teoría que permita
comprender los primeros momentos del universo —en la que los fenómenos
cuánticos tendrían un rol preponderante— no hay indicios que impliquen la
necesidad de que la topología del espacio sea trivial [141]. Los efectos cuánticos
debidos a dicha topología se manifiestan a bajas energías —razón por la cual
la información acerca de la topología del universo se busca en los momentos
multipolares más bajos del espectro angular de variaciones térmicas del fondo
cósmico de radiación [107]—.

Inspirados en el estudio de modelos cosmológicos sobre espacios topológi-
camente no triviales [14, 110], consideramos la teoría cuántica de un campo
escalar sobre algunos espacios con esa característica, centrándonos en par-
ticular en la obtención de las propiedades termodinámicas de los campos a
temperatura finita. En el análisis de la dependencia de dichas propiedades
con la masa encontramos un comportamiento semejante al de las llamadas
cantidades C.

Teoremas C en Teoría Cuántica de Campos
De nuestra experiencia cotidiana podemos deducir que la complejidad de

un sistema físico aumenta cuando lo miramos en mayor detalle —lo que en
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términos más técnicos podríamos enunciar diciendo que el número de grados
de libertad del sistema aumenta con la energía de los procesos involucrados
en la observación—, lo cual es cierto en principio si la Física que describe al
sistema es la misma para cualquier escala de energías. En Teoría Cuántica de
Campos, donde las cantidades pueden depender de la escala de manera no
intuitiva, esta idea es abordada en el contexto de los llamados teoremas C, que
involucran cantidades que de alguna manera miden el número de grados de
libertad de la teoría y que decrecen monótonamente cuando la teoría se mueve
entre altas y bajas energías.

En el espacio de teorías, las curvas que conectan distintas teorías se recorren
variando la escala de energía en lo que se conoce como flujo del grupo de
renormalización; éste se realiza en términos de la dependencia de las constantes
de acoplamiento de las teorías con la escala. Típicamente, al mover la escala
entre altas (en el ultravioleta) y bajas energías (en el infrarrojo) la teoría se
mueve entre dos teorías conformes, las cuales son puntos fijos del flujo. Este
cambio con la escala puede ser interpretado como un cambio en el número
de grados de libertad de la teoría; en ese contexto, una cantidad C da una
medida del comportamiento de las teorías cuánticas de campos a altas y bajas
energías (ó, lo que es análogo, a cortas y largas distancias).

El problema de la medida del número de grados de libertad en el espacio de
teorías está entendido en dos dimensiones [152], donde la cantidad C coincide
en los puntos fijos con la carga central de la correspondiente teoría conforme,
que además es proporcional al coeficiente c de la anomalía de traza de la teoría
cuántica. Esta relación inspiró la búsqueda de cantidades con propiedades
similares en cuatro dimensiones [34], donde los coeficientes de la anomalía
de traza son dos; en este número de dimensiones se demostró [103] que el
coeficiente a (el coeficiente del término de Euler) es el que se comporta como
una cantidad C. En el resto de las dimensiones pares puede hacerse una
propuesta similar. En dimensiones impares, en cambio, la simetría conforme no
es anómala [49], de modo que hay que considerar el problema desde un enfoque
diferente. Además de estudios holográficos [114], la propuesta más firme en
tres dimensiones [92] proviene de la observación de que la carga central en dos
dimensiones puede relacionarse también con la función de partición euclídea Z
de la teoría en la esfera; la energía libre F = − logZ es en ese caso el valor
de la cantidad C en el punto fijo ultravioleta, mientras que la función que
interpola en las teorías intermedias del flujo se construye a partir de la entropía
de entrelazamiento del estado fundamental de la teoría entre un círculo y su
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complemento en el espacio [39, 109]. Quedan aún aspectos por resolver, que
tienen que ver con el comportamiento en el punto fijo infrarrojo y la estabilidad
en el ultravioleta [21].

Estructura de la tesis
En la descripción de las propiedades de teorías cuánticas de campos a

temperatura finita, la obtención de magnitudes físicas está relacionada con el
cálculo de determinantes funcionales de operadores diferenciales. En el capítulo
2 hacemos un resumen de la formulación perturbativa de la Teoría Cuántica
de Campos, mostrando cómo aparecen los determinantes funcionales en el
cálculo de correcciones cuánticas a una teoría clásica de campos, y repasamos
la relación entre las correcciones al orden de un loop y la Mecánica Estadística
del sistema. Mencionamos además la necesidad de una regularización en la
definición de dichos determinantes funcionales y describimos la que usaremos
a lo largo de la tesis.

Los espacios esféricos tridimensionales, sobre los que definiremos las teorías,
son introducidos en el capítulo 3; comenzamos con una presentación del área
de la Cosmología que estudia la topología del universo, que esperamos sirva de
motivación para la consideración de teorías sobre espacios con topología no
trivial. Describimos luego en detalle una forma de construir dichos espacios a
partir de las simetrías de la esfera tridimensional, con la que mostramos cómo
obtener el espectro del laplaciano sobre ellos.

Usando dichos espectros, en el capítulo 4 calculamos las propiedades ter-
modinámicas de una teoría escalar libre sin masa acoplada conformemente
a la métrica en cada uno de los espacios esféricos. Comenzamos analizando
el caso de la esfera, cuyo conocimiento simplificará el posterior tratamiento
del resto de los espacios. En todos los casos, usamos propiedades de dualidad
de las series infinitas que aparecen al calcular el determinante funcional de
interés para obtener dos expresiones diferentes de la acción efectiva, ambas
válidas en todo el rango de temperaturas, una de las cuales nos permite tomar
fácilmente el límite de altas temperaturas, y la otra el de bajas temperaturas.
Analizamos la estructura de las cantidades termodinámicas en ambos límites,
y observamos la aparición en el límite de altas temperaturas de un término
que es independiente de las escalas de la teoría —la temperatura y el volumen
del espacio—. En la entropía de los campos sobre los espacios esféricos con

3



topología no trivial, la comparación de este término con el correspondiente en
la esfera da lugar a la definición de una cantidad que llamamos entropía de
holonomía [9].

En el capítulo 5 generalizamos estos cálculos al caso de un campo masivo,
analizando la dependencia de las cantidades termodinámicas de la teoría con la
masa del campo. En el capítulo 6 sugerimos la posibilidad de que la entropía de
holonomía cumpla las condiciones para representar una medida del número de
grados de libertad de las teorías en el flujo de masa del campo escalar conforme
sobre los distintos espacios esféricos [10]. Dicho capítulo comienza con un
repaso histórico de los teoremas C en Teoría Cuántica de Campos y continúa
con el análisis de algunas cantidades candidatas a funciones C sobre variedades
esféricas tridimensionales, con énfasis en el comportamiento de las mismas en
los puntos fijos ultravioleta e infrarrojo [21], para pasar finalmente al estudio
detallado de la entropía de holonomía. Luego de analizar el comportamiento
de la entropía de holonomía con la masa, testeamos la mencionada posibilidad
en el caso del flujo de masa de teorías escalares en dimensiones más altas y en
el caso de un campo de Dirac sobre uno de los espacios esféricos en dimensión
arbitraria.

Finalmente, en el capítulo 7 presentamos un resumen de los resultados
obtenidos, junto con las conclusiones del trabajo y las posibles direcciones de
acción.
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2Elementos de la Teoría
Cuántica de Campos

Mas no conseguiréis amurallar la ciudad
prometida antes de que un hambre cruel os
obligue, por la ofensa que nos habéis causado, a
devorar a dentelladas vuestras propias mesas.

— (Celeno a Eneas)
Virgilio, La Eneida

Como ya hemos mencionado, esta tesis se centra en el estudio de las
propiedades termodinámicas —y cantidades derivadas de ellas— de teorías
cuánticas de campos sobre espacios esféricos con topología no trivial. Estas
cantidades serán calculadas a partir de las propiedades espectrales de operadores
asociados a la teoría. Es objetivo de este capítulo hacer un resumen de algunos
de los conceptos involucrados en los cálculos que describiremos, de modo de
hacer autocontenida la lectura de la tesis, a la vez que introducimos algo de
notación.

2.1 La acción efectiva
Dada una teoría de campos definida por la acción clásica S[Φ] —donde Φ

denota de manera colectiva al conjunto de campos que componen la teoría—,
la acción efectiva es otra funcional de Φ que contiene las correcciones cuánticas
a la teoría de modo que el principio de mínima acción (efectiva) conduce a
las ecuaciones de movimiento para los valores de expectación de vacío de los
campos.

A partir de aquí consideramos —por economía de notación— la teoría de
un campo escalar real φ definido sobre una variedad de sección espacialM,
cuya acción clásica euclídea podemos escribir como

S[φ] = 1
2

∫
R×M

ddx
√
g
{
gµν∂µφ ∂νφ+m2φ2 + ξR φ2

}
, (2.1)
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donde hemos supuesto que el campo tiene una masa m y está acoplado a la
curvatura escalar R de la variedad, siendo ξ el coeficiente de dicho acoplamiento.
El acoplamiento se denomina mínimo si ξ = 0. En el caso de un acoplamiento
conforme —en el que la teoría a masa cero posee la simetría de Weyl y el valor
de vacío de la traza del tensor de energía impulso se anula— a la métrica de la
variedad d-dimensional, tendremos ξ = (d− 2)/4(d− 1).

En presencia de una fuente externa (clásica) J(x) la función de partición
Z[J ] y la funcional generatriz W [J ] de la teoría euclídea pueden obtenerse a
partir de la integral funcional

Z[J ] ≡ e−
1
~W [J ] :=

∫
Dφ e−

1
~S[φ]+ 1

~ (J,φ) , (2.2)

donde hemos denotado (·, ·) al producto escalar de funciones en la variedad
R×M con métrica euclídea, y donde la normalización se ha elegido de modo
que las derivadas funcionales de Z[J ] den lugar a las funciones de correlación
de la teoría según la expresión

〈φ(x1)φ(x2) . . . φ(xN)〉 = ~N

Z[0]
δ

δJ(xN) . . .
δ

δJ(x2)
δ

δJ(x1)Z[J ]
∣∣∣∣∣
J=0

.

Es en este sentido que decimos que Z[J ] es la funcional generatriz de las
funciones de correlación de la teoría, siendo W [J ] la funcional generatriz de los
correladores que en el formalismo de Wick-Feynman corresponden a diagramas
conexos.

La acción efectiva se obtiene como la transformada de Legendre (funcional)
de W [J ] en términos del campo medio φJ(x) := −δW [J ]/δJ(x):

Γ[φJ ] := W [J ] + (J, φJ) , (2.3)

de donde vemos que

δΓ[φJ ]
δφJ(x) = J(x) , (2.4)

de modo que en ausencia de fuentes externas la acción efectiva es extremizada
por el campo medio φJ . Este campo medio no es otra cosa que el valor de
expectación de vacío del campo cuántico φ en presencia de la corriente externa
J . La acción efectiva resulta además la funcional generatriz de las funciones
de correlación correspondientes a diagramas de Feynman irreducibles de una
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partícula. Estos diagramas son suficientes para construir todos los diagramas de
la teoría a partir de los de orden árbol, de modo que la acción efectiva resulta
adecuada para describir todo el comportamiento cuántico de la teoría.

2.2 Correcciones a un loop a la teoría
clásica

Si bien en algunos casos es posible calcular la acción efectiva en forma
exacta, la forma usual de encarar la mayoría de los problemas es la utilización
de una aproximación semiclásica —el desarrollo en potencias de ~—. En lo que
concierne a los resultados contenidos en esta tesis, como veremos más adelante,
la primera corrección a la acción clásica en este desarrollo permite obtener la
termodinámica de los campos.

Para obtener dicho desarrollo hacemos en (2.2) el cambio de variables
φ(x)→ φJ(x) + φ(x), con el que obtenemos

Z[J ] = e−
1
~S[φJ ]+ 1

~ (J,φJ )
∫
Dφ e−

1
~ (δS−J,φ)− 1

2~(φ,(δ2S,φ)) , (2.5)

donde hemos denotado

δS(x) := δS[φ]
δφ(x)

∣∣∣∣∣
φ=φJ

δ2S(x, y) := δ2S[φ]
δφ(x)δφ(y)

∣∣∣∣∣
φ=φJ

. (2.6)

Luego del cambio de escala φ(x) →
√
~φ(x) obtenemos para la acción

efectiva

Γ[φJ ] = S[φJ ]− ~ log
∫
Dφ e−

1
2(φ,(δ2S,φ)) +O(~2) , (2.7)

expresión que, como la corriente externa es una función arbitraria, y como
ésta determina de manera unívoca el campo medio, está definida para confi-
guraciones arbitrarias del campo. Notemos además que en el límite ~→ 0 la
integral funcional en (2.2) está dominada por la configuración clásica φclás(x),
que satisface

δS[φ]
δφ(x)

∣∣∣∣∣
φ=φclás

= J(x) , (2.8)
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y que es, en esta aproximación, igual al campo medio φJ(x).

La integral funcional en la primera corrección a la acción clásica puede
entenderse como el determinante funcional del operador de fluctuaciones cuán-
ticas A cuyo núcleo es δ2S: grosso modo, suponiendo que las autofunciones
ϕn de A forman un conjunto completo en el espacio de funciones sobre la
variedad,1 podemos desarrollar el campo como

φ(x) =
∑
n

cnϕn(x) , con cn = (ϕn, φ) , (2.9)

con lo que

(φ,Aφ) =
∑
n,m

cncm(ϕn, Aϕm) =
∑
n

λnc
2
n , (2.10)

donde λn es el autovalor de A correspondiente a la autofunción ϕn. Por otra
parte, la medida en la integral funcional puede calcularse —a menos de alguna
normalización— como el producto [82]

Dφ =
∏
n

dcn , (2.11)

de modo que podemos escribir

∫
Dφe−

1
2 (φ,Aφ) ∼

∫ (∏
n

dcn

)
e−

1
2
∑

n
λnc2

n =
∏
n

∫
dcne

− 1
2λnc

2
n (2.12)

∼
∏
n

λ−1/2
n .

Identificando finalmente el producto de los autovalores del operador con su
determinante funcional, resulta

Γ(1−loop)[φ] = 1
2 log DetA . (2.13)

En adelante denotaremos a esta corrección simplemente Γ. Además, consi-
deraremos unidades en las que ~ = 1. Notemos que esta expresión para la
corrección a un loop a la acción efectiva es válida para campos bosónicos; en el

1 Esto está asegurado en particular en los casos en que la métrica del espacio sea definida
positiva. Notemos que en este caso el operador A es hermítico, puesto que su núcleo es
simétrico.
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caso de un campo fermiónico ψ, las propiedades de la integral funcional sobre
variables de Grassmann conducen en cambio a la corrección

Γ(1−loop)[ψ] = − log DetA . (2.14)

Como las teorías cuánticas de campos son en general locales, los operadores
de fluctuaciones cuánticas son operadores diferenciales, como el de Laplace-
Beltrami en el primer término entre llaves en (2.1). Estos operadores son no
acotados, lo que significa en particular que sus autovalores crecen sin límite,
y el determinante resulta entonces una cantidad infinita. Es por eso que es
necesario adoptar alguna forma de regularización de esa cantidad de modo
de obtener a partir de ella una cantidad finita que podamos asociar con el
determinante. Más adelante en el capítulo veremos una forma de regularizar el
determinante funcional de un operador a partir de sus autovalores, que es la que
usaremos a lo largo de la tesis. Antes de eso, supongamos que podemos calcular
de alguna forma la corrección a un loop a la acción efectiva de una teoría, y
veamos cómo podemos obtener a partir de ella las propiedades termodinámicas
de los campos a temperatura finita.

2.3 Campos cuánticos a temperatura
finita

En primer lugar, tenemos que introducir el concepto de temperatura en
teoría de campos. Para ello, partiendo de la teoría euclídea, confinamos el
tiempo euclídeo τ a un intervalo [0, β] e imponemos ciertas condiciones de
contorno sobre el campo en los extremos del intervalo: periódicas para repro-
ducir la mecánica estadística de un campo bosónico y antiperiódicas cuando
queramos describir la teoría de un campo fermiónico a temperatura finita [22].
En el caso de un campo bosónico φ la teoría queda entonces definida sobre
el espacio S1 ×M, donde la circunferencia S1 tiene radio β/2π. La función
de partición Z[φ] resultante es la función de partición gran canónica de la
mecánica estadística del campo a temperatura 1/β.
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En el caso de la teoría escalar (2.1) —que es el que ocupará la mayor parte
de la tesis—, luego de la introducción de una temperatura 1/β el operador de
fluctuaciones cuánticas tiene la forma

A = −∂2
β −4+ ξR +m2 , (2.15)

donde

4 = 1
√
g
∂i
(
gij
√
g ∂j

)
(2.16)

es el operador de Laplace-Beltrami sobre la variedadM de métrica gij , al que
en adelante llamaremos simplemente laplaciano.

Separando la variable τ en la ecuación de autovalores y teniendo en cuenta
la condición de periodicidad para dicha variable vemos que las contribuciones
correspondientes —que podemos llamar “térmicas”— están dadas por las
frecuencias de Matsubara ωl = 2πl/β con l ∈ Z, mientras que las contribucio-
nes espaciales son, en el caso en que la curvatura escalar sea constante, los
autovalores del laplaciano sobreM desplazados una cantidad ξR +m2.

Teniendo en cuenta que la acción efectiva Γ está dada por (menos) el loga-
ritmo de la función de partición de la teoría, las propiedades termodinámicas
del campo pueden obtenerse a partir de ella como en el formalismo canónico
de la Mecánica Estadística. En particular, nos interesan la energía E = ∂βΓ,
la energía libre F = Γ/β y la entropía S = β(E − F ).

2.4 Cálculo del determinante funcional.
Funciones espectrales

Como ya dijimos, para los operadores de fluctuaciones cuánticas que nos
interesan el determinante funcional entendido como el producto de los autova-
lores no está bien definido. Con el objetivo de obtener para él una cantidad
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finita, en esta tesis utilizaremos la llamada regularización zeta2, en la que el
logaritmo del determinante es entendido como la derivada

log DetA := − d

ds
ζA(s)

∣∣∣∣∣
s=0

, (2.17)

donde la función zeta del operador A se construye como

ζA(s) := TrA−s (2.18)

en la región del plano complejo s donde resulte convergente, o su extensión
analítica en el resto del plano. En el caso en que el espectro del operador sea
discreto, {λn}n∈N, la función zeta es la suma

ζA(s) =
∑
n∈N

λ−sn . (2.19)

En rigor [129, 130], para un operador diferencial elíptico A de orden n sobre
una variedad d-dimensional, que sea autoadjunto y definido positivo, la función
zeta como la definimos es holomorfa para <(s) > d/n y admite una extensión
analítica al resto del plano complejo que es meromorfa —con un número finito
de polos, que no pueden estar en puntos que no sean s = sk = (d− k)/n, con
k = 0, 1, . . . y k 6= d [75]—. En particular, la función zeta (2.18) es en todos
los casos analítica en s = 0, por lo que el determinante en (2.17) es siempre
finito.

Esta definición permite obtener el determinante de un operador, una vez
conocidos sus autovalores, por medio del cálculo directo de la función zeta, lo
que puede involucrar, entre otros métodos, integrales de contorno en el plano
complejo: representaciones integrales como la del tiempo propio de Schwinger

λ−s = 1
Γ(s)

∫ ∞
0

dt ts−1e−t ; (2.20)

o fórmulas de inversión de series como la de Poisson,

∑
n

f(n) =
∑
m

f̃(m) , (2.21)

2 Una nota sobre la bibliografía: aunque hay antecedentes del uso de funciones zeta en
la regularización de cantidades físicas [28, 123, 128], es generalmente aceptado que la
introducción de la regularización zeta como tal fue realizada en [60].
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donde hemos denotado f̃ a la transformada de Fourier de f . Entre éstas últimas,
encontraremos especial utilidad en el caso f(x) = exp[−(x+ c)2t], con c, t ∈ C
y <(t) > 0, conocido a veces como fórmula de inversión para la función Theta
de Jacobi:

∑
k∈Z

e−(k+c)2t =
√
π

t

∑
k∈Z

e−π
2k2/te2πikc . (2.22)

En los casos en que un cálculo directo no sea posible, es útil considerar la
representación (2.20) para escribir la función zeta como la transformada de
Mellin inversa

ζA(s) = 1
Γ(s)

∫ ∞
0

dt ts−1Tr e−tA , (2.23)

de otra función espectral: la traza del heat-kernel,

KA(t) := Tr e−tA =
∑
n∈N

e−λnt . (2.24)

En términos de esta cantidad, el determinante funcional de un operador puede
calcularse como

log DetA := −
∫ ∞

0

dt

t
KA(t) . (2.25)

Esta representación permite obtener resultados a partir del desarrollo asintótico
del heat-kernel [131, 132], que se obtienen como función de coeficientes que
son integrales sobre la variedad y su borde de invariantes geométricos locales
[51, 76] y pueden calcularse en una gran cantidad de casos [146].

Volviendo a la regularización zeta, notamos que es usual la introducción
de un parámetro µ con dimensiones de masa con el fin de adimensionalizar el
argumento de la potencia compleja: por ejemplo, para un operador como el de
la acción escalar (2.1), los autovalores tienen unidades de masa al cuadrado,
por lo que escribimos la función zeta como

ζA(s) :=
∑
n

(
λn/µ

2
)−s

. (2.26)

De este modo, cuando la función zeta del operador no se anule en s = 0 el
determinante tendrá una dependencia en la escala µ, que deberá ser ajustada
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mediante el procedimiento físico de renormalización de alguno de los parámetros
de la acción original3.

Hasta aquí hemos considerado operadores definidos positivos, cuyos autova-
lores son todos números reales positivos, de modo que la potencia compleja en
la función zeta tiene un valor bien definido. En el caso en que hubiera además
algún autovalor nulo, es posible extender esa definición mediante la exclusión
de dicho autovalor de la suma. Si consideramos operadores con un número
finito o infinito de autovalores negativos —como el de Dirac— tendremos una
ambigüedad en la potencia compleja λ−sn , que corresponde a la elección del
corte del logaritmo en exp(−s log λn). En la función zeta

ζ(s) =
∑
λn>0

λ−sn + (−1)−s
∑
λn<0

(−λn)−s (2.27)

dicha ambigüedad se traduce en la elección de la fase del factor (−1)−s; esta
elección tendrá que hacerse de acuerdo con alguna prescripción, que en las
aplicaciones en Teoría Cuántica de Campos corresponde a alguna propiedad
deseable de la teoría.

Resulta también de utilidad la función eta [13],

η(s) =
∑
λn>0

λ−sn −
∑
λn<0

(−λn)−s , (2.28)

que caracteriza la asimetría espectral del operador, siendo nula en los casos en
que el espectro es simétrico con respecto al origen de la recta real. Su valor en
s = 0 se conoce como invariante eta y forma parte de la fase del determinante
de un operador de Dirac D: en efecto, fijando la fase de la potencia compleja
como (−1)−s = exp(−iπs) puede verse que

ζ ′D(0) = −iπ2 [ζD2(0) + ηD(0)] + 1
2ζ
′
D2(0) . (2.29)

Para finalizar esta discusión acerca de los determinantes funcionales, note-
mos que muchas veces éstos no satisfacen las propiedades de un determinante
de matrices usual. En particular, el determinante funcional del producto de dos
operadores no necesariamente coincide con el producto de los determinantes

3 El método de regularización mediante el heat-kernel no está exento de este problema: el
integrando en (2.25) diverge cuando t→ 0+, de modo que en rigor la integral tiene que
ser efectuada a partir de un valor positivo de t, digamos un cutoff ultravioleta 1/Λ2.
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funcionales de los factores, y es útil el cálculo de la anomalía multiplicativa
[104]

a(A,B) := log DetAB
DetADetB , (2.30)

para la que existe una expresión en términos del residuo de Wodzicki de un
producto de potencias de los operadores A y B [149]. Un caso particular de
esta anomalía es la aparición de la fase en el determinante de un operador de
Dirac, como puede leerse de la ecuación (2.29).

2.5 Algunas funciones zeta

La función zeta más célebre es sin duda la de Riemann,

ζR(s) :=
∞∑
n=1

n−s , (2.31)

que en el lenguaje de la sección anterior puede considerarse, por ejemplo,
como la función zeta del operador A = −i∂x sobre el espacio de funciones
de una variable real con condiciones de contorno periódicas en el intervalo
[0, 2π]. Como antes, la definición se entiende como la serie para <(s) > 1
y su extensión analítica en otro caso. Puede verse que ζR(s) tiene un único
polo simple en s = 1. Además, se anula en todos los enteros negativos pares;
de acuerdo con la conjetura de Riemann, los demás ceros de ζR(s) estarían
situados en la recta <(s) = 1/2.

Como ejemplo del tipo de cálculos al que nos enfrentaremos cuando usemos
la regularización zeta, notemos que haciendo uso de la representación (2.20)
podemos escribir

ζR(s) =
∞∑
n=1

1
Γ(s)

∫ ∞
0

dt ts−1 e−nt , (2.32)

que, una vez resuelta explícitamente la serie geométrica de exponenciales,
resulta

ζR(s) = 1
Γ(s)

∫ ∞
0

dt
ts−1

et − 1 . (2.33)
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Con esta expresión es fácil calcular por ejemplo el valor de la zeta de Riemann
alrededor del polo s = 1: suponiendo en primer lugar que <(s) < 1, utilizamos
el desarrollo [79, página 1040]

t

et − 1 =
∞∑
n=0

Bn

n! t
n , (2.34)

donde Bn son los números de Bernoulli, para reescribir (2.33) como

ζR(s) = 1
Γ(s)

∫ ∞
1

dt
ts−1

et − 1 + 1
Γ(s)

∞∑
n=0

Bn

n!
1

s+ n− 1 . (2.35)

En esta expresión, el primer término es una función entera de s, mientras que
el segundo término tiene un único polo en s = 1, correspondiente al término
n = 0 en la suma.4 De este modo tenemos la extensión analítica buscada.
Usando el hecho de que B0 = 1, podemos obtener el comportamiento en las
inmediaciones del polo:

ζR(s) = 1
s− 1 +O(1) . (2.36)

Entre las generalizaciones de la función zeta de Riemann está la función
zeta de Hurwitz

ζH(s, q) :=
∞∑
n=0

(n+ q)−s , q 6= 0,−1,−2, . . . , (2.37)

que, entendida otra vez como la extensión analítica de la serie del lado derecho
cuando ésta no converja, es una función meromorfa en el plano complejo s con
un único polo simple en s = 1.

Otros tipos de funciones zeta que aparecen a menudo en problemas físicos
son las de Epstein y Barnes. Para más detalles, el lector puede consultar el
libro [97].

4 Los ceros del denominador en los enteros negativos no dan lugar a polos para este término
puesto que la función 1/Γ(s) tiene también ceros en esos valores.
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3Los espacios esféricos
tridimensionales

Los modelos del universo más estudiados tienen secciones espaciales ho-
mogéneas e isótropas, en acuerdo con el principio cosmológico. La curvatura
espacial en estos casos es constante, y dependiendo de su valor las secciones
espaciales son planas, esféricas o hiperbólicas. Observemos aquí que la elección
de un valor para la curvatura de una variedad no determina su geometría global,
pudiendo ésta corresponder a diferentes topologías. En efecto, las variedades
tridimensionales de curvatura constante pueden ser pensadas como cocientes
M = M̃/H de su espacio de cubrimiento universal con algún subgrupoH de
su grupo de isometrías. El espacio de cubrimientoM̃ puede ser, dependiendo
de la curvatura, el espacio euclídeo E3, el espacio hiperbólico H3 o la esfera S3.
El subgrupo H debe ser discreto y actuar sobre la variedad sin dejar puntos
fijos, puesto que de otra forma el espacio cociente no sería una variedad.

En este capítulo nos centraremos en el estudio de teorías cuánticas de
campos escalares a temperatura finita sobre variedades homogéneas cuyo
grupo de cubrimiento universal es la esfera S3, a las que, por no buscar un
nombre más complicado y dado que no habrá confusión, llamaremos espacios
esféricos.1 Luego de establecer una motivación física para el estudio de teorías
sobre estas variedades, haremos una clasificación exhaustiva de los espacios
posibles, para luego obtener los espectros del operador laplaciano sobre cada
uno de ellos. En los capítulos siguientes, dicho espectro será utilizado para
calcular determinantes funcionales de operadores de fluctuaciones cuánticas de
ciertas teorías de campos sobre estos espacios.

1 En inglés nos referimos a estos espacios como spherical spaceforms, término que es más
específico que el que hemos elegido.
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3.1 Motivación: topología del universo
El problema de la topología del universo ha sido estudiado desde los

albores de la cosmología relativista. En efecto, luego de la primera solución
cosmológica de las ecuaciones de Einstein —un modelo estático cuyas secciones
espaciales son esferas tridimensionales—, de Sitter mostró que un modelo similar
con espacios proyectivos RP3 como secciones espaciales también resuelve las
ecuaciones [136]. S3 y RP3 tienen la misma métrica pero sus propiedades
globales son diferentes; en particular, la esfera es simplemente conexa, mientras
que el espacio proyectivo no lo es. No obstante, de Sitter pensaba que el espacio
proyectivo era el modelo más adecuado, basándose en el hecho de que en éste
dos líneas paralelas se cruzan una única vez [137], mientras que en la esfera lo
hacen dos veces —en puntos antipodales—.2

Un siglo después, la pregunta acerca de la topología del universo conforma
un área de estudio, principalmente desde el punto de vista de la cosmología
observacional. El lector interesado en conocer en más detalle el estudio de
este problema querrá comenzar consultando las referencias [106, 107]. La
pregunta principal tiene que ver con la posibilidad de inferir información
acerca de la topología del universo usando los datos cosmológicos de los que
disponemos actualmente (en particular, los que provienen de las observaciones
de la radiación del fondo cósmico), de la misma forma como fueran explorados
algunos parámetros geométricos locales [93].

En la teoría de Einstein, la geometría del universo no está determinada
de antemano, sino que depende del contenido de materia, radiación y energía
en sus diferentes formas. En particular, para un modelo del universo que
sea homogéneo e isótropo a gran escala, las secciones espaciales (que tienen
curvatura constante) dependerán de la densidad de materia de éste: hay un
valor de la densidad, llamado densidad crítica, para el cual la materia es
exactamente la necesaria para frenar la expansión del universo pero no es
suficiente como para hacerlo recolapsar, situación que se corresponde con un
universo localmente plano; si la densidad es menor que ese valor el universo
no dejará de expandirse, lo que corresponde a una geometría hiperbólica, y
si la densidad es mayor que la densidad crítica el universo se expandirá a un

2 Como todas las ideas de la época, esta propuesta despertó controversia, como puede
apreciarse de la lectura de la correspondencia de Einstein en el período [64], en particular
de sus conversaciones con de Sitter durante el año 1917 y con Weyl durante ese año y el
siguiente.
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ritmo cada vez menor, hasta llegar en algún momento a frenar su expansión
y comenzar a contraerse, correspondiendo esta situación a una geometría
esférica.

El universo observable es aproximadamente homogéneo e isótropo a gran
escala; las soluciones a las ecuaciones de Einstein con estas propiedades son
los modelos de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker, que están descriptos
genéricamente por una métrica de la forma

ds2 = −dt2 + a2(η)
[

dr2

1− κr2 + r2
(
dθ2 + sen2θ dφ2

)]
, (3.1)

donde t es la variable temporal y r = senψ, con (ψ, θ, φ) las coordenadas
(hiper-)esféricas para las variables espaciales; la función a(t) es el factor de
escala de la expansión del universo, y el parámetro κ representa la curvatura
del espacio: κ = 0 corresponde a un espacio plano, κ = 1 a uno con curvatura
positiva (elíptico), y κ = −1 a uno con curvatura negativa (hiperbólico).

Las ecuaciones de Einstein refieren a propiedades locales del espacio-tiempo
—relacionando en particular la métrica y sus derivadas en un dado punto con
el contenido de materia del espacio en ese punto—, pero no determinan sus
propiedades globales, como su topología. Dicho de otra forma, a una dada
geometría del espacio en la teoría de Einstein pueden corresponder diferentes
topologías, sin que se altere la dinámica del espacio-tiempo ni su curvatura.
Esto implica por ejemplo que cualquiera sea la curvatura del espacio, es siempre
posible modelarlo con una variedad de volumen finito.

Una de las propiedades observadas en la radiación del fondo cósmico por
el satélite COBE [138] es la presencia de inhomogeneidades a gran escala en
su temperatura. Éstas pueden ser explicadas por la presencia de pequeñas
fluctuaciones cuánticas en el universo en sus primeros momentos, que por
causa de la inflación se volvieron inhomogeneidades en la densidad del plasma
primordial: luego de 380000 años de expansión del universo con su consiguiente
enfriamiento, la temperatura fue tal que éste se volvió transparente a la
luz, y los primeros fotones son los que forman el fondo cósmico, que refleja
esas inhomogeneidades en la anisotropía a gran escala de su distribución de
fluctuaciones de temperatura. Los observatorios WMAP [83] y Planck [2]
determinaron el mapa de anisotropía con más precisión y detectaron, entre
muchísimas otras observaciones, que el modo cuadrupolar en la descomposición
en armónicos esféricos de las fluctuaciones de temperatura tiene una amplitud
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menor que la esperada por los modelos ΛCDM planos, que son los que con más
precisión describen la mayor parte de las características observadas del universo.
Esta anomalía ha sido tenida en cuenta en distintas hipótesis (véase, por
ejemplo, [44, 90]); en particular, su existencia podría ser explicada aceptando
un universo cuyas secciones espaciales tengan una topología no trivial. Aunque
aún no hay evidencia concluyente en favor de esta hipótesis, diferentes espacios
con topología no trivial han sido objeto de estudio en este contexto [14, 110,
124].

Ciertamente no es objeto de esta tesis explorar en detalle el problema
de la topología del universo. En todo caso, hemos sugerido una motivación
para la consideración de espacios con topología no trivial en el marco del
estudio de teorías físicas. En lo que sigue del capítulo nos ocuparemos de los
espacios que nos interesan, dando además de una descripción de sus propiedades
geométricas y topológicas un resumen del cálculo del espectro del operador
laplaciano definido sobre ellos.

3.2 Los espacios esféricos tridimensionales
Los espacios esféricos en tres dimensiones (esto es, todas las posibles varie-

dades tridimensionales con curvatura constante positiva) fueron clasificados en
los años 30 del siglo pasado [134]. Se trata de variedades compactas, como lo
es su espacio de cubrimiento S3. Nos ocuparemos aquí de los espacios esféricos
homogéneos: comenzaremos haciendo un repaso de la geometría de la esfera y
sus simetrías, y a partir de estas últimas clasificaremos los espacios posibles.
El lector interesado en detalles matemáticos adicionales puede consultar por
ejemplo la referencia [150].

3.2.1 La esfera: su geometría
Como es bien sabido, la esfera tridimensional de radio a es el conjunto

de puntos en el espacio R4 distantes del origen en la cantidad positiva a: el
punto (xi, i = 0, 1, 2, 3) ∈ R4 pertenece a la esfera S3 si y sólo si la suma de
los cuadrados de sus coordenadas xi es el cuadrado del radio de la esfera. En
coordenadas esféricas (ψ, θ, φ), la métrica de la esfera tiene la forma de la parte
espacial de la métrica (3.1) para κ = 1.
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Otra forma de la métrica puede obtenerse a partir de las coordenadas de
Hopf —también llamadas coordenadas polares dobles— (χ, θ, φ), relacionadas
con las coordenadas cartesianas de R4 por medio de las expresiones

x0 = a cosχ cos θ
x1 = a senχ cosφ (3.2)
x2 = a senχ senφ
x3 = a cosχ sen θ ,

en las que los puntos de la esfera corresponden a los valores 0 ≤ χ ≤ π/2;
y 0 ≤ θ, φ < 2π. En efecto, para χ ∈ (0, π/2) fijo, las coordenadas (θ, φ)
describen el producto cartesiano de dos circunferencias con radios respectivos
a cosχ y a senχ en R4; haciendo una proyección estereográfica puede verse que
al mover la coordenada χ estos toros cubren la esfera S3.

La métrica de la esfera se escribe en estas coordenadas como

ds2

a2 = dχ2 + cos2χdθ2 + sen2χdφ2 , (3.3)

esto es, gij = giδij, con

g1 = 1
a2 ; g2 = 1

a2 cos2χ
; g3 = 1

a2 sen2χ
(3.4)

de donde puede verse que √g = a3 cosχ senχ. El laplaciano sobre la esfera
resulta entonces

4S3 = 1
a2

[
1

cosχ senχ ∂χ(cosχ senχ∂χ) + 1
cos2χ

∂2
θ + 1

sen2χ
∂2
φ

]
. (3.5)

Hasta aquí hemos considerado a la esfera desde un punto de vista extrínse-
co —esto es, a partir de su definición como subconjunto de puntos de R4—.
También podemos pensarla como definida intrínsecamente en tres dimensiones:
considerando la operación inversa de la proyección estereográfica tridimensional
vemos que es posible pensar a la esfera como la compactificación por un punto
del espacio R3. En esta descripción es fácil ver que la esfera es simplemente
conexa, puesto que en tres dimensiones cualquier contorno cerrado puede ser
deformado de manera de evitar que encierre un dado punto —en este caso el
infinito—.
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Una tercera forma de ver a la esfera S3 es como el espacio homogéneo
SO(4)/SO(3). En efecto, cuando la pensamos como subconjunto de R4 vemos
que el grupo SO(4) actúa sobre ella de forma transitiva, siendo SO(3) su grupo
de isotropía. Esto es equivalente al espacio homogéneo SU(2)× SU(2)/SU(2),
donde el denominador actúa sobre el producto de manera diagonal. En este
esquema, se puede usar técnicas de análisis armónico en espacios homogéneos
para obtener el espectro del laplaciano sobre la esfera [31, 47].

3.2.2 La esfera: sus isometrías
El grupo de isometrías de la esfera S3 es SO(4). Esto es evidente si vemos

a la esfera inmersa en R4: las transformaciones que la dejan invariante son
las rotaciones en cuatro dimensiones. También puede verse del hecho de que
la esfera es la variedad del grupo SU(2) y, como tal, su grupo de isometrías
está determinado por la operación del grupo: los elementos pueden actuar
sobre los puntos de la esfera a derecha o a izquierda, y por eso las isometrías
pertenecen al producto SU(2)× SU(2). Ahora bien; la acción doble con un
dado elemento coincide con la acción doble con el elemento correspondiente al
punto de la esfera antipodalmente opuesto, y puede verse que ésta es la única
redundancia, lo que quiere decir que el grupo de isometrías de la esfera es
SU(2)×SU(2)/{Id4,−Id4}—con Id4 el elemento identidad y −Id4 el elemento
que lleva cada punto a su antipodal—, que no es otro que SO(4). A la inversa,
todo elemento de SO(4) tiene una única descomposición como producto de una
traslación de Clifford —esto es, una isometría que traslada todos los puntos
de la esfera en la misma distancia— a izquierda y una a derecha, módulo la
multiplicación de ambos factores por −Id4. El lector interesado en obtener una
descripción aún más simple de este esquema puede consultar la formulación en
términos de cuaterniones unitarios en [144].

Para construir los espacios esféricos necesitamos los subgrupos discretos
e invariantes de SO(4) que no dejen puntos de la esfera fijos. Requeriremos
además que correspondan a la acción sólo a derecha o sólo a izquierda sobre
puntos de la esfera, ya que la acción doble da lugar a un espacio no homogéneo
[74]. En particular, esto quiere decir que podemos clasificar todos los subgrupos
de interés analizando los subgrupos discretos de SU(2).

Comenzaremos estudiando los subgrupos discretos de SO(3). El grupo
SO(3) es el grupo de las simetrías de rotación alrededor de un origen fijo en R3;
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la clasificación de sus subgrupos finitos constituye un problema matemático
clásico (véase, por ejemplo, [46]) y es conocido que los posibles subgrupos
son:

∗ los grupos cíclicos Zn de orden n, n = 2, 3, . . ., que comprenden las
rotaciones en un ángulo múltiplo de 2π/n alrededor de un único eje;

∗ los grupos diédricos Dp de orden 2p, p = 2, 3, . . ., que corresponden, para
p ≥ 3, a las simetrías del polígono regular de p lados en alguno de los
planos coordenados de R3 y están generados por las rotaciones en un
ángulo múltiplo de 2π/p alrededor del eje perpendicular a aquel plano y
las rotaciones de ángulo π alrededor de alguno de los p ejes de simetría
del polígono. Para p = 2, tenemos D2 ≈ Z2 × Z2;

∗ el grupo tetraédrico T , que corresponde a las rotaciones que dejan inva-
riante un tetraedro regular. No debe confundirse con el grupo tetraédrico
completo, que consiste en todas las simetrías del tetraedro regular, inclu-
yendo aquellas que cambian su orientación. El orden del grupo T es 12,
siendo éste el número de rotaciones que no alteran la figura del tetraedro:
la identidad, las dos rotaciones en ángulos que sean múltiplos de 2π/3
alrededor de cada uno de sus cuatro ejes de simetría que pasan por un
vértice y las rotaciones en ángulo π alrededor de cada uno de los tres ejes
de simetría que no pasan por un vértice. Estos elementos pueden a su vez
ser identificados con las correspondientes permutaciones de los vértices
del tetraedro: fijando uno de los vértices, la figura permanece invariante
y con la misma orientación ante cualquiera de las tres permutaciones
cíclicas de los tres vértices restantes. Dado que una permutación de
los vértices que contenga un número impar de transposiciones simples
corresponde a una reflexión del tetraedro —que no puede ser realizada
como una rotación y no es, por lo tanto, un elemento de T—, vemos que
el grupo es isomorfo al grupo alternante A4 de las permutaciones pares
de cuatro elementos;

∗ el grupo octaédrico O, formado por las rotaciones que dejan invariante
un octaedro regular (o, lo que es lo mismo, las que dejan invariante
un cubo): la identidad, las dos rotaciones en ángulos múltiplos de 2π/3
alrededor de cada uno de los cuatro ejes de simetría que pasan por dos
de sus caras, las tres rotaciones en ángulos múltiplos de π/2 alrededor de
cada uno de los tres ejes de simetría que pasan por dos de sus vértices
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y las rotaciones en ángulo π alrededor de cada uno de los seis ejes de
simetría que pasan por el centro de dos de sus aristas. El orden de este
grupo es 24, al igual que el número de permutaciones de sus vértices que
lo dejan invariante sin alterar su orientación. El grupo es isomorfo al
grupo S4 de permutaciones de cuatro elementos, que pueden realizarse
como permutaciones de las diagonales del cubo, y

∗ el grupo icosaédrico I, formado por las rotaciones que dejan invariante
un icosaedro regular (o, equivalentemente, las que dejan invariante un
dodecaedro regular). El orden de este grupo es 60, correspondiendo,
además de la identidad, a las rotaciones en ángulos múltiplos de 2π/5
alrededor de cada uno de los seis ejes de simetría que pasan por dos de
sus vértices, las rotaciones en ángulos múltiplos de 2π/3 alrededor de
cada uno de los diez ejes de simetría que pasan por dos de sus caras y las
rotaciones de ángulo π alrededor de cada uno de los 15 ejes de simetría
que pasan por el centro de dos de sus aristas. Es posible demostrar que
el grupo es isomorfo al grupo alternante A5 de permutaciones pares de
cinco elementos.

Los últimos tres grupos, a los que llamaremos genéricamente poliédricos,
corresponden a las simetrías de los sólidos platónicos. Notemos que mientras
éstos últimos son cinco, los grupos de simetría en cuestión son tres: esto refleja
el hecho de que dos poliedros tienen el mismo grupo de simetría si son duales
entre sí —esto es, si los vértices de uno corresponden a las caras del otro—
y, mientras que el tetraedro es autodual, el hexaedro es dual al octaedro
y el dodecaedro es dual al icosaedro. En la figura 3.1 mostramos los cinco
sólidos platónicos, y en la figura 3.2 puede verse un ejemplo de la mencionada
dualidad.

Figura 3.1: Los cinco sólidos platónicos: de izquierda a derecha, el tetraedro, el
hexaedro (o cubo), el octaedro, el dodecaedro y el icosaedro.

Para obtener los correspondientes subgrupos de SU(2) hacemos uso del
doble cubrimiento φ : SU(2)→ SO(3). La imagen inversa por este homomor-
fismo [41] de cada uno de los subgrupos de SO(3) enumerados anteriormente
es uno de los siguientes subgrupos finitos de SU(2):
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Figura 3.2: Dos sólidos platónicos duales entre sí: el cubo y el octaedro.

∗ los grupos cíclicos Zn de orden n, para n = 2, 3, . . .;

∗ los grupos diédricos binarios D∗p de orden 4p, para p = 2, 3, . . .;

∗ los grupos poliédricos binarios: el tetraédrico T ∗ de orden 24, el octaédrico
O∗ de orden 48 y el icosaédrico I∗ de orden 120.

Los grupos diédricos y poliédricos binarios y los cíclicos de orden par corres-
ponden a la imagen inversa por φ de los subgrupos de SO(3) que contienen
un subgrupo Z2, aplicación que es dos a uno en estos casos. En el caso de los
grupos cíclicos de orden impar, que corresponden a los subgrupos de SO(3)
que no tienen un subgrupo Z2, la aplicación es uno a uno [74].

3.2.3 La esfera: sus cocientes
Como ya se ha dicho, los espacios esféricos se obtienen a partir del cociente

entre la esfera tridimensional y algún subgrupo finito de sus isometrías que
no deje puntos fijos en su acción sobre la esfera. Dependiendo de la forma
en la que este subgrupo actúe sobre la esfera, los cocientes se dividen en
variedades de acción simple (en las que los elementos del subgrupo actúan
como traslaciones de Clifford sólo a derecha o sólo a izquierda), doble (en las
cuales algunos elementos actúan a derecha y otros a izquierda) o ligada (en las
que la acción doble sólo admite determinadas combinaciones de elementos). Nos
ocuparemos solamente de las variedades de acción simple, que son homogéneas.
Los correspondientes subgrupos de SO(4) pueden realizarse como el producto
H×{Id2}, con H alguno de los subgrupos discretos de SU(2) que enumeramos
en la sección anterior, e Id2 el elemento identidad de SU(2). En lo que sigue
llamaremos a este producto simplemente H y el lector deberá quedar advertido
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a partir de este momento de que cuando digamos H ∈ SO(4) estaremos
queriendo decir H × {Id2} ∈ SO(4).

Dado su espacio de cubrimiento universal, la topología de una variedad
queda determinada por su dominio fundamental —el subconjunto del espacio
de cubrimiento que contiene un punto y sólo uno de cada órbita, que en tres
dimensiones es un poliedro convexo— y su grupo de isotropía, formado por el
conjunto de transformaciones geométricas que identifican caras del dominio
fundamental, de modo que las n = |H| imágenes del dominio fundamental
bajo la acción de los n elementos del grupo de isotropía se unen unas con otras
para formar el propio espacio de cubrimiento.

Si el grupo H no es trivial, entonces la variedad S3/H no es topológicamente
equivalente a la esfera S3. En efecto, podemos ver fácilmente que S3/H no es
simplemente conexa: como el grupo es no trivial, hay al menos un elemento
h ∈ H que no deja invariante ningún x ∈ S3, de forma que x y hx son puntos
diferentes; ahora bien, como bajo la acción de H ambos puntos están en el
mismo coset, un camino en S3 que vaya de x a hx corresponde en S3/H a un
camino cerrado, que no puede ser contraído a un punto porque las órbitas de
H no son continuas. Esto quiere decir que la variedad S3/H no es simplemente
conexa. Más aún, esto implica también que el primer grupo de homotopía de
S3/H no es otro que H.

En la Tabla 3.1 hacemos una lista de los posibles espacios esféricos en
función de su grupo de holonomía H ∈ SU(2).

H S3/H n Dominio fundamental
Zn Espacios lente L(n, 1) n Sólido con forma de lente
D∗p Espacios prisma 4p Prisma cuya base es

un polígono de 2p caras
T ∗ Espacio octaédrico 24 Octaedro regular
O∗ Espacio cúbico 48 Cubo truncado
I∗ Espacio dodecaédrico de Poincaré 120 Dodecaedro regular

Tabla 3.1: Espacios esféricos.

26 Capítulo 3 Los espacios esféricos tridimensionales



3.3 Espectro del laplaciano sobre espacios
esféricos tridimensionales

As a rule, it is more elegant to use as
much group theory [...] as possible.

— J. S. Dowker, hep-th/0404093

Obtendremos ahora el espectro del laplaciano sobre espacios esféricos de
dos maneras diferentes. Digamos en primer lugar que es posible “escuchar” las
variedades esféricas tridimensionales: se ha demostrado que si dos de estas
variedades tienen el mismo espectro entonces son isométricas [87]. Por otra
parte, en este punto será ya claro que el cociente S3/H puede verse como un
conjunto de puntos, cada uno identificado con |H| puntos de S3. Las funciones
sobre el espacio homogéneo S3/H se obtienen eligiendo entre todas las funciones
sobre S3 aquellas que son invariantes bajo la acción de H. Ahora bien; como
S3 y S3/H son variedades localmente isométricas, el operador laplaciano es
el mismo para ambas. Las autofunciones de este operador sobre S3/H son
entonces aquellas autofunciones de S3 que son invariantes bajo la acción de H.
El proceso de proyección de las autofunciones sobre el espacio de cubrimiento
al espacio cociente se conoce en algunas áreas como symmetry adaptation [99];
desde el punto de vista de la teoría cuántica de campos, esta proyección puede
ser llevada a cabo sobre las funciones espectrales en la forma de un método de
imágenes, como en [56]. Los autovalores y degeneraciones del laplaciano sobre
espacios esféricos fueron calculados por primera vez en [88].

Para obtener las autofunciones en forma explícita se puede recurrir al
procedimiento usual de seleccionar un sistema coordenado conveniente, separar
variables y resolver el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias resultante.
Luego puede analizarse cuáles de estas autofunciones son invariantes bajo la
acción de los elementos de H, y así obtener el espectro del laplaciano sobre
S3/H. En la sección 3.3.1 mostramos, por completitud, el cálculo explícito
de las autofunciones sobre la esfera usando las coordenadas de Hopf, y en la
sección 3.3.2 hacemos un análisis naive de la invarianza de éstas frente a la
acción de los espacios lente, con el que obtenemos las degeneraciones sobre
dichos espacios.
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Sin embargo, tratándose de la esfera, y como para calcular acciones efectivas
sólo nos interesa conocer los autovalores y degeneraciones del operador de
fluctuaciones cuánticas de la teoría, hay una forma más simple de proceder. El
operador laplaciano sobre la esfera es proporcional al invariante de Casimir
del grupo SO(4), por lo que sus autovalores λk sobre funciones de L2(S3)
pueden obtenerse de las representaciones irreducibles de ese grupo, resultando
a2λk = k2 − 1, con k = 1, 2, . . . y a el radio de la esfera; las degeneraciones
vienen dadas por la dimensión de la representación correspondiente, dk = k2.
La proyección a S3/H deja, como hemos dicho, un subconjunto del total de las
autofunciones, lo que se traduce en una disminución de las degeneraciones con
respecto a las de la esfera. Para obtener las nuevas degeneraciones, notemos en
primer lugar que ante la acción de los elementos de H las k2 autofunciones con
autovalor λk se transforman linealmente entre sí, dando lugar a una represen-
tación de H de dimensión k2, que llamaremos Dk. El número de autofunciones
con autovalor λk invariantes frente a la acción de H coincide con el número
de veces que la representación trivial aparece en la descomposición de Dk en
representaciones irreducibles. Llamando χα(h) al carácter del elemento h en la
representación irreducible D(α) (con α = 1, 2, . . . , s, y s el número de represen-
taciones irreducibles de H), el correspondiente carácter en la representación
Dk es la combinación entera

χk(h) =
s∑

α=1
aαχ

(α)(h) . (3.6)

Usando las relaciones de ortogonalidad de caracteres de grupos finitos vemos
que la multiplicidad de la representación D(α) en la descomposición de Dk en
representaciones irreducibles puede escribirse como [70]

aα = 1
|H|

∑
h∈H

χk(h)χ(α)∗(h) , (3.7)

de modo que la multiplicidad de la representación trivial en dicha descomposi-
ción resulta

a1 = 1
|H|

∑
h∈H

χk(h) . (3.8)

Para calcular el carácter de la representación Dk, notemos que como H ∈ SO(4)
la acción de h ∈ H sobre el subespacio característico correspondiente al
autovalor λk corresponde a la representación irreducible de SO(4) de dimensión
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k2. Ahora bien; el carácter del elemento de SO(4) producto de los elementos
g(θL, n̂L) y g(θR, n̂R) de SU(2) en esta representación es

χk(θL, θR) = sen(k θL/2)
sen(θL/2)

sen(k θR/2)
sen(θR/2) , (3.9)

y un elemento de H × {Id2} tiene θR = 0, de modo que

χk(h) = k
sen(k θh/2)
sen(θh/2) , (3.10)

con θh el ángulo de rotación en SU(2) del elemento h. Tenemos entonces
finalmente para la degeneración de λk sobre S3/H

d
(H)
k = k

|H|
∑
h∈H

sen(k θh/2)
sen(θh/2) . (3.11)

Esta expresión para las degeneraciones en espacios esféricos fue obtenida en
[58] mediante un método similar. En [117] se obtuvo, con argumentos similares,
una expresión equivalente, sólo en el caso de los espacios lente.

En la sección 3.3.3 veremos cómo puede usarse esta expresión para calcular
las degeneraciones en el caso en que H contenga un subgrupo Z2 —o, lo
que es lo mismo, que contenga al elemento −Id ∈ SU(2)—, y calcularemos
explícitamente las degeneraciones sobre los espacios prisma y poliédricos.

3.3.1 Cálculo explícito de las autofunciones del
laplaciano sobre la esfera

A continuación mostramos el cálculo explícito de las autofunciones del
laplaciano sobre la esfera tridimensional de radio a. Para eso utilizamos las
coordenadas de Hopf (3.2) y separamos variables para escribir una función f
sobre la esfera en la forma

f(χ, θ, φ) = X(χ)Θ(θ)Φ(φ) , (3.12)
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de modo que la ecuación en derivadas parciales −4f = λf se transforma en
el sistema de ecuaciones ordinarias

− 1
Φ
d2Φ
dφ2 = m2

1

− 1
Θ
d2Θ
dθ2 = m2

2 (3.13)

− 1
cosχ senχ

d

dχ

(
cosχ senχdX

dχ

)
+
(

m2
1

sen2χ
+ m2

2
cos2χ

)
X = a2λX ,

para algunas constantes m1 y m2 a determinar. Las primeras dos ecuaciones
tienen como soluciones a los armónicos circulares

Φ(φ) = eim1φ (3.14)
Θ(θ) = eim2θ , (3.15)

y la condición de periodicidad sobre las coordenadas θ y φ exige que m1 y m2

sean enteros. Para obtener la solución de la tercera ecuación proponemos una
función de la forma

X(χ) = cosαχ senβχX̃(χ) , (3.16)

y tomamos α = β = −1
2 para anular el término que contiene a la derivada

primera X̃ ′, con lo que obtenemos

X̃ ′′ −
[
m2

1 − 1
4

sen2χ
+
m2

2 − 1
4

cos2χ
− (a2λ+ 1)

]
X̃ = 0 . (3.17)

Las soluciones de esta ecuación son [1]

X̃n,m1,m2(χ) = (senχ)|m1|+ 1
2 (cosχ)|m2|+ 1

2P (|m1|,|m2|)
n (cos 2χ) , (3.18)

donde P (p,q)
n (x), n = 0, 1, . . ., son los polinomios de Jacobi, ortogonales con

respecto a la función de peso (1− x)p(1 + x)q, y donde n está relacionado con
λ, m1 y m2 por medio de la ecuación

a2λ = (2n+ |m1|+ |m2|+ 1)2 − 1 . (3.19)
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Llamando k al entero entre paréntesis que toma valores k = 1, 2, . . ., y juntando
las tres soluciones podemos escribir las autofunciones, que resultan

fk,m1,m2(χ, θ, φ) = eim1φeim2θ sen|m1|χ cos|m2|χP
(|m1|,|m2|)
(k−|m1|−|m2|−1)/2(cos 2χ) .

(3.20)

Los autovalores correspondientes vienen dados por la relación (3.19), y resultan
a2λk = k2 − 1.

Para obtener la degeneración de cada autovalor notamos que a n fijo la
degeneración del k-ésimo autovalor es el número de combinaciones diferentes
de enteros m1 y m2 que dan el mismo valor de k. Como n toma valores entre
0 y

⌊
k−1

2

⌋
, con bxc la parte entera del número x —el mayor entero menor o

igual a x—, tenemos las siguientes posibilidades:

∗ Si k es impar: a n fijo, |m2| puede tomar valores entre 0 y k − 1 − 2n,
lo cual fija |m1|. Cada vez que uno de los |mi| vale cero hay que contar
dos modos (correspondientes a los dos valores opuestos posibles para el
otro), y cuando ambos son no nulos se cuentan cuatro modos. La única
excepción es |m1| = |m2| = 0 (esto es, n = k−1

2 ), que corresponde a un
único modo. La degeneración es entonces

dk = 1 +
k−1

2 −1∑
n=0

4(k − 1− 2n) = k2 (3.21)

∗ Si k es par: el análisis es similar al caso k impar, con la diferencia de que
ahora n =

⌊
k−1

2

⌋
= k−2

2 está asociado a cuatro modos diferentes, puesto
que en este caso ambos |mi| son no nulos. De esta forma, resulta también
en este caso

dk =
k−2

2∑
n=0

4(k − 1− 2n) = k2 (3.22)

Esto es, la degeneración del autovalor λk es dk = k2. Esto era evidente
desde el punto de vista de la teoría de grupos: el laplaciano sobre la esfera es
proporcional al Casimir cuadrático de SU(2), que toma valores 2j(2j + 1)/4,
con j ∈ Z/2; el cálculo prolijo muestra que los autovalores son entonces
(l + 1)2 − 1, con l = 2j ∈ Z. La degeneración correspondiente al l-ésimo
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autovalor es la dimensión de la representación irreducible correspondiente,
(2j + 1)2 = (l + 1)2.

3.3.2 Cálculo directo de las degeneraciones del
laplaciano sobre espacios lente

Definiremos ahora la acción de los grupos cíclicos sobre los puntos de
la esfera en las coordenadas de Hopf para determinar las degeneraciones del
laplaciano sobre los espacios lente homogéneos, para lo cual contaremos cuántas
de las autofunciones (3.20) obtenidas en la sección anterior son invariantes
frente a la acción de un dado grupo cíclico Zp.

En estas coordenadas la acción homogénea del elemento m ∈ Zp, con
m = 0, 1, . . . , p − 1, sobre el punto de la esfera g(χ, θ, φ) corresponde a los
cambios

θ → θ + 2πm
p

, φ→ φ+ 2πm
p

(3.23)

de modo que la acción de Zp deja invariante la autofunción fk,m1,m2 siempre
que e2πi(m1+m2)m

p = 1, o bien m1 + m2 = lp, con l ∈ Z. La degeneración del
autovalor λk en S3/Zp viene dada entonces por el número de maneras diferentes
de elegir el par de enteros (m1,m2) de modo de satisfacer simultáneamente las
ecuaciones

k = 2n+ |m1|+ |m2|+ 1 , (3.24)
lp = m1 +m2 ,

con l un número entero.

Estudiaremos a continuación los casos de p par e impar por separado.

Caso p impar

Para el caso en el que p es impar, digamos p = 2q+ 1 con q ∈ N0, buscamos
para cada valor de k el número de maneras diferentes de combinar m1 y m2

para satisfacer (3.24), con l ∈ Z y n ∈ N0.

32 Capítulo 3 Los espacios esféricos tridimensionales



Consideramos en primer lugar el caso en el que k es impar, k = 2b+1, b ∈ N0;
las relaciones (3.24) se escriben entonces

2b = 2n+ |m1|+ |m2| , (3.25)
(2q + 1)l = m1 +m2 .

Debido a la presencia de valores absolutos en la primera ecuación, será útil
separar el análisis en casos de acuerdo a los signos de m1 y m2:

I. m1 ≥ 0 y m2 ≥ 0: las relaciones anteriores implican que 2b = 2n+ 2ql+ l,
y entonces l resulta par. Además, para un dado valor de b, l puede tomar
valores entre 0 y

⌊
2b

2q+1

⌋
. Ahora bien: para un dado l tenemos (2q+ 1)l+ 1

posibilidades para el par (m1,m2), y entonces la contribución de este
caso a la degeneración del (2b+ 1)-ésimo autovalor del laplaciano es

d
(I)
2b+1 =

lmáx∑
l=0
l par

[(2q + 1)l + 1] , (3.26)

con lmax el mayor entero positivo par menor o igual que
⌊

2b
2q+1

⌋
. Escri-

biendo 2b =
⌊

2b
2q+1

⌋
(2q + 1) + r, con r ∈ Z, 0 ≤ r < 2q + 1, tenemos,

para r par, lmáx =
⌊

2b
2q+1

⌋
, y para r impar, lmáx =

⌊
2b

2q+1

⌋
− 1, por lo que

el número de modos, que puede calcularse directamente mediante (3.26),
depende de la paridad de r.

II. m1 ≤ 0 y m2 ≤ 0: imitando el análisis realizado en el caso I obtenemos
el mismo número de modos:

d
(II)
2b+1 = d

(I)
2b+1 . (3.27)

III. m1 ≥ 0 y m2 ≤ 0, pero no simultáneamente nulos: de la combinación
de las relaciones (3.25) podemos ver que l tiene que ser par, y que para
n fijo (0 ≤ n ≤ k − 1) toma valores entre − 2j

2q+1 y 2j
2q+1 , donde hemos

llamado j = b − n (j = 1, 2, . . . , k). La contribución de este caso a la
degeneración se calcula entonces como la suma

d
(III)
2b+1 = b+ 2

b∑
j=1

⌊
j

2q + 1

⌋
, (3.28)
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a la que tenemos que restar el número de modos ya contados en el caso I
(correspondientes a m1 ≥ 0 y m2 = 0) y en el caso II (correspondientes a
m1 = 0 y m2 ≤ 0), que es

d
(III,−)
2b+1 =


⌊

2b
2q+1

⌋
+ 1, si r es par ,⌊

2b
2q+1

⌋
, si r es impar .

(3.29)

IV. m1 ≤ 0 y m2 ≥ 0, pero no simultáneamente nulos: el número de modos
en este caso coincide con el del caso anterior, y si sustraemos como antes
los ya contados (que coinciden con los doblemente contados en el caso I
y en el caso III, con excepción de m1 = m2 = 0, que ahora no contamos),
obtenemos

d
(IV)
2b+1 =

d
(III)
2b+1 −

⌊
2b

2q+1

⌋
, si r es par ,

d
(III)
2b+1 −

⌊
2b

2q+1

⌋
+ 1, si r es impar .

(3.30)

Sumando todas estas contribuciones y recuperando 2b + 1 = k tenemos
finalmente para k impar las degeneraciones

dk impar
k =

k
(⌊

k−1
2q+1

⌋
+ 1

)
, si r es par ,

k
⌊
k−1
2q+1

⌋
, si r es impar .

(3.31)

Para el caso en el que k es par se puede imitar paso por paso el cálculo del
caso impar y se obtiene la misma forma para las degeneraciones, de manera
que finalmente tenemos

d
(p=2q+1)
k =

k
(
k−r
2q+1 + 1

)
, si r es impar ,

k
(
k−r
2q+1

)
, si r es par ,

(3.32)

donde r es el resto en el cociente entre k y 2q + 1.
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Caso p par

Para el caso en que p es par, p = 2q con q ∈ N, buscamos el número de
pares de enteros (m1,m2) que satisfagan en simultáneo las relaciones

k = 2n+ |m1|+ |m2|+ 1 , (3.33)
2lq = m1 +m2 .

De inmediato se observa que la degeneración del autovalor λk es nula si k es par,
puesto que en ese caso no hay forma de satisfacer la primera de las ecuaciones.
Introduciendo entonces el entero b = k−1

2 , reescribimos las relaciones anteriores
como

2b = 2n+ |m1|+ |m2| , (3.34)
2lq = m1 +m2 .

Separamos otra vez el análisis en casos de acuerdo a los signos dem1 y m2:

I. m1 = m2 = 0: en este caso n = b y la segunda relación se satisface
trivialmente, por lo que tenemos un único modo.

II. m1 ≥ 0 y m2 ≥ 0, pero no simultáneamente nulos: en este caso la
validez simultánea de las relaciones (3.34) requiere que la diferencia
b− n = lq ≥ 0, por lo que l tomará valores entre 1 —en el caso en que
n = b − 1— y bb/qc —cuando n = 0—. Para un valor dado de l, m1

toma valores entre 0 hasta 2lq, lo cual fija m2. El número de modos en
este caso es entonces

d
(II)
2b+1 =

bb/qc∑
l=1

(2lq + 1) . (3.35)

III. m1 ≤ 0 y m2 ≤ 0, pero no simultáneamente nulos: podemos imitar el
análisis realizado en el caso II (con la diferencia de que n− b es ahora
un entero positivo), y obtenemos la misma contribución que en ese caso.

IV. m1 ≥ 0 y m2 ≤ 0, pero no simultáneamente nulos: de las relaciones (3.34)
podemos ver que para un valor dado de n, l puede tomar cualquier valor
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entero entre − b−n
q

y b−n
q
. Como además n puede tomar cualquier valor

entero entre 0 y b− 1, tenemos

d
(IV)
2b+1 = b+ 2

b−1∑
n=0

⌊
b− n
q

⌋
. (3.36)

V. m1 ≤ 0 y m2 ≥ 0, pero no simultáneamente nulos: podemos repetir el
análisis realizado en el caso IV, obteniendo el mismo número de modos.

La degeneración para k impar viene dada entonces por la suma de estas
contribuciones, a la que hay que sustraer el número de modos que fueron
contados dos veces: (m1,m2) = (lq, 0) y viceversa, que son en total 4 bb/qc.
Recuperando k = 2b+ 1 obtenemos finalmente

d
(p=2q)
k =

k
(
1 + 2

⌊
k
2q

⌋)
, si k es impar ,

0, si k es par .
(3.37)

3.3.3 Cálculo de las degeneraciones del laplaciano
sobre espacios prisma y poliédricos

En lo que sigue haremos uso de la expresión (3.11) para calcular las
degeneraciones de los autovalores del laplaciano sobre los espacios prisma
S3/D∗p y los poliédricos S3/T ∗, S3/O∗ y S3/I∗.

Para comenzar, notamos que si el grupo H∗ ⊂ SU(2) contiene al elemento
−Id, un elemento del grupo de rotaciones H ⊂ SO(3) con ángulo θ corresponde
a dos elementos del grupo binario H∗ con ángulos θ y θ + 2π respectivamente.
Ahora bien; el carácter del elemento de ángulo θ + 2π en la k-ésima represen-
tación irreducible de SU(2) es, a menos de un signo, el carácter del elemento
de ángulo θ:

sen(k (θ + 2π)/2)
sen((θ + 2π)/2) = sen(kπ + k θ/2)

sen(π + θ/2) = (−1)k+1 sen(k θ/2)
sen(θ/2) , (3.38)
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por lo que las degeneraciones (3.11) pueden escribirse

d
(H∗)
k = k

|H∗|
[1 + (−1)k+1]

∑
h∈H

sen(k θh/2)
sen(θh/2) . (3.39)

Vemos inmediatamente que para todos estos espacios la degeneración de los
autovalores de índice par es nula. Calcularemos entonces las degeneraciones
para los autovalores de índice impar.

Consideramos en primer lugar el espacio D∗p; como ya vimos, los elementos
deDp son p rotaciones en ángulos θm = 2πm/p,m = 0, 1, . . . , p−1, alrededor de
algún eje fijo, y p rotaciones de ángulo θ = π alrededor de p ejes perpendiculares
al primero. La expresión (3.39) se escribe entonces, para k impar,

d
(p)
k = k

2p

 ĺım
θ→0

sen(k θ/2)
sen(θ/2) +

p−1∑
m=1

sen(kmπ/p)
sen(mπ/p) + p

sen(kπ/2)
sen(π/2)

 . (3.40)

La expresión entre corchetes se puede calcular fácilmente; el único término que
involucra un cálculo indirecto es el segundo: para k impar la suma en cuestión
resulta [27, 58]

p−1∑
m=1

sen(kmπ/p)
sen(mπ/p) = p− k + 2p

⌊
k

2p

⌋
, (3.41)

de donde

d
(p)
k =

k
(⌊

k
2p

⌋
+ 1+(−1)b(k−1)/2c

2

)
, si k es impar ,

0, si k es par .
(3.42)

Las degeneraciones no nulas pueden escribirse también como

d
(p)
2n+1 =

(2n+ 1)
⌊
n
p

⌋
, si n es impar ,

(2n+ 1)
(⌊

n
p

⌋
+ 1

)
, si n es par .

(3.43)

En el caso de los espacios poliédricos, teniendo en cuenta los elementos de
los subgrupos de rotación correspondientes —que hemos listado en la sección
3.2.2—, un cálculo similar al que acabamos de mostrar da como resultado para
el espacio tetraédrico

d
(T ∗)
2n+1 = (2n+ 1)

{
2
⌊
n

3

⌋
+
⌊
n

2

⌋
− n+ 1

}
, (3.44)
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para el octaédrico

d
(O∗)
2n+1 = (2n+ 1)

{⌊
n

4

⌋
+
⌊
n

3

⌋
+
⌊
n

2

⌋
− n+ 1

}
, (3.45)

y para el icosaédrico

d
(I∗)
2n+1 = (2n+ 1)

{⌊
n

5

⌋
+
⌊
n

3

⌋
+
⌊
n

2

⌋
− n+ 1

}
. (3.46)
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4Termodinámica del campo
escalar conforme sobre
espacios esféricos

Usando los resultados del capítulo anterior estudiaremos ahora una teoría
escalar libre sin masa sobre cada uno de los espacios esféricos: con el espectro
del operador asociado a la teoría obtendremos las acciones efectivas y con ellas
las entropías y energías de la teoría sobre los diferentes espacios. Comenzaremos
analizando el caso de la esfera, cuyo conocimiento detallado simplificará el
posterior tratamiento del resto de los espacios. En todos los casos, usaremos
propiedades de dualidad de las series infinitas que aparecen al calcular el
determinante del operador de fluctuaciones cuánticas de la teoría para obtener
dos expresiones diferentes para la acción efectiva, ambas válidas en todo el
rango de temperaturas, una de las cuales nos permite tomar fácilmente el
límite de altas temperaturas, y la otra el de bajas temperaturas. Con ellas
obtendremos las propiedades termodinámicas de la teoría en ambos límites. En
el caso de la esfera, calcularemos además la acción efectiva por otro método,
con el objetivo de aclarar algunos aspectos confusos en la literatura.

Los cálculos que presentaremos en este capítulo fueron publicados en [9].
Cálculos similares fueron realizados para teorías sin temperatura sobre espacios
lente en [58, 59, 61]. El caso de temperatura finita fue estudiado en [48] sobre
ciertas modificaciones de los espacios lente.

La acción clásica para un campo escalar sin masa con acoplamiento conforme
en cuatro dimensiones a la métrica de un espacio-tiempo cuyas secciones
espaciales están dadas por el espacio esféricoM = S3/H se escribe

S[φ] = 1
2

∫
R×M

d4x
√
g
(
gµν∂µφ ∂νφ+ 1

a2 φ
2
)
, (4.1)

donde a es el radio de la esfera cubrimiento de M y donde hemos usado
el hecho de que la curvatura escalar de M es la misma que la de la esfera,
R = 6/a2. Como ya hemos visto, las propiedades termodinámicas de la teoría
pueden obtenerse de las correcciones a un loop a la acción efectiva luego

39



del confinamiento del tiempo euclídeo al intervalo finito [0, β], imponiendo al
campo condiciones de contorno periódicas en esta variable. Como describimos
en el capítulo 2, la acción efectiva puede ser calculada entonces como el
determinante del operador de fluctuaciones cuánticas de la teoría, que en este
caso se escribe

A = − 1
√
g
∂µ (gµν√g ∂ν) + 1

a2 , (4.2)

actuando sobre el espacio S1 ×M; dicho determinante puede ser calculado
por medio de la regularización de la función zeta del operador.

Usando los resultados del capítulo 3 vemos que los autovalores del operador
(4.2) sobre el espacio S1 ×M vienen dados por λl,k = (2πl/β)2 + (k/a)2, con
λ0,k = (k/a)2 el k-ésimo autovalor del laplaciano conforme sobre el espacio
esférico M. La parte térmica no introduce ninguna degeneración adicional,
de modo que las degeneraciones en este caso son las mismas que sobre el
correspondiente espacio esférico, que hemos calculado en aquel capítulo y que
denotamos d(H)

k . La presencia del acoplamiento conforme a la curvatura escalar
se traduce en una traslación de los autovalores de la parte espacial con respecto
a los del laplaciano (2.16), que, como veremos, resulta fundamental para evitar
la aparición de modos cero y la consiguiente presencia de ambigüedades en la
derivación de las cantidades termodinámicas.

La acción efectiva a temperatura finita puede calcularse entonces a partir
de la función zeta

ζS1×M(s) = µ2s∑
l∈Z

∞∑
k=1

d
(H)
k

(2πl
β

)2

+
(
k

a

)2
−s , (4.3)

donde, por no ahorrar prolijidad, hemos introducido el regulador µ, aunque no
será relevante porque la teoría es conforme y entonces la función zeta se anula
en s = 0 —como es conocido que sucede para teorías en dimensión impar [49]1

y como podremos verificar al final de los cálculos—.

En lo que queda del capítulo calcularemos las acciones efectivas a tempera-
tura finita para la teoría escalar conforme sobre los distintos espacios esféricos.
Por simplicidad, denotaremos a las cantidades correspondientes a la teoría

1 Esto es así porque en dimensión impar no es posible construir un invariante local a partir
de la métrica y sus derivadas que tenga las dimensiones adecuadas, pero podría cambiar
si el espacio tuviera borde [24].
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sobre el espacio esférico S1 ×M a veces con un índiceM y otras veces con
un índice H, omitiendo en la notación toda referencia a la temperatura.

4.1 Acción efectiva sobre la esfera
Para el caso en que la variedad espacial M es la esfera S3, usando las

degeneraciones obtenidas en la sección 3.3, la función zeta se escribe

ζS3(s) = µ2s∑
l∈Z

∞∑
k=1

k2

(2πl
β

)2

+
(
k

a

)2
−s . (4.4)

Como ya dijimos, queremos usar la función zeta de la teoría para escribir
la acción efectiva de formas que nos permitan obtener los límites de altas y
bajas temperaturas de las cantidades termodinámicas. Separaremos entonces
el problema en dos partes: para obtener el desarrollo a altas temperaturas
de la acción efectiva haremos una inversión en la suma sobre k con la que
tendremos una expresión donde sólo un número finito de términos no está
suprimido exponencialmente con a/β, mientras que para obtener su desarrollo
a bajas temperaturas tendremos que hacer una inversión de la suma sobre l,
como resultado de la cual tendremos una expresión donde la mayoría de los
términos está suprimida exponencialmente con β/a.

Expresión útil para tomar el límite de altas temperaturas

Con el fin de obtener un desarrollo a altas temperaturas de la acción efectiva,
comenzamos escribiendo la función zeta (4.4) como

ζS3(s) = (µa)2s∑
l∈Z

∞∑
k=1

k2

(2πal
β

)2

+ k2

−s . (4.5)

Como el sumando es invariante ante el cambio l → −l, obtendremos una
simplificación en los cálculos si separamos de esta expresión el término l = 0,
escribiendo ζS3(s) = ζ l=0

S3 (s) + ζ l 6=0
S3 (s). Vemos inmediatamente que la contribu-

ción del término l = 0 se escribe

ζ l=0
S3 (s) = (µa)2s

∞∑
k=1

k−(2s−2) = (µa)2sζR(2s− 2) . (4.6)
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Notemos que la contribución de este término a la acción efectiva coincide
con la acción efectiva de la misma teoría a temperatura cero sobre el espacio
euclídeo S3 —una propiedad que vale para todos los espacios “térmicos” de
la forma S1 ×M y que encontraremos con frecuencia a lo largo de la tesis—.
Dicha contribución es

Γl=0
S3 = ζR(3)

4π2 . (4.7)

La contribución de los modos l 6= 0 puede ser dividida en dos términos,

ζ l 6=0
S3 (s) = (µa)2s


∞∑
l=1

∑
k∈Z

k2 +
(

2lπa
β

)2
−(s−1)

(4.8)

−
∞∑
l=1

(
2lπa
β

)2 ∑
k∈Z

k2 +
(

2lπa
β

)2
−s ,

donde hemos usado el hecho de que el término k = 0 es nulo para extender las
sumas sobre k al conjunto de todos los enteros. Llamemos ζ1(s) a la primera
de las sumas dobles entre llaves en la expresión anterior, y ζ2(s) a la segunda.
Podemos escribir la potencia de la cantidad entre corchetes en ζ1(s) en la
representación del tiempo propio de Schwinger,

ζ1(s) = (µa)2s

Γ(s− 1)

∞∑
l=1

∑
k∈Z

∫ ∞
0

dt ts−1−1e−[k2+(2πal/β)2]t , (4.9)

e invertir la suma sobre k usando la fórmula de Poisson (2.22) para obtener

ζ1(s) = (µa)2s√π
Γ(s− 1)

∞∑
l=1

∑
k∈Z

∫ ∞
0

dt ts−
3
2−1e−π

2k2/te−(2lπa)2t/β2
. (4.10)

Escribiendo explícitamente el resultado de las integrales [1] y teniendo en
cuenta que s(s− 1)Γ(s− 1) = Γ(s+ 1), obtenemos

ζ1(s) = (µa)2s(s− 1)
√
π

Γ(s)

Γ(s− 3
2)
(

2πa
β

)3−2s

ζR(2s− 3) (4.11)

+ 2
∞∑
l=1

∞∑
k=1

(
2al
βk

)3
2−s

Ks− 3
2

(
4π2lka/β

) ,
donde Kν(x) es la función de Bessel modificada de orden ν y argumento x.
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Procediendo análogamente puede obtenerse la extensión analítica de ζ2(s),
para la que resulta

ζ2(s) = −(µa)2s√π
Γ(s)

Γ(s− 1
2)
(

2πa
β

)3−2s

ζR(2s− 3) (4.12)

+ 2
∞∑
l=1

∞∑
k=1

(
2πal
β

)2 (2al
βk

)1
2−s

Ks− 1
2

(
4π2lka/β

) .

Combinando las expresiones (4.6), (4.11) y (4.12) puede verificarse que la
zeta se anula cuando su argumento es cero, como tiene que ser tratándose
de un problema sobre un espacio tridimensional sin borde, en el que no hay
anomalía de traza. Por esa misma razón su derivada se efectúa fácilmente, y
obtenemos para la acción efectiva la expresión

ΓS3 = ζR(3)
4π2 −

π4

45

(
a

β

)3

+ 1
4π2

∞∑
k,l=1

1
k3

2 + 24π2kla

β
+
(

4π2kla

β

)2
 e−4π2kla/β . (4.13)

Notemos que esta expresión es válida en todo el rango de temperaturas, y
que permite obtener directamente el límite de altas temperaturas: para β → 0,
la segunda línea tiende exponencialmente a cero y sólo quedan los dos términos
de la primera línea. De éstos, el segundo término —que diverge— es el de
volumen, que es extensivo y tiene la dependencia usual de Stefan-Boltzmann con
la temperatura. El primero es la contribución del modo l = 0, que no depende
de la temperatura ni del volumen del espacio, que llamaremos en adelante
simplemente término constante y que, como veremos, tendrá que ver con una
contribución topológica en los demás espacios esféricos. Como se menciona
en [80], este mismo término es el que en [96] —donde se calculan funciones
de partición en la esfera S5— se obtiene como la contribución perturbativa.
Al final de esta sección haremos un comentario sobre la no aparición de este
término en algunos artículos previos a nuestro trabajo.
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Expresión útil para tomar el límite de bajas temperaturas

Consideramos ahora nuevamente la función zeta (4.4) con el objetivo de
obtener para ella una expresión que permita tomar el límite β/a→∞. Para
eso la escribimos en primer lugar como

ζS3(s) =
(
µβ

2π

)2s∑
l∈Z

∞∑
k=1

k2

( βk

2πa

)2

+ l2

−s

o, en términos del tiempo propio de Schwinger,

ζS3(s) = 1
Γ(s)

(
µβ

2π

)2s∑
l∈Z

∞∑
k=1

k2
∫ ∞

0
dt ts−1e−[(βk/2πa)2+l2]t . (4.14)

Usando ahora la inversión (2.22) en la suma sobre l obtenemos

ζS3(s) =
√
π

Γ(s)

(
µβ

2π

)2s ∞∑
k=1

k2∑
l∈Z

∫ ∞
0

dt ts−
3
2 e−(βk/2πa)2te−(πl)2/t .

El término l = 0 de la suma resulta

ζ l=0
S3 (s) = (µa)2sβ

2
√
πa

Γ(s− 1
2)

Γ(s) ζR(2s− 3) , (4.15)

mientras que para los términos con l 6= 0 podemos aprovechar la simetría de
reflexión en l y escribir, una vez resueltas explícitamente las integrales,

ζ l 6=0
S3 (s) = 4

√
π

Γ(s)

(
2π
µβ

)−2s ∞∑
k=1

k2
∞∑
l=1

(
2π2al

βk

)s− 1
2

K 1
2−s

(klβ/a) . (4.16)

Combinando las ecuaciones (4.15) y (4.16) vemos que se verifica ζS3(0) = 0, y
podemos obtener la acción efectiva

ΓS3 = β

2aζR(−3)−
√

2β
πa

∞∑
k=1

k2
∞∑
l=1

√
k

l
K 1

2
(klβ/a) , (4.17)

o, usando la expresión para la función de Bessel modificada K 1
2
(x) en términos

de exp(−x),

ΓS3 = β

240a −
∞∑
k=1

k2
∞∑
l=1

e−klβ/a

l
= β

240a +
∞∑
k=1

k2 log(1− e−kβ/a) . (4.18)
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Haremos ahora una digresión en el camino hacia la obtención de las can-
tidades termodinámicas sobre los distintos espacios esféricos para comentar
brevemente cómo la aplicación de la llamada fórmula de Abel-Plana a la serie
en el desarrollo (4.18) de la acción efectiva a bajas temperaturas da como
resultado el desarrollo (4.13) a altas temperaturas. Una sutileza en este cálculo
hizo que los autores de [65, 67] no obtuvieran el término constante.

Otra forma de regularizar series (o por qué algunos autores no
obtienen el término constante)

En esta tesis usamos principalmente la regularización zeta para dar sentido
físico a expresiones en principio divergentes. Como ya vimos, podemos usar
representaciones integrales como la del tiempo propio de Schwinger (2.20) para
transformar una serie en una integral de la que podamos aislar el valor en
el punto de interés. Sin embargo, existen tantos métodos de regularización
analítica como formas de definir una extensión analítica a un punto uno pueda
imaginar. Uno de estos métodos consiste en usar el teorema de los residuos
para escribir la serie como la integral sobre un contorno en el plano complejo
de una función con los polos adecuados. Esto da lugar a la llamada fórmula de
Abel-Plana.

Sea f(z) una función analítica en el semiplano x ≥ 0 del plano complejo
z = x+ iy, tal que e−2πy|f(x+ iy)| → 0 uniformemente para todo valor de x
cuando |y| → ∞. Consideremos la función f(z)/(e2πiz − 1), que tiene polos
simples en los puntos zn = n ∈ Z, con residuos Rn = f(n)/2πi respectivamente.
Sea ε ∈ (0, 1), y C el contorno en el plano complejo formado por la semirrecta
y = ε, la semicircunferencia de radio ε que rodea al origen por la izquierda y
la semirrecta y = −ε, como se muestra en la figura 4.1. Del teorema de los
residuos resulta

∞∑
n=0

f(n) =
∮
C
dz

f(z)
e2πiz − 1 . (4.19)

Como la función f(z) es analítica en el semiplano derecho del plano complejo
y se comporta apropiadamente en el infinito, podemos deformar el contorno
C al contorno C ′ de la figura 4.1 —el eje imaginario, evitando nuevamente el
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Figura 4.1: Contornos inicial y deformado en el método de Abel-Plana.

origen con una semicircunferencia de radio ε hacia la izquierda, y cerrado por
una semicircunferencia en el infinito—. La integral (4.19) se escribe entonces

∮
C′
dz

f(z)
e2πiz − 1 = i

∫ ∞
ε

dy
f(iy)

1− e−2πy + 1
2 Res

(
f(z)

e2πiz − 1 , 0
)

(4.20)

+ i
∫ ∞
ε

dy
f(−iy)
1− e2πy .

Ahora bien; para la primera de las integrales en y tenemos trivialmente

∫ ∞
ε

dy
f(iy)

1− e−2πy =
∫ ∞
ε

dy f(iy) 1− e−2πy + e−2πy

1− e−2πy (4.21)

= −i
∫ ∞

0
dx f(x+ iε) +

∫ ∞
ε

dy
f(iy)
e2πy − 1 ,

que, con el resto de la expresión (4.20), nos permite escribir finalmente, tomando
el límite ε→ 0+, la fórmula de Abel-Plana

∞∑
n=0

f(n) = 1
2 f(0) +

∫ ∞
0

dx f(x) + i
∫ ∞

0
dy

f(iy)− f(−iy)
e2πy − 1 . (4.22)

Queremos ahora aplicar la fórmula de Abel-Plana a la serie en (4.18), para
lo que tenemos que considerar la función g(z) = z2 log(1−e−zβ/a). Observamos
en primer lugar que esta función no es analítica en todo el semiplano derecho del
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plano complejo: en efecto, g(z) es multivaluada y, aunque podemos elegir sus
cortes de ramificación hacia afuera del semiplano derecho, no podemos evitar
los puntos de ramificación en los valores zn = 2πan

β
i, n ∈ Z, de su argumento.

Estos puntos yacen sobre el eje imaginario, de modo que la deformación del
contorno C en el método de Abel-Plana debe efectuarse esquivándolos. Lo
haremos usando, en lugar del contorno C ′ considerado en el caso analítico, el
contorno C ′′ que se muestra en la figura 4.2, en el que hemos introducido una
semicircunferencia C(n)

ε de radio ε ∈ (0, 1) hacia la derecha de cada uno de los
puntos de ramificación zn, n 6= 0.

-2 -1 1 2

Figura 4.2: Contorno deformado en el método de Abel-Plana “modificado”.

El cambio del contorno deformado podría introducir alguna modificación en
la fórmula de Abel-Plana. Para ver si ese es el caso, volvamos por un momento
a la derivación anterior y notemos que la expresión (4.20) se vería modificada
por la introducción de las infinitas integrales sobre las semicircunferencias,

∫
C(n)
ε

dz
z2 log(1− e−zβ/a)

e2πiz − 1 , (4.23)

con n ∈ Z. Parametrizando C(n)
ε como z = zn + εeiϕ, con −π/2 ≤ ϕ ≤ π/2,

puede verse fácilmente que esta integral se anula para ε→ 0+, de modo que la
integral sobre C ′′ coincide con la integral sobre C ′ y la fórmula de Abel-Plana
puede aplicarse a la función g(z) en su forma usual (4.22).
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La primera de las integrales en la fórmula de Abel-Plana se resuelve
directamente para g(x) y resulta

∫ ∞
0

dx x2 log(1− e−xβ/a) = −π
4a3

45β3 . (4.24)

Sin embargo, la segunda integral tiene que ser tratada con cuidado debido a la
presencia de los puntos de ramificación. El resultado que se obtiene es

i
∫ ∞

0
dy

g(iy)− g(−iy)
e2πy − 1 =

∫ ∞
0

dy
y2(π − βx/a)
e2πy − 1 (4.25)

+ 2π
∞∑
n=0

n
∫ 2π(n+1)a/β

2πna/β
dy

y2

e2πy − 1 .

La primera de las integrales en el lado derecho puede ser resuelta directamente
y se obtiene

∫ ∞
0

dy
y2(π − βx/a)
e2πy − 1 = ζR(3)

4π2 −
β

240a . (4.26)

Para resolver la integral en el término n-ésimo de la serie podemos usar en el
integrando el desarrollo en serie

1
e2πx−1 = e−2πx 1

1− e−2πx = e−2πx
∞∑
k=0

e−2πkx , (4.27)

e intercambiar esta nueva serie con la integral, con lo que esta última se resuelve
fácilmente, obteniéndose finalmente para (4.18) la expresión alternativa

ΓS3 = −π
4a3

45β3 + ζR(3)
4π2 + 1

4π2

∞∑
l,k=1

1
k3

2 + 24π2lka

β
+
(

4π2lka

β

)2
 e−4π2lka/β ,

que no es otra cosa que el desarrollo (4.13) de la acción efectiva a altas
temperaturas.

En el artículo [67] se obtuvo, como aquí, el desarrollo de la acción efectiva
a altas temperaturas a partir del de bajas temperaturas por medio de la
fórmula de Abel-Plana. Sin embargo, los autores de ese artículo no tienen en
cuenta el cambio en los argumentos de los logaritmos, por lo que pierden el
término constante y también los términos exponencialmente suprimidos con
la temperatura, aunque a estos últimos los obtienen en [65]. La ausencia del
término constante en los artículos [26, 105] obedece a razones diferentes: allí
se regulariza una derivada de la acción efectiva de la teoría y luego se integra
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el resultado. En el proceso, los autores descartan la constante de integración,
que no es otra cosa que el término constante.

El lector que quiera conocer otras aplicaciones de la fórmula de Abel-Plana
a la regularización de cantidades divergentes en Teoría Cuántica de Campos
encontrará interesante el artículo [127], donde además se estudia una de sus
generalizaciones, con énfasis en cálculos en el marco del efecto Casimir. Una
generalización de la fórmula a funciones con singularidades no integrables
puede encontrarse en [71].

4.2 Acciones efectivas en el límite de altas
temperaturas

A continuación obtendremos un desarrollo a altas temperaturas de la acción
efectiva de teorías escalares sin masa sobre los distintos espacios esféricos.
Comenzamos escribiendo la función zeta (4.3) como

ζM(s) = (µa)2s∑
l∈Z

∞∑
k=1

d
(H)
k

(2πal
β

)2

+ k2

−s , (4.28)

donde, como hicimos en el caso de la esfera, hemos extraído un factor a
para obtener términos exponencialmente suprimidos con β. En los apartados
siguientes consideraremos por separado los espacios lente impares y pares, los
espacios prisma y los poliédricos.

4.2.1 Espacios lente impares
La degeneración del k-ésimo autovalor del laplaciano sobre el espacio lente

impar M = S3/Z2q+1 viene dada por la expresión (3.32), que reescribimos
como

d
(Z2q+1)
k =


k2

2q+1 −
rk

2q+1 + k, si r es impar ,
k2

2q+1 −
rk

2q+1 , si r es par ,
(4.29)

donde r es el resto de dividir k por 2q + 1. El primer término en ambas líneas
no es otra cosa que la degeneración del autovalor k-ésimo del laplaciano sobre
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la esfera S3, dividida por el orden 2q + 1 del grupo cíclico. En consecuencia,
insertando esta expresión en la función zeta (4.28) podemos escribir

ζS3/Z2q+1(s) = ζS3(s)
2q + 1 + δζ2q+1(s) , (4.30)

de donde vemos que el conocimiento de la función zeta sobre la esfera nos
permite obtener una parte de las funciones zeta sobre espacios lente impares.
A continuación extenderemos la otra parte de la función zeta de forma similar
a como hicimos con la esfera. Escribimos primeramente

δζ2q+1(s) = − (µa)2s

p

∑
l∈Z

∞∑
n=0


q∑
r=1

2r (np+ 2r)
(np+ 2r)2 +

(
2πal
β

)2
−s

+
q−1∑
r=0

2(r − q) (np+ 2r + 1)
(np+ 2r + 1)2 +

(
2πal
β

)2
−s ,

donde por cuestiones de espacio hemos definido nuevamente p := 2q + 1, con
k = np+ r para 0 ≤ r ≤ 2q, y donde además hemos separado los casos en que
dicho resto es par de los casos donde es impar y —en un abuso de notación—
hemos denotado a ese resto respectivamente 2r o 2r+1. Haciendo un cambio en
el índice de la segunda suma entre llaves y reordenando factores p obtenemos

δζ2q+1(s) = − 2
(
µa

p

)2s∑
l∈Z

∞∑
n=0


q∑
r=1

r
(
n+ 2r

p

)(n+ 2r
p

)2
+
(

2πal
pβ

)2
−s

−
q∑
r=1

r
(
n+ 1− 2r

p

)(n+ 1− 2r
p

)2
+
(

2πal
pβ

)2
−s . (4.31)

Como en el caso de la esfera, separamos de la última expresión el término
l = 0, escribiendo δζp = δζ l=0

p +δζ l 6=0
p . Comenzamos evaluando la primera parte

—la más simple—, que da directamente

δζ l=0
2q+1(s) = −2

(
µa

p

)2s q∑
r=1

r

ζH(2s− 1, 2r
p

)
− ζH

(
2s− 1, 1− 2r

p

) . (4.32)

Usando la representación de la zeta de Hurwitz como suma de series de senos
y cosenos que puede encontrarse por ejemplo en [79, página 1037] y teniendo
en cuenta que cos (s− 1

2)π = π/Γ(s)Γ(1− s), podemos escribir

δζ l=0
2q+1(s) = −4

(
µa

p

)2s Γ(2− 2s)(2π)2s−1

Γ(s)Γ(1− s)

q∑
r=1

r
∞∑
n=1

n2s−2 sen
(

4πnr
p

)
, (4.33)
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de donde vemos que esta parte de la función zeta se anula en s = 0.

En cuanto a la contribución de los términos l 6= 0, comenzamos cambiando
el índice en la segunda suma entre llaves en (4.31) para obtener

δζ l 6=0
2q+1(s) = −4

(
µa

p

)2s q∑
r=1

r
∑
n∈Z

∞∑
l=1

(
n+ r

p

) (n+ r
p

)2
+
(

2πal
pβ

)2
−s, (4.34)

que para <(s) suficientemente grande también puede escribirse

δζ l 6=0
2q+1(s) = − (µa)2sp1−2s

(1− s)

q∑
r=1

r (4.35)

× d

dα

∑
n∈Z

∞∑
l=1

 (n+ 2r+2α−2
p

)2
+
(

2πal
pβ

)2
−s+1

∣∣∣∣∣∣∣
α=1

.

Podemos ahora extender analíticamente la doble suma infinita para evaluarla
en s = 0 y calcular la acción efectiva de manera similar a como hicimos en
el caso de la esfera. En efecto, escribiendo la potencia entre corchetes en la
representación del tiempo propio de Schwinger e invirtiendo la suma sobre k,
y luego de evaluar la derivada con respecto a α, obtenemos

δζ l 6=0
2q+1(s) = − 16(µa)2sπ

3
2

Γ(s)p2s

q∑
r=1

r
∞∑

l,n=1
n sen

(
4πnr
p

)
(4.36)

×
(
pβn

al

)s− 3
2

Ks− 3
2

(
4π2aln/pβ

)
,

que también se anula en s = 0.

A partir de las expresiones (4.33) y (4.36) podemos obtener la contribución
de δζ2q+1(s) a la acción efectiva. Usando además el resultado (4.13) para la
esfera tenemos, según (4.30),

ΓS3/Zp=2q+1 = ζR(3)
4π2p

+ 1
π

q∑
r=1

r
∞∑
n=1

1
n2 sen

(
4πnr
p

)
− π4

45p

(
a

β

)3

(4.37)

+ 1
4π2p

∞∑
k,l=1

1
k3

2 + 24π2akl

β
+
(

4π2akl

β

)2
 e−4π2akl/β

+ 2
πp

q∑
r=1

r
∞∑

n,l=1

1
n2 sen

(
4πnr
p

)(
1 + 4π2aln

pβ

)
e−4π2anl/pβ .
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Podemos ver que en el límite β → 0 —en el que sólo queda la primera
línea de la expresión anterior— los dos primeros términos son independientes
de la temperatura y el volumen del espacio y, recordando que el volumen de
S3/Z2q+1 es el volumen de la esfera S3 dividido por 2q + 1, el tercer término es
una contribución extensiva, con una dependencia tipo Stefan-Boltzmann con
la temperatura.

4.2.2 Espacios lente pares

Para los espacios lente de orden par, la degeneración de los autovalores del
laplaciano con índice par se anula. En el caso particular del más grande de esos
espacios —S3/Z2, que se conoce usualmente como el espacio proyectivo real en
tres dimensiones, y se denota también RP3—, además, la degeneración de los
autovalores con índice impar es la misma que la del autovalor correspondiente
del laplaciano sobre la esfera. Esto hace que la acción efectiva sobre este espacio
pueda obtenerse a partir de la de la esfera; para verlo, escribamos en primer
lugar la función zeta

ζS3/Z2(s) = (µa)2s∑
l∈Z

∞∑
n=0

(2n+ 1)2
[
ω̃2
l + (2n+ 1)2

]−s
, (4.38)

donde por comodidad hemos introducido las frecuencias de Matsubara adimen-
sionalizadas ω̃l = 2πal/β. Sumando y restando una contribución equivalente de
los modos pares y renombrando según el caso k = 2n ó k = 2n+1 obtenemos

ζS3/Z2(s) = (µa)2s∑
l∈Z

∞∑
k=1

{
k2
(
ω̃2
l + k2

)−s
− (2k)2

[
ω̃2
l + (2k)2

]−s }
. (4.39)

Haciendo explícita en la notación la dependencia en β, identificamos al primer
término en esta última expresión con ζS3(s, β), y observamos que el segundo
término puede escribirse como −22−2sζS3(s, 2β). Si tenemos en cuenta además
que ζS3(0) = 0 para cualquier valor de β, vemos que es posible obtener la
acción efectiva sobre este espacio como

ΓS3/Z2(β) = ΓS3(β)− 4ΓS3(2β) . (4.40)
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Queremos ahora obtener las acciones efectivas sobre los demás espacios lente
pares. En esa dirección, partimos de las degeneraciones (3.37), y redefinimos
el índice de aquellas que no son nulas:

d
(Z2q)
2k+1 =

(
2
[

2k + 1
2q

]
+ 1

)
(2k + 1) . (4.41)

Haciendo k = nq + r con n ∈ N0 y r = 0, 1, ..., q − 1, podemos escribir

d
(Z2q)
2k+1 =

(
2k − r

q
+ 1

)
(2k + 1) = (2k + 1)2

q
+ q − 2r − 1

q
(2k + 1) , (4.42)

donde en la última igualdad recuperamos, a menos de un factor q, la degenera-
ción sobre S3/Z2, de modo que la función zeta puede escribirse

ζS3/Z2q(s) =
ζS3/Z2(s)

q
+ δζ2q(s) , (4.43)

con

δζ2q(s) = 2
(
µa

2q

)2s q−1∑
r=0

[(q − r − 1)− r] (4.44)

×
∑
l∈Z

∞∑
n=0

(
n+ 2r+1

2q

)(n+ 2r+1
2q

)2
+
(
πal

qβ

)2
−s .

Separando ahora el término entre paréntesis en el factor de la primera línea
dentro de la suma finita y renombrando en ese término el índice de dicha suma,
podemos escribir

δζ2q(s) = 2
(
µa

2q

)2s q−1∑
r=1

r
∑
l∈Z

∞∑
n=0

(n+ 1− 2r+1
2q

)(n+ 1− 2r+1
2q

)2
+
(
πal

qβ

)2
−s

−
(
n+ 2r+1

2q

)(n+ 2r+1
2q

)2
+
(
πal

qβ

)2
−s . (4.45)

Como en los casos anteriores, evaluamos en primer lugar la contribución
del término l = 0. Tenemos

δζ l=0
2q (s) = − 2

(
µa

2q

)2s q−1∑
r=1

r
{
ζH
(
2s− 1, 2r+1

2q

)
(4.46)

− ζH
(
2s− 1, 1− 2r+1

2q

)}
.
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Esta expresión puede ser reescrita, luego de renombrar índices y usando el
teorema de multiplicación de la función zeta de Hurwitz [7, página 13], como

δζ l=0
2q (s) = −2

(
µa

2q

)2s
 q−1∑
r=0

(2r + 1)ζH
(
2s− 1, 2r+1

2q

)
− q2sζH

(
2s− 1, 1

2

)  ,
que, sumada a la contribución correspondiente de S3/Z2, reproduce el resultado
reportado en [58].

La contribución de los modos con l 6= 0 puede evaluarse de la misma forma
que en el caso impar, resultando

δζ l 6=0
2q (s) = − 16π3/2

qΓ(s)

(
µa

2q

)2s q−1∑
r=1

r
∞∑

l,n=1
n sen

(
2πn2r+1

2q

)
(4.47)

×
(
qβn

al

)s− 3
2

Ks− 3
2

(
2π2aln

qβ

)
.

Reuniendo los distintos resultados podemos finalmente calcular la acción
efectiva sobre los espacios lente pares, que se escribe

ΓS3/Zp=2q = − 6ζR(3)
4π2p

+ 1
π

q−1∑
r=1

r
∞∑
n=1

1
n2 sen

(
2πn2r+1

p

)
− π4

45p

(
a

β

)3

(4.48)

+ 1
2π2p

∞∑
k,l=1

1
k3

2 + 24π2akl

β
+
(

4π2akl

β

)2
 e−4π2akl/β

− 2
π2p

∞∑
k,l=1

1
k3

2 + 22π2akl

β
+
(

2π2akl

β

)2
 e−2π2akl/β

+ 4
πp

q−1∑
r=1

r
∞∑

n,l=1

1
n2 sen

(
2πn2r+1

p

)(
1 + 4π2aln

βp

)
e−4π2aln/βp .

Vemos que la acción efectiva tiene en este caso la misma estructura que en
el caso impar: los dos primeros términos en la primera línea son independientes
de la temperatura y la escala espacial del espacio, el tercero es extensivo, y el
resto se anula exponencialmente cuando β → 0.
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4.2.3 Espacios prisma
Las degeneraciones sobre el espacio prisma S3/D∗p se anulan para los au-

tovalores con índice par, mientras que para los autovalores con índice impar,
según (3.42), tenemos

d
(D∗p)
2k+1 =

(2k + 1)
⌊
k
p

⌋
, si k es impar ,

(2k + 1)
(⌊

k
p

⌋
+ 1

)
, si k es par ,

(4.49)

que puede reescribirse en términos de las degeneraciones (4.41) sobre los
espacios lente de orden par como

d
(D∗p)
2k+1 = 1

2d
(Z2p)
2k+1 + (−1)k

2 (2k + 1) (4.50)

De este modo, la función zeta resulta

ζS3/D∗p(s) = 1
2ζS

3/Z2p(s) + δζ(s) , (4.51)

donde denotamos δζ a la contribución correspondiente al segundo término en
(4.50), que no depende explícitamente de p:

δζ(s) = (µa)2s

2
∑
l∈Z

∞∑
k=0

(−1)k(2k + 1)
(2k + 1)2 +

(
2πal
β

)2
−s . (4.52)

Procedemos con esta contribución imitando lo que hicimos con los espacios
lente. Para empezar, separamos de la suma sobre k los términos con índice par
de los términos con índice impar, de modo de aislar el signo negativo, con lo
que tenemos

δζ(s) = (µa)2s

2
∑
l∈Z


∞∑
k=0

(4k + 1)
(4k + 1)2 +

(
2πal
β

)2
−s (4.53)

−
∞∑
k=0

(4k + 3)
(4k + 3)2 +

(
2πal
β

)2
−s .

Consideramos primeramente el término l = 0, que resulta

δζ l=0(s) = (µa)2s41−2s

2
[
ζH
(
2s− 1, 1

4

)
− ζH

(
2s− 1, 3

4

)]
. (4.54)
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Para obtener el desarrollo a altas temperaturas del resto de los términos,
renombramos el índice en la segunda suma entre llaves en (4.53), con lo que
tenemos

δζ l 6=0(s) = (µa)2s
∞∑
l=1

∑
k∈Z

(4k + 1)
(4k + 1)2 +

(
2πal
β

)2
−s . (4.55)

La extensión analítica de esta expresión a una región que contenga al valor
s = 0 puede obtenerse escribiendo en primer lugar

δζ l 6=0(s) = (µa)2s

2(1− s)

∞∑
l=1

∑
k∈Z

d

dα

(4k + α)2 +
(

2πal
β

)2
−s+1

∣∣∣∣∣∣∣
α=1

, (4.56)

donde para valores de <(s) suficientemente grandes podemos intercambiar el
orden de la derivada y las series. Por otra parte, la doble suma de la potencia
entre corchetes puede reescribirse, de manera análoga a la utilizada en los
casos anteriores, en la forma

δζ l 6=0(s) = −
√
π(µa)2s

8Γ(s)
d

dα

∞∑
l=1

∑
k∈Z

ei
π
2 αk

∫ ∞
0

dt ts−
3
2−1e−t(2πal/β)2−(πk)2/16t

∣∣∣∣∣∣
α=1

,

o, resolviendo explícitamente la integral sobre t y evaluando la derivada con
respecto a α,

δζ l 6=0(s) = π
3
2 (µa)2s

4Γ(s)

∞∑
k,l=1
k impar

(−1)b k2 ck
(

8al
kβ

)3
2−s

K 3
2−s

(π2kla/β) . (4.57)

Luego de sumar todas las contribuciones, la acción efectiva resulta

ΓS3/D∗p = − 3ζR(3)
16π2p

+ 1
2π

p−1∑
r=1

r
∞∑
n=1

1
n2 sen

(
2πn2r+1

2p

)
− G

π
(4.58)

− π4

180p

(
a

β

)3

− 2
π

∞∑
k,l=1
k impar

(−1)b k2 c 1
k2

(
1 + π2akl

β

)
e−π

2kla/β

+ 1
2π2p

∞∑
k,l=1

1
k3

2 + 24π2akl

β
+
(

4π2kla

β

)2
 e−4π2akl/β

− 1
2π2p

∞∑
k,l=1

1
k3

2 + 22π2akl

β
+
(

2π2kla

β

)2
 e−2π2akl/β

+ 1
πp

p−1∑
r=1

r
∞∑

n,l=1

1
n2 sen

(
2πn2r+1

2p

)(
1 + 2π2aln

βp

)
e−2π2lna/βp ,
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donde G es la constante de Catalan, G = 0,915966 . . .. Esta acción efectiva
tiene la misma estructura de términos que en los demás espacios: la línea
de arriba contiene las contribuciones independientes de la temperatura y el
tamaño del espacio, el primer término de la segunda línea es extensivo y el
resto es suprimido exponencialmente a altas temperaturas.

4.2.4 Espacios poliédricos

En el caso de los espacios poliédricos, podemos evitar un nuevo cálculo
si notamos que las degeneraciones del laplaciano (3.44) a (3.46) sobre estos
espacios pueden escribirse en términos de las degeneraciones (3.37) sobre
espacios lente de orden par. En efecto, en todos los casos mencionados las
degeneraciones de autovalores de índice par son nulas, mientras que las de
autovalores con índice impar pueden reescribirse fácilmente como

d
(T ∗)
2n+1 = d

(Z6)
2n+1 + 1

2d
(Z4)
2n+1 −

1
2d

(Z2)
2n+1 , (4.59)

d
(O∗)
2n+1 = 1

2d
(Z8)
2n+1 + 1

2d
(Z6)
2n+1 + 1

2d
(Z4)
2n+1 −

1
2d

(Z2)
2n+1 ,

d
(I∗)
2n+1 = 1

2d
(Z10)
2n+1 + 1

2d
(Z6)
2n+1 + 1

2d
(Z4)
2n+1 −

1
2d

(Z2)
2n+1 .

Esto nos permite escribir las funciones zeta sobre estos espacios como
las correspondientes combinaciones de funciones zeta sobre espacios lente
pares. Este resultado puede encontrarse en la literatura bajo el nombre de
descomposición cíclica y fue utilizado en [42] para calcular la energía de vacío
de una teoría escalar sobre ciertos cocientes de la esfera bidimensional.

Con esto, las acciones efectivas en este límite pueden obtenerse fácilmente
como las respectivas combinaciones de acciones efectivas (4.48). Sería engo-
rroso escribir aquí explícitamente todos los casos; digamos solamente que la
estructura de términos es similar a la de los espacios lente pares: un término
extensivo proporcional al cubo de la temperatura, términos constantes (inde-
pendientes de la temperatura y el volumen del espacio) y términos que decaen
exponencialmente con la temperatura. Que el término extensivo en las acciones
efectivas sobre los espacios lente pares corresponde a un término extensivo en
los espacios poliédricos puede verse del hecho de que los coeficientes en las
combinaciones (4.59) son tales que en los tres casos la suma de 1/2q sobre los
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valores de q que aparecen en la correspondiente combinación da como resultado
la inversa del orden del grupo correspondiente.

4.3 Acciones efectivas en el límite de bajas
temperaturas

Calculamos ahora los desarrollos a bajas temperaturas de la acción efectiva
de la teoría escalar conforme sobre los distintos espacios esféricos. Si llama-
mos λ2

k a los autovalores del laplaciano conforme con dk las correspondientes
degeneraciones, la acción efectiva a temperatura finita para el campo escalar
conforme se escribe

Γ = βE0 +
∞∑
k=1

dk log(1− e−βλk) , (4.60)

donde E0 es la energía de vacío (apropiadamente regularizada) a temperatura
cero. Para demostrar que esto es así buscamos un desarrollo a bajas tempe-
raturas de la acción efectiva, para lo cual comenzamos escribiendo la función
zeta como

ζS3/H(s) =
(
µβ

2π

)2s∑
l∈Z

∞∑
k=1

dk

(λkβ
2π

)2

+ l2

−s

o, usando la expresión para la potencia entre corchetes en términos del tiempo
propio de Schwinger,

ζS3/H(s) = 1
Γ(s)

(
µβ

2π

)2s∑
l∈Z

∞∑
k=1

dk

∫ ∞
0

dt ts−1e−t[l2+(λkβ/2π)2] .

Hacemos ahora una inversión de Poisson de la suma sobre l y separamos en la
expresión resultante el término l = 0. Tenemos, una vez resuelta la integral
sobre t,

ζ l=0
S3/H(s) = βµ2s

2
√
π

Γ(s− 1
2)

Γ(s)

∞∑
k=1

dkλk
1−2s , (4.61)

y análogamente para los términos con l 6= 0,

ζ l 6=0
S3/H(s) = 2

√
π

Γ(s)

(
2π
µβ

)−2s ∞∑
k=0

dk
∞∑
l=1

2
(

2π2l

λkβ

)s− 1
2

K 1
2−s

(λkβl). (4.62)
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Tomando ahora la derivada con respecto a s, y teniendo en cuenta la definición
de la energía de vacío,

E0 = 1
2 ĺım
s→0

∞∑
k=1

dk
(
λ2
k

) 1
2−s , (4.63)

tenemos

ΓS3/H = βE0 − 2
√
π
∞∑
k=1

dk
∞∑
l=1

(
2π2l

λkβ

)−1/2

K 1
2
(λkβl) . (4.64)

Usando la expresión para la función de Bessel K 1
2
(x) en términos de exp(−x),

e identificando la serie en l resultante con la serie de Taylor del logaritmo,
podemos poner esta última expresión en la forma (4.60).

Vemos entonces que la única contribución a la acción efectiva que no se anula
exponencialmente cuando la temperatura tiende a cero es la correspondiente a
la energía de Casimir. A continuación calcularemos esta contribución para los
distintos espacios esféricos.

4.3.1 Espacios lente
Comenzamos calculando la energía de vacío sobre espacios lente de orden

impar. Usando las degeneraciones del laplaciano sobre el espacio S3/Z2q+1 en la
forma (4.29) vemos que, como pasaba antes para la función zeta a temperatura
finita, la energía de vacío puede escribirse como

E0,S3/Z2q+1 = E0,S3

2q + 1 + δE0,2q+1 , (4.65)

donde E0,S3 = 1/240a es la energía de vacío en la esfera, que es bien conocida
[72], y además puede leerse de la ecuación (4.18). La parte restante viene dada
por

δE0,2q+1 = 1
2 ĺım
s→0

a2s−1
∞∑
n=0


q−1∑
r=0

(
1− 2r + 1

2q + 1

)
[n(2q + 1) + 2r + 1]2−2s

−
q∑
r=0

2r
2q + 1 [n(2q + 1) + 2r]2−2s

 , (4.66)

donde, como en la sección 4.2.1, escribimos k = n(2q + 1) + r, con 0 ≤ r ≤ 2q,
y renombramos a este resto llamándolo 2r ó 2r + 1 según sea par o impar.
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Siguiendo un camino similar al recorrido en aquella sección y tomando el límite
s→ 0 podemos obtener la expresión

δE0,2q+1 = 2q + 1
aπ3

q∑
r=1

r
∞∑
n=1

1
n3 sen

(
4πnr
2q + 1

)
. (4.67)

Finalmente, podemos resolver explícitamente las sumas restantes, con lo que ob-
tenemos una expresión para esta contribución que sumada a la correspondiente
en la esfera da como resultado

E0,S3/Z2q+1 = −(2q + 1)4 + 10(2q + 1)2 − 14
720a(2q + 1) . (4.68)

Pasamos ahora al cálculo de la energía de vacío sobre espacios lente pares
S3/Z2q. Consideramos en primer lugar la energía de vacío sobre S3/Z2, que
puede obtenerse fácilmente de la definición (4.63):

E0,S3/Z2 = 1
2 ĺım
s→0

a2s−1
∞∑
k=0

(2k + 1)3−2s = − 7
240a . (4.69)

Para analizar los demás espacios lente pares comenzamos escribiendo la
energía de vacío como

E0,S3/Z2q =
E0,S3/Z2

q
+ δE0,2q , (4.70)

de manera análoga a la que nos llevó a la expresión (4.43) para la función zeta.
El segundo término viene dado por

δE0,2q = 1
2 ĺım
s→0

a2s−1
q−1∑
r=0

[(q − r − 1)− r]
∞∑
n=0

(2nq + 2r + 1)2−2s ,

donde hemos escrito k = 2nq + 2r + 1, con 0 ≤ r ≤ q − 1. Procediendo como
en la sección 4.2.2, tomando el límite y resolviendo las sumas resultantes, y
sumando la contribución (4.69) con el factor adecuado, obtenemos finalmente

E0,S3/Z2q = −(2q)4 + 10(2q)2 − 14
720a(2q) . (4.71)
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Notemos que las expresiones (4.68) y (4.71) tienen la misma forma; en
efecto, podemos escribir para la energía de vacío sobre el espacio lente S3/Zp

E0,S3/Zp = −p
4 + 10p2 − 14

720ap , (4.72)

que coincide con el resultado calculado en [58, 59] directamente desde la
teoría sin temperatura —en un caso usando las funciones generatrices de las
degeneraciones y en el otro a partir del cálculo de la densidad de energía 〈T00〉
en términos de los generadores de SU(2)—.

La acción efectiva sobre el espacio lente S3/Zp tiene entonces la forma

ΓS3/Zp = 14− 10p2 − p4

720p
β

a
+O(e−β/a) . (4.73)

4.3.2 Espacios prisma
Para obtener la energía de vacío sobre el espacio prisma S3/D∗p usamos la

expresión (4.50), que nos permite escribir

E0,S3/D∗p = 1
2E0,S3/Z2p + δE0 , (4.74)

con

δE0 = 1
4 ĺım
s→0

a2s−1
∞∑
k=0

(−1)k(2k + 1)2−2s . (4.75)

Procedemos ahora de manera similar a la utilizada en el apartado anterior
y, luego de tomar el límite, obtenemos fácilmente δE0 = −1/8a, con lo que
tenemos

E0,S3/D∗p = −8p4 + 20p2 + 180p− 7
1440ap , (4.76)

que coincide con los valores reportados en [58] —lo que a primera vista no es
evidente, pero puede deducirse rastreando allí un error de tipeo en la expresión
final—.
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4.3.3 Espacios poliédricos
Para los espacios poliédricos, al igual que en el caso de altas temperaturas,

utilizamos las expresiones (4.59) para las degeneraciones, con lo que la energía
de vacío en cada caso puede escribirse como una combinación de energías de
vacío sobre determinados espacios lente pares. Haciendo explícitamente cada
combinación resultan los valores

E0,S3/T ∗ = − 3761
360× 24a , E0,S3/O∗ = − 11321

360× 48a , (4.77)

E0,S3/I∗ = − 43553
360× 120a ,

que son los mismos que los obtenidos en [58, 59].

4.4 Propiedades termodinámicas de la
teoría

A partir de los resultados de lo que va del capítulo podemos obtener las
propiedades termodinámicas de la teoría escalar conforme a temperatura finita
sobre los distintos espacios esféricos. A riesgo de ser reiterativos, notemos para
comenzar que las acciones efectivas sobre todos los espacios esféricos tienen la
misma estructura de términos: a altas temperaturas, hay un término divergente
—que es extensivo y, como veremos, tiene la potencia de β correspondiente
a la ley de Stefan-Boltzmann—, un término constante y términos que se
anulan exponencialmente cuando β/a→ 0. A bajas temperaturas, en cambio,
la estructura de términos viene dada por la expresión (4.60): además de
términos que se anulan exponencialmente en el límite β/a→∞, aparece una
contribución divergente proporcional a la energía de vacío de la teoría.

Puede verse que en todos los casos en el límite β/a→∞ de bajas tempe-
raturas la energía y la energía libre coinciden, y la entropía se anula exponen-
cialmente. Esto es compatible con la formulación de Planck de la tercera ley
de la Termodinámica [85, sección 8.2], y puede explicarse por el hecho de que
el estado fundamental es no degenerado [151]. Los valores de la energía en este
límite para los distintos espacios esféricos pueden leerse en la sección anterior
y, como se ha dicho allí, coinciden con los obtenidos anteriormente por otros
autores [58, 59].
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A modo de resumen de los resultados en este límite, en la figura 4.3
mostramos los valores para la energía de vacío adimensionalizada Ẽ0 = aE0 en
función del orden del grupo de isotropía para los espacios lente y prisma de
orden más bajo. Los gráficos son compatibles con el comportamiento asintótico
cúbico de dicha cantidad para ambas familias de espacios, como era evidente
de las expresiones analíticas (4.72) y (4.76). Del gráfico descubrimos además
la coincidencia de las energías de vacío sobre el espacio prisma S3/D∗1 y el
espacio lente S3/Z4: esto se entiende al notar que los grupos de isotropía
correspondientes son isomorfos; en efecto, evaluando las expresiones (3.37) y
(3.42) para estos casos particulares podemos ver que las degeneraciones del
laplaciano sobre ambos espacios coinciden.
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Figura 4.3: Energía de vacío en función del orden del grupo para los primeros
espacios lente (estrellas) y prisma (círculos).

En cuanto al límite β/a→ 0 de altas temperaturas, la energía resulta

ES3/H ∼
π4a3

15|H|β4 , (4.78)

que es una cantidad extensiva. En particular, esto significa que —distinto a
lo que sucedía en el límite de bajas temperaturas— cocientes de la esfera con
grupos del mismo orden tienen en el límite de altas temperaturas la misma
energía.

Usando las cantidades adimensionalizadas ξ = 2πa/β y Ẽ = aE, podemos
ver que para la esfera los límites de bajas y altas temperaturas de la energía
satisfacen la relación ξ−2Ẽ(ξ) = ξ2Ẽ(1/ξ). Esta simetría de inversión en la
temperatura se cumple no sólo en los límites sino para valores arbitrarios de ξ,
como puede verse haciendo las correspondientes derivadas en las expresiones
(4.13) y (4.18). Esta propiedad fue estudiada por primera vez en [28] para la
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energía libre en el efecto Casimir a temperatura finita. En el caso que nos
ocupa, desde un punto de vista matemático la simetría se debe al hecho de que
los autovalores del laplaciano conforme en cuatro dimensiones son cuadrados
perfectos —dando a la función zeta una forma similar a la que tendría en
un toro— y fue discutida originalmente en [35] para teorías conformes en
dimensión par, y en [62, 105] para el caso particular de campos escalares
sobre la esfera tridimensional. Físicamente, este tipo de simetrías relaciona
una cantidad universal —el límite de altas temperaturas de la energía— con
una cantidad —la energía de vacío— que en espacios curvos podría depender
a priori del esquema de regularización utilizado [12].

En cuanto al resto de los espacios esféricos, vemos que las correspondientes
energías no cumplen esta relación. No obstante, puede verse que para los
espacios lente la acción efectiva satisface una relación similar donde la cantidad
ξ involucra al orden p del grupo de isotropía en el límite p→∞ [135].

Volviendo al cálculo de las propiedades termodinámicas de la teoría, anali-
zamos ahora la entropía, que observamos que en el límite de altas temperaturas
tiene en todos los casos una estructura de términos similar:

SS3/H ∼
4π4

45|H|

(
a

β

)3

+ S0,S3/H , (4.79)

donde el primer término es extensivo y tiene la forma usual de la entropía de
Stefan-Boltzmann —en particular, es positivo y diverge en el límite β → 0+—,
y S0 no depende de la temperatura ni del volumen del espacio, y donde el
resto de los términos, que no hemos escrito, se anula exponencialmente con la
temperatura.

El término constante S0 es negativo en el caso de la esfera y positivo en
el resto de los espacios. Como ya señalamos, en la entropía sobre la esfera
resultados anteriores de otros autores [26, 67, 101, 105] no tenían este término,
que sí se obtuvo en [54] para espacios lente y en el caso de la esfera en [112],
donde además se mostró que es necesario para que el cociente entre la entropía y
la energía en teorías libres en cuatro dimensiones satisfaga la cota de Bekenstein
[19] independientemente del número de especies presentes, y para que dicho
cociente no resulte divergente a bajas temperaturas en el caso de la teoría
N = 4 SYM. Por otra parte, puede verse inmediatamente que S0 es una
cantidad subaditiva; en efecto, la suma de S0,S3/H para |H| copias de S3/H es
siempre mayor que S0,S3 .
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Para evitar el término divergente y aislar de alguna manera la información
acerca de la topología de los espacios, podemos tener en cuenta la diferencia
entre la entropía sobre el espacio esférico y la de la esfera dividida por el orden
del correspondiente grupo de isotropía, a la que, luego de tomar el límite β → 0
para eliminar los términos exponenciales, llamamos entropía topológica:

Stop,S3/H = ĺım
β→0

[
SS3/H −

1
|H|

SS3

]
. (4.80)

En la figura 4.4 mostramos los valores de Stop para algunos de los espacios
esféricos en función del orden del grupo correspondiente.
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Figura 4.4: Entropía topológica en función del orden del grupo para los primeros
espacios lente (estrellas) y prisma (círculos).

Para finalizar el presente capítulo notemos que, a pesar del nombre que
le hemos dado, no debe confundirse la entropía topológica con una verdadera
entropía, al menos en el sentido usual del término; en particular, este término
no tiene un comportamiento creciente con la temperatura (lo que sí sucede para
las entropías completas SS3/H , para las que además se cumple ∂F/∂T = −S,
como puede verificarse fácilmente en ambos límites). Si, por ejemplo, para
el caso particular de los espacios lente, usáramos una representación integral
para las sumas en (4.48) como en [54], obtendríamos una expresión para la
entropía topológica como función del orden p del grupo cíclico correspondiente
que puede extenderse a valores reales del parámetro p —dejando de lado el
problema de la interpretación del espacio—, de la que puede verse que la
entropía topológica es una función creciente de p. En ese sentido —y, por
lo que sabemos, sólo en ése— es plausible una interpretación de la entropía
topológica como una entropía, con la temperatura dada por p. Volveremos
sobre esto más adelante.
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5Campos masivos sobre
espacios esféricos

Oh, their wild rapture! oh, their eyes like
stars and their souls again in Eden, if the
next station were unaccountably Baker Street!

— G. K. Chesterton
The man who was Thursday

A continuación extenderemos los resultados del capítulo anterior al caso de
un campo escalar masivo sobre los distintos espacios esféricos, con el objetivo
de analizar la dependencia de las propiedades termodinámicas de la teoría con
la masa. Estos cálculos fueron presentados en el artículo [10].

Consideramos entonces la teoría de un campo escalar φ de masa m y con
un acoplamiento ξ a la curvatura del espacio esférico S3/H. La acción euclídea
para dicha teoría se escribe

S = 1
2

∫
R×S3/H

d4x
√
g
{
gµν∂µφ ∂νφ+ R

6 φ
2 +

[
m2 +

(
ξ − 1

6

)
R
]
φ2
}
, (5.1)

donde gµν es la métrica del espacio-tiempo R× S3/H y R = 6/a2 la curvatura
escalar del espacio S3/H, siendo a el radio de la esfera S3. En la expresión
anterior hemos separado un término en el acoplamiento a la métrica que
corresponde a la teoría conforme en cuatro dimensiones, de forma que el
acoplamiento restante sumado al cuadrado de la masa del campo puede ser
pensado como el cuadrado de la masa de un campo escalar conforme. En lo
sucesivo consideraremos el caso conforme ξ = 1/6, recordando que los resultados
que obtengamos pueden ser extendidos a acoplamientos arbitrarios siempre
que m2 +

(
ξ − 1

6

)
R ≥ 0. La extensión a otros casos —como el usualmente

considerado caso de masa nula y acoplamiento mínimo— no es directa, y debe
estudiarse on otro cuidado.

Al igual que en el caso sin masa, introducimos la temperatura 1/β, con
lo que los autovalores del operador de fluctuaciones cuánticas de la teoría
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pueden obtenerse como suma de los cuadrados de los modos de Matsubara
y los modos espaciales, que están desplazados en m2 con respecto a los del
capítulo anterior. Las degeneraciones, en tanto, coinciden con las de la parte
espacial del operador, que hemos calculado para los distintos espacios en la
sección 3.3.

La función zeta se escribe entonces

ζS3/H(s) = µ2s
∞∑
k=1

∑
l∈Z

d
(H)
k

(k
a

)2

+m2 +
(

2πl
β

)2
−s , (5.2)

donde, como antes, µ es una escala de masa que actuará como regulador
del procedimiento. En lo que sigue calcularemos las acciones efectivas de la
teoría sobre los espacios esféricos. Comenzaremos por el caso más simple de
la esfera, analizando por separado la regularización de la función zeta (5.2)
en los distintos límites de temperatura y masa: por un lado, separaremos el
estudio en los casos de bajas y altas temperaturas, y en cada uno de esos
casos distinguiremos los regímenes de masas chicas y grandes.1 A partir de
consideraciones geométricas puede verse [25] que la función zeta en este caso
no se anula en s = 0, lo que quiere decir en particular que su derivada con
respecto a s—y en consecuencia la acción efectiva— dependerá del regulador, y
tendremos que dar argumentos físicos para una prescripción de renormalización
que elimine esa dependencia.

5.1 Acción efectiva sobre la esfera en el
límite de bajas temperaturas

Comenzamos analizando el límite β � a de bajas temperaturas. Para
obtener una extensión analítica de la función zeta que sea útil para tomar este
límite hacemos, como en el caso no masivo, una inversión de Poisson en la
suma sobre los modos térmicos. Para eso reescribimos la función zeta como

ζS3(s) =
(
µβ

2π

)2s ∞∑
k=1

∑
l∈Z

k2

( kβ

2πa

)2

+
(
βm

2π

)2

+ l2

−s , (5.3)

1 Aquí, por supuesto, se entiende que todas las escalas se miden con respecto a algún otro
parámetro con dimensiones, en este caso el radio a de la esfera que cubre al espacio.
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de la que obtenemos, usando la representación del tiempo propio de Schwinger
y la fórmula de inversión de Poisson,

ζS3(s) =
(
µβ

2π

)2s
π

1
2

Γ(s)

∞∑
k=1

∑
l∈Z

k2
∫ ∞

0
dt ts−

1
2−1e

−
[
( kβ

2πa)
2
+(βm2π )2

]
t−(πl)2/t

. (5.4)

De la misma forma que en el caso no masivo, luego de resolver explícitamente
las integrales en los casos l = 0 y l 6= 0 obtenemos

ζS3(s) =
(
µβ

2π

)2s
π

1
2

Γ(s)

Γ(s− 1
2)
∞∑
k=1

k2

( kβ

2πa

)2

+
(
βm

2π

)2
 1

2−s

(5.5)

+ 4
∞∑

k,l=1
k2(πl)s− 1

2

( kβ

2πa

)2

+
(
βm

2π

)2
 1

4−
s
2

K 1
2−s

(√
k2 + (am)2βl/a

) .

La contribución de los términos l 6= 0 a la acción efectiva puede calcularse
fácilmente, dando como resultado

Γl 6=0
S3 (β) =

∞∑
k=1

k2 log
(

1− e−
β
a

√
k2+(am)2

)
. (5.6)

Como en el caso no masivo, esta parte de la acción efectiva se anula exponen-
cialmente en el límite β/a→∞.

La contribución del término l = 0 involucra una suma divergente, que
tendrá que ser extendida analíticamente; haremos esto de dos maneras dife-
rentes, cada una de las cuales será útil para tomar uno de los límites de la
masa adimensionalizada am. En lo que sigue, haciendo un abuso de lenguaje,
llamaremos a estos límites “de masa grande” y “de masa pequeña”, aunque
—insistimos— lo que resulte grande o pequeño según el caso sea am.

5.1.1 Régimen de masa grande
En primer lugar, analizamos la contribución del término l = 0 en (5.5) en

una forma que nos permitirá tomar el límite am� 1 de masas grandes. Para
eso, reescribimos dicho término en la forma

ζ l=0
S3 (s) = (µa)2sβ

4π 1
2a

Γ(s− 1
2)

Γ(s)
∑
k∈Z

{[
k2 + (am)2

] 3
2−s − (am)2

[
k2 + (am)2

] 1
2−s

}
,
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y usamos la representación del tiempo propio de Schwinger de las potencias
entre corchetes y la fórmula de Poisson para la suma sobre k, con lo que
obtenemos, suponiendo ma 6= 0,

ζ l=0
S3 (s) = (µa)2s

Γ(s)
β

4a

1
2(am)4−2s Γ(s− 2) (5.7)

+ 4(s− 3
2)
∞∑
k=1

(
πk

am

)s−2

Ks−2(2πamk)

− 4(am)2
∞∑
k=1

(
πk

am

)s−1

Ks−1(2πamk)

.
Usando el desarrollo de Γ(s − 2)/Γ(s) para s pequeño podemos calcular
fácilmente la derivada con respecto a s, de lo que resulta para la acción
efectiva

Γl=0
S3 (β) =− (am)4

32
β

a

(3
2 + 2 log µ

m

)
(5.8)

+ (am)3

2π
β

a

∞∑
k=1

1
k
K1(2πamk) + 3(am)2

4π2
β

a

∞∑
k=1

1
k2K2(2πamk).

Vemos que, como esperábamos, la acción efectiva contiene una dependencia
en el regulador µ. Se nos presenta entonces el problema de renormalizar esta
cantidad; en otras palabras, tenemos que decidir qué términos sustraer a la
acción efectiva de modo de obtener una cantidad con sentido físico. En ese
contexto, notamos que en el límite de volumen infinito —am→∞, a/β →∞,
en el que el radio de la esfera es el parámetro más grande de la teoría—, donde
es esperable obtener la teoría a temperatura cero sobre el espacio plano, los
términos en la primera línea de la ecuación anterior no se anulan; tomamos
entonces como prescripción de renormalización la correspondiente a la mínima
sustracción que elimina estos términos. Dicho de otro modo, agregamos a
la acción los contratérminos necesarios para obtener una acción efectiva que
se anule en el límite de volumen infinito, donde la prescripción de orden
normal de los operadores de la teoría cuántica así lo requiere [95]. Luego de la
renormalización obtenemos

ΓS3(β) = 3(am)2

4π2
β

a

∞∑
k=1

1
k2K2(2πamk) + (am)3

2π
β

a

∞∑
k=1

1
k
K1(2πamk)

+
∞∑
k=1

k2 log
(

1− e−
β
a

√
k2+(am)2

)
. (5.9)
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La entropía calculada a partir de esta acción efectiva contiene sólo la
contribución de los modos con l 6= 0, por lo que se anula exponencialmente en
el límite de bajas temperaturas. La energía de vacío resulta

E0 = 3(am)2

4π2a

∞∑
k=1

1
k2K2(2πamk) + (am)3

2πa

∞∑
k=1

1
k
K1(2πamk) , (5.10)

y se anula exponencialmente en el límite am→∞, lo cual es también consis-
tente con la prescripción de orden normal para la teoría sin temperatura. Esta
misma expresión para la energía de vacío fue obtenida en [66] sumando los
modos espaciales, sin pasar por la teoría a temperatura finita.

5.1.2 Régimen de masa pequeña

Consideraremos ahora el caso en que la masa adimensionalizada am es
pequeña. Comenzamos reescribiendo el término l = 0 en la función zeta como

ζ l=0
S3 (s) = (µa)2s β

2π 1
2a

Γ(s− 1
2)

Γ(s)

∞∑
k=1

k3−2s
[
1 +

(
am

k

)2] 1
2−s

, (5.11)

y, considerando am < 1, hacemos el desarrollo del binomio entre corchetes
para obtener

ζ l=0
S3 (s) = (µa)2s β

2π 1
2a

Γ(s− 1
2)

Γ(s)

∞∑
n=0

Γ(3
2 − s)(am)2n

n! Γ(3
2 − n− s)

ζR(2s+ 2n− 3).

La derivada con respecto a s de esta cantidad puede obtenerse fácilmente:
la única sutileza proviene del término con n = 2, que derivamos usando el
desarrollo (2.36) de ζR(2s+ 1) para s pequeño; la correspondiente contribución
a la acción efectiva se escribe

Γl=0
S3 = − (am)4

16
β

a
[log(µa/2)+1 + γ] + β

2a

∞∑
n=0
n6=2

Γ(3
2)(am)2n

n! Γ(3
2 − n) ζR(2n− 3) .

Sustrayendo la misma cantidad que en el régimen de masas grandes obtenemos
la acción efectiva renormalizada en este régimen, que resulta

ΓS3(β) = β

240a −
(am)2

48
β

a
− (am)4

16
β

a

[
log
(
ma

2

)
+1

4 + γ
]

(5.12)

+ β

2a

∞∑
n=3

Γ(3
2)(am)2n

n! Γ(3
2 − n) ζR(2n− 3) +

∞∑
k=1

k2 log
(

1− e−
β
a

√
k2+(am)2

)
.
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Notemos que en el límite m→ 0 esta expresión se reduce al límite de bajas
temperaturas (4.18) de la acción efectiva en el caso conforme que obtuvimos
en el capítulo previo. Puede verse también que es posible obtener esta misma
expresión tomando el límite am→ 0 en el desarrollo (5.9) que obtuvimos en
la sección anterior para am 6= 0. De la misma forma, la energía de vacío de la
teoría sin temperatura puede ser recuperada de esta misma expresión y está de
acuerdo con los resultados ya conocidos [66, 72, 112]. En lo que respecta a la
entropía, observamos que no hay contribución independiente de la temperatura,
y que los únicos términos que quedan se anulan exponencialmente en el límite
β →∞ en el que la temperatura es el parámetro más grande.

En lo que sigue usaremos la prescripción de renormalización encontrada
para obtener la acción efectiva en una expresión útil para tomar el límite de
altas temperaturas, donde esperamos obtener para la entropía una contribu-
ción independiente de la temperatura como el término constante del capítulo
anterior.

5.2 Acción efectiva sobre la esfera en el
límite de altas temperaturas

Para analizar el límite de altas temperaturas, β � a, comenzamos reescri-
biendo la función zeta (5.2) como

ζS3(s) = µ2sa2

2
∑
k,l∈Z

(k
a

)2

+m2 +
(

2πl
β

)2
−s+1

(5.13)

− µ2sa2

2
∑
k,l∈Z

m2 +
(

2πl
β

)2
(k

a

)2

+m2 +
(

2πl
β

)2
−s ,

donde, haciendo uso del hecho de que las degeneraciones se anulan en todos
los casos para k = 0 —lo que dicho con otras palabras quiere decir que
no hay modos cero del laplaciano conforme en estas variedades—, hemos
completado las sumas sobre k a todos los enteros. Con esto, luego de escribir la
potencia entre corchetes en cada línea en la representación del tiempo propio
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de Schwinger podemos utilizar la fórmula de Poisson para la suma sobre k, de
lo que obtenemos para la función zeta la expresión

ζS3(s) = π
1
2 (µa)2s

2
∑
l∈Z

(a2λl,0)−s+ 3
2

Γ(s− 3
2)

2Γ(s) (5.14)

+ 4
Γ(s− 1)

∞∑
k=1

(kπ)s− 3
2 (a2λl,0)− s2 + 3

4Ks− 3
2

(
2kπ

√
a2λl,0

)

− 4
Γ(s)

∞∑
k=1

(kπ)s− 1
2 (a2λl,0)− s2 + 5

4Ks− 1
2

(
2kπ

√
a2λl,0

) ,
en la que, por razones de brevedad, hemos usado para los autovalores del
laplaciano en el caso masivo la notación λl,k = (2πl/β)2 + (k/a)2 +m2. Debido
a su dependencia con l, el término en la primera línea (que no es otra cosa
que la contribución del modo k = 0 luego de la inversión de la suma sobre k)
debe ser analizado de forma diferente en los casos mβ < 2π y mβ > 2π, que
llamaremos, con las disculpas del caso, “régimen de masa pequeña” y “régimen
de masa grande” respectivamente, queriendo decir en el primer caso que la
masa puede ser grande, pero si tiende a infinito tendrá que hacerlo de forma
de nunca superar a 2π/β.

5.2.1 Régimen de masa pequeña

En el caso mβ < 2π, luego de separar el término l = 0 en la contribución
correspondiente a k = 0 podemos desarrollar el binomio en la suma l 6= 0
restante de modo de escribir dicha contribución como

ζk=0
S3 (s) = (µa)2sπ

1
2

4
Γ(s− 3

2)
Γ(s)

(am)3−2s (5.15)

+ 2
(

2πa
β

)3−2s ∞∑
n=0

Γ(5
2 − s)

n! Γ(5
2 − n− s)

(
mβ

2π

)2n

ζR(2s+ 2n− 3)
 .

Separando en primer lugar el término n = 2, del desarrollo (2.36) de la zeta de
Riemann para s pequeño obtenemos para la contribución a la acción efectiva

Γk=0
S3 (β) =− π

6 (am)3 − π

3

(
2πa
β

)3 ∞∑
n=0
n6=2

Γ(5
2)

n! Γ(5
2 − n)

(
mβ

2π

)2n

ζR(2n− 3)

− (am)4

32
β

a
[2 log(µβ/2π) + 2γ − 2 log 2] . (5.16)
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Podemos ahora agregar las contribuciones restantes y los contratérminos
correspondientes a la prescripción de renormalización elegida: luego de hacerlo
la acción efectiva se escribe

ΓS3 =− π

6 (am)3 − π4

45

(
a

β

)3

+ π2

12(am)2 a

β
(5.17)

+ 1
4π2

∞∑
k=1

1
k3

[
1 + 2πmak + 1

2(2πmak)2
]
e−2πmak +O(mβ) ,

donde los términos que no hemos escrito se anulan como potencias positivas
de mβ (la suma sobre n en (5.16), que corresponde a los modos con k = 0 y
l 6= 0) o exponencialmente con a/β (los términos con k 6= 0).

En el límite m→ 0 en el que la masa se anula más rápido que cualquier
otro parámetro con sus dimensiones, esta expresión coincide con el resultado
obtenido en el caso conforme en la sección 4.1. Observamos como antes la
presencia de términos independientes de la temperatura, que ahora, sim 6= 0,
no son independientes del volumen del espacio sino que dependen del radio a
de la esfera a través del producto adimensional am.

Como veremos a continuación, el límite de altas temperaturas es completa-
mente diferente cuando la masa crece más rápido que 2π/β.

5.2.2 Régimen de masa grande

En el caso mβ ≥ 2π —esto es, cuando la temperatura, incluso siendo
grande, no es mayor que la masa del campo—, ya no es útil el desarrollo
en potencias de mβ, de modo que en el término k = 0 en lugar de hacer
el desarrollo binomial debemos regularizar la suma sobre l de otra forma.
Utilizamos para dicha suma la representación del tiempo propio de Schwinger
y aplicamos la fórmula de Poisson, con lo que obtenemos

ζk=0
S3 (s) = π(µa)2s

4Γ(s)

(
2πa
β

)3−2s
(mβ

2π

)4−2s

Γ(s− 2) + 4
∞∑
l=1

(
2π2l

mβ

)s−2

K2−s(mβl)
,
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para mβ 6= 0. Nuevamente, usando el desarrollo para s pequeño del cociente
Γ(s− 2)/Γ(s) podemos obtener directamente la contribución de este término
a la acción efectiva:

Γk=0
S3 (β) = −(am)4

32
β

a

[3
2 + 2 log

(
µ

m

)]
− (am)2 a

β

∞∑
l=1

1
l2
K2 (mβl) . (5.18)

Una vez más, añadimos el contratérmino correspondiente a la prescripción
de renormalización elegida, y teniendo en cuenta también los términos con
k 6= 0 obtenemos

ΓS3(β) =− (am)2 a

β

∞∑
l=1

1
l2
K2 (mβl) +O

(
e−a/β

)
. (5.19)

Notemos que en el límite de masa infinita, con m � β−1 � a−1 la acción
efectiva —y, en particular, la parte independiente de la temperatura— se anula,
lo que se conoce como desacoplamiento de los modos masivos de la teoría
[4, 8]. Esto implica que en ese caso no se cumple la coincidencia entre los
términos independientes de la temperatura en la acción efectiva en el límite de
altas temperaturas y la acción efectiva de la misma teoría definida sobre la
esfera tridimensional, lo que sí sucedía en el caso mβ < 2π. La diferencia entre
los dos regímenes no puede entenderse si sólo se considera la teoría en tres
dimensiones, sino que es necesario partir de la teoría en cuatro dimensiones,
donde la temperatura cumple el papel de la escala que permite discriminar
entre los mismos.

5.3 Acciones efectivas en el límite de altas
temperaturas

Para continuar obtendremos el desarrollo a altas temperaturas de las
acciones efectivas de la teoría sobre los distintos espacios esféricos. Como en el
caso no masivo, separamos los espacios lente según la paridad del orden del
grupo cíclico correspondiente. Consideramos además los espacios prisma y los
espacios poliédricos; a estos últimos los reducimos como en aquel caso a una
combinación de espacios lente de orden par.
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5.3.1 Espacios lente de orden impar

En el caso de los espacios lente de orden impar, llamando p = 2q + 1,
podemos escribir la función zeta (5.2) como

ζS3/Z2q+1(s) = µ2s∑
l∈Z

∞∑
n=0

 p−1∑
r=0
r par

(np+ r)n+
p−2∑
r=1

r impar

(np+ r) (n+ 1)

λ−sl,np+r
= 1
p
ζS3(s) + δζ2q+1(s) , (5.20)

donde, al igual que en el caso no masivo, hemos escrito k = np + r con
r = 0, 1, . . . , p− 1, y donde

δζ2q+1(s) = −µ
2s

p

∑
l∈Z

∞∑
n=0

{ q∑
r=1

2r (np+ 2r)λ−sl,np+2r

+
q−1∑
r=0

2(r − q) (np+ 2r + 1)λ−sl,np+2r+1

}
.

Haciendo el cambio q− r → r en la segunda de las sumas sobre r y extrayendo
convenientemente algunos factores obtenemos

δζ2q+1(s) =− 2
(
µa

p

)2s∑
l∈Z

∞∑
n=0

q∑
r=1

r (5.21)

×

(n+ 2r
p

)(n+ 2r
p

)2
+
(
am

p

)2

+
(

2πal
pβ

)2
−s

−
(
n+ 1− 2r

p

)(n+ 1− 2r
p

)2
+
(
am

p

)2

+
(

2πal
pβ

)2
−s .

Antes de obtener una extensión analítica de esta parte de la función zeta
que nos permita tomar el límite de altas temperaturas, queremos ver cuál
es su contribución al límite am → ∞ a temperatura cero, para saber si es
necesario modificar la prescripción de renormalización que usamos para la
esfera y, en todo caso, qué nuevos contratérminos, si los hubiera, habría que
tener en cuenta. Para eso comenzamos escribiendo en cada uno de los términos
entre llaves la potencia de la cantidad entre corchetes en la representación del
tiempo propio de Schwinger, y luego utilizamos la inversión de Poisson de la
suma sobre l, de la que nos interesa solamente el término l = 0, puesto que
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en la acción efectiva los demás términos se anulan en el límite β/a→∞ para
cualquier valor de la masa. Este término puede ser escrito en la forma

δζ l=0
2q+1(s) =− 2

√
π

Γ(s− 1
2)

Γ(s)

(
µa

p

)2s ∞∑
n=0

q∑
r=1

r

(n+ 2r
p

)(n+ 2r
p

)2
+
(
am

p

)2
 1

2−s

−
(
n+ 1− 2r

p

)(n+ 1− 2r
p

)2
+
(
am

p

)2
 1

2−s
 . (5.22)

Podemos ahora reescribir cada uno de los términos como una derivada de modo
de absorber los factores fuera de los corchetes y hacer el cambio de índice
n+ 1→ −n en la suma del segundo término para obtener la expresión

δζ l=0
2q+1(s) =

√
π

Γ(s− 3
2)

Γ(s)

(
µa

p

)2s∑
n∈Z

q∑
r=1

r
d

dα

(n+ 2r
p

+ α
)2

+
(
am

p

)2
 3

2−s
∣∣∣∣∣∣∣
α=0

que, si utilizamos la representación del tiempo propio de Schwinger para la
potencia entre corchetes y una inversión de Poisson de la suma sobre n, se
reduce a

δζ l=0
2q+1(s) = 8(am)2

p2Γ(s)

(
πµ2

pm2

)s ∞∑
n=1

1
n1−s

q∑
r=1

r sen(4πnr/p)K2−s(2πamn/p) .

De aquí vemos que en la derivada con respecto a s todos los términos tienen una
función de Bessel K2 de argumento proporcional a am, de modo que la acción
efectiva se anula exponencialmente cuando am → ∞, no siendo necesaria
entonces la adición de ningún contratérmino adicional a los correspondientes a
la prescripción de renormalización utilizada en el caso de la esfera.

Volvemos ahora a la expresión (5.21) para obtener su desarrollo a altas
temperaturas. Otra vez, es posible verificar que los términos con l 6= 0 se
anulan exponencialmente en el límite a/β → ∞ para cualquier valor de la
masa, por lo que sólo calcularemos el término l = 0, que puede escribirse

δζ l=0
2q+1(s) = 1

s− 1

(
µa

p

)2s∑
n∈Z

q∑
r=1

r
d

dα

(n+ 2r
p

+ α
)2

+
(
am

p

)2
−s+1

∣∣∣∣∣∣∣
α=0

.

Para obtener una extensión analítica de esta expresión a partir de la cual
se pueda calcular su derivada en s = 0 usamos, como ya es costumbre, la
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representación del tiempo propio de Schwinger y la inversión de la suma sobre
n, lo que da

δζ l=0
2q+1(s) = −8

Γ(s)

(
am

p

)3
2
(
πµ2a

pm

)s q∑
r=1

r
∞∑
n=1

ns−
1
2 sen(4πrn/p)K 3

2−s
(2πamn/p) .

Usando ahora la expresión de la función de Bessel K 3
2
(x) en términos de la

exponencial e−x podemos ver que la contribución de este término a la acción
efectiva resulta

δΓl=0
S3/Zp=2q+1 = 1

π

q∑
r=1

r
∞∑
n=1

1
n2

(
2πamn
p

+ 1
)

sen (4πrn/p)e−2πamn/p . (5.23)

De este modo, la acción efectiva sobre el espacio lente de orden impar S3/Zp=2q+1

puede obtenerse, según la ecuación (5.20) y a menos de términos que se anulan
exponencialmente a altas temperaturas, sumando a esta contribución la acción
efectiva (5.17) sobre la esfera dividida por el orden p = 2q+ 1 del grupo cíclico
correspondiente al espacio lente considerado.

5.3.2 Espacios lente de orden par

Estudiaremos ahora las acciones efectivas sobre los espacios lente corres-
pondientes a grupos cíclicos de orden par. Al igual que en el caso no masivo,
comenzamos considerando el caso más simple del espacio proyectivo S3/Z2, para
el que las degeneraciones son las mismas que en la esfera para los autovalores
de índice impar, y son nulas para los autovalores de índice par. Como en aquel
caso, la función zeta puede escribirse en términos de la función zeta del mismo
operador sobre la esfera:

ζS3/Z2(s) = µ2s∑
l∈Z


∞∑
k=1

k2

(k
a

)2

+m2 +
(

2πl
β

)2
−s

−
∞∑
k=1

(2k)2

(2k
a

)2

+m2 +
(

2πl
β

)2
−s

= ζS3(s; β, a,m)− 22−2sζS3(s; 2β, a,m/2) , (5.24)

de donde resulta para la acción efectiva la combinación

ΓS3/Z2(β, a,m) = ΓS3(β, a,m)− 4ΓS3(2β, a,m/2) . (5.25)
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Vemos entonces que es posible obtener expresiones para la acción efectiva
sobre este espacio que permitan tomar los diferentes límites de temperaturas y
masas a partir de las correspondientes expresiones obtenidas anteriormente
para la esfera. En particular, la prescripción de renormalización para esta
acción efectiva puede obtenerse también de la correspondiente a la esfera.

Nos ocuparemos ahora de los restantes espacios lente correspondientes
a grupos cíclicos de orden par. Comenzamos usando la expresión (4.42) de
las degeneraciones para obtener, similarmente a lo que sucedía en el caso no
masivo, la expresión

ζS3/Z2q(s) = 1
q
ζS3/Z2(s) + δζ2q(s), (5.26)

donde ahora

δζ2q(s) = µ2s
∞∑
n=0

q−1∑
r=0

(
q − r − 1

q
− r

q

)
(2nq + 2r + 1) (5.27)

×
∑
l∈Z

(2nq + 2r + 1
a

)2
+m2 +

(
2πl
β

)2
−s .

Redefiniendo q − r − 1→ r en el primer término del primer factor entre
paréntesis y extrayendo de manera conveniente algunos factores, podemos
escribir

δζ2q(s) = 2q
(
µa

2q

)2s∑
l∈Z

∞∑
n=0


q−1∑
r=0

r

q

(
n+ 1− 2r+1

2q

)
(5.28)

×

(n+ 1− 2r+1
2q

)2
+
(
am

2q

)2

+
(

2πal
2qβ

)2
−s

−
q−1∑
r=0

r

q

(
n+ 2r+1

2q

) (n+ 2r+1
2q

)2
+
(
am

2q

)2

+
(

2πal
2qβ

)2
−s .

Como en el caso de los espacios lente de orden impar, es posible mostrar
que esta parte de la función zeta se anula para am → ∞ en el límite de
temperatura cero; al igual que en aquel caso, consideremos la expresión anterior
luego de la inversión de la suma sobre l de la cantidad entre llaves escrita
en la representación del tiempo propio de Schwinger: los términos con l 6= 0
se anulan exponencialmente en el límite β/a → ∞ de bajas temperaturas
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cualquiera sea el valor de la masa, mientras que el término l = 0 puede ser
escrito como

δζ l=0
2q (s) =

√
π

Γ(s− 1
2)

Γ(s)

(
µa

2q

)2s∑
n∈Z

q−1∑
r=1

r
d

dα

(n+ 2r+1
2q + α

)2
+
(
am

2q

)2
 1

2−s
∣∣∣∣∣∣∣
α=0

.

Otra vez, luego de una inversión de Poisson de la suma sobre n una vez escrita
la potencia en la representación del tiempo propio de Schwinger, tenemos

δζ l=0
2q (s) = 2πam

Γ(s)

(
πaµ2

2qm

)s q−1∑
r=1

r
∞∑
n=1

ns sen
(
2πn2r+1

2q

)
K1−s(πamn/q) ,

de donde vemos, como esperábamos, que la acción efectiva a temperatura cero
se anula exponencialmente en el límite am→∞.

Volviendo a la expresión (5.28), podemos ver que la contribución a la acción
efectiva de los términos con l 6= 0 es proporcional a exp(−a/β), anulándose en
el límite de altas temperaturas. El término l = 0 puede escribirse

δζ l=0
2q (s) = 2

s− 1

(
µa

2q

)2s∑
n∈Z

q−1∑
r=1

r
d

dα

(n+ 2r+1
2q + α

)2
+
(
am

2q

)2
−s+1

∣∣∣∣∣∣∣
α=0

.

Usando una vez más la representación del tiempo propio de Schwinger para
la potencia entre corchetes y la inversión de Poisson de la suma sobre n
obtenemos

δζ l=0
2q (s) = −8

Γ(s)

(
am

2q

)3
2
(
πµ2a

2qm

)s q−1∑
r=1

r
∞∑
n=1

ns−
1
2 sen

(
2πn2r+1

2q

)
K 3

2−s
(πamn/q) ,

que contribuye a la acción efectiva como

δΓl=0
S3/Z2q = 1

π

q−1∑
r=1

r
∞∑
n=1

1
n2

(
2πamn

2q + 1
)

sen
(
2πn2r+1

2q

)
e−πamn/q . (5.29)

La acción efectiva sobre el espacio lente de orden par S3/Z2q puede obte-
nerse entonces —excepto términos que se anulan exponencialmente a altas
temperaturas— a partir de la ecuación (5.26), sumando la contribución δΓl=0

S3/Z2q

y la acción efectiva (5.25) sobre el espacio proyectivo dividida por la mitad q

del orden del grupo cíclico correspondiente.
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5.3.3 Espacios prisma

Para calcular las acciones efectivas sobre espacios prisma en el límite de altas
temperaturas, comenzamos usando la expresión (4.50) para las degeneraciones
de los autovalores de laplaciano sobre estos espacios, con la que la función zeta
puede escribirse como

ζS3/D∗p(s) = 1
2ζS

3/Z2p(s) + δζ(s) , (5.30)

donde

δζ(s) = µ2s

2
∑
l∈Z

∞∑
k=0

[
(4k + 1)λ−sl,4k+1 − (4k + 3)λ−sl,4k+3

]
,

que puede escribirse, redefiniendo el índice k → −k − 1 en la segunda suma,
como

δζ(s) = (µa)2s

4(−s+ 1)
∑
k,l∈Z

d

dα

(2πal
β

)2

+ (am)2 + (4k + 1)2

−s+1
∣∣∣∣∣∣∣
α=1

. (5.31)

Nuevamente, podemos ver que esta parte de la zeta da una contribución a
la acción efectiva que se anula para temperatura cero en el límite am→∞:
para ello comenzamos escribiendo como en los demás casos la potencia entre
corchetes en la representación del tiempo propio de Schwinger e invertimos la
suma sobre l, con lo que vemos inmediatamente que los términos con l 6= 0 se
anulan exponencialmente en el límite de bajas temperaturas, mientras que el
término l = 0 queda escrito en la forma

δζ l=0(s) = −2(am)2

Γ(s)

(
πµ2a

4m

)s ∞∑
k=1

1
k1−s sen(πk/2)K2−s(πamk/2) , (5.32)

de donde se observa que en la acción efectiva la contribución de δζ se anula
para am→∞. Esto quiere decir que la renormalización de la acción efectiva
sobre el espacio prisma S3/D∗p se efectúa sustrayendo a la acción original la
mitad del término que sustrajimos al renormalizar la acción efectiva sobre el
espacio lente S3/Z2p.

Para obtener un desarrollo de la acción efectiva a altas temperaturas,
volvemos a la expresión (5.31) e invertimos la suma sobre k, obteniendo una
vez más una parte l 6= 0 que contribuye a la acción efectiva como términos
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que se anulan exponencialmente con la temperatura, y una parte l = 0 que se
escribe

δζ l=0(s) = π
3
2 (µa)2s

16Γ(s)

∞∑
k=1

k sen(πk/2)
(4am
πk

)3
2−s

K 3
2−s

(πamk/2) .

La contribución de este último término a la acción efectiva resulta

δΓl=0
S3/D∗p

= − 1
π

∞∑
k=1

sen(πk/2)
(

1 + πamk

2

)
e−πamk/2 , (5.33)

y la acción efectiva completa se obtiene de la expresión (5.30) usando los
resultados del apartado anterior.

5.3.4 Espacios poliédricos
En los espacios restantes usamos, como en el caso no masivo, las descom-

posiciones (4.59), con lo que la acción efectiva puede obtenerse en cada caso
como la correspondiente combinación de acciones efectivas sobre espacios lente
pares. Como las expresiones no aportan información sustancial, para ahorrar
espacio no las mostraremos explícitamente, aunque en lo que analizaremos las
correspondientes cantidades termodinámicas.

5.4 Acciones efectivas en el límite de bajas
temperaturas

En cuanto a los desarrollos a bajas temperaturas de las distintas acciones
efectivas, un cálculo similar al de la sección 4.3 da como resultado en todos los
casos la expresión general

Γ = βE
(H)
0 +

∞∑
k=1

d
(H)
k log(1− e−β

√
λ2
k
+m2) , (5.34)

donde, como en aquella sección, λ2
k = (k/a)2 son los autovalores del laplaciano

cambiado de signo sobre la esfera y d
(H)
k las correspondientes degeneraciones

sobre el espacio esférico S3/H, y donde E(H)
0 es la extensión al caso masivo de

la energía de vacío definida en (4.63).
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5.5 Propiedades termodinámicas
Como hicimos para el campo sin masa, analizaremos ahora las propiedades

termodinámicas de la teoría en los límites de bajas y altas temperaturas. Al
igual que en aquel caso, daremos expresiones generales de la entropía en ambos
límites e ilustraremos los resultados más interesantes por medio de gráficos
numéricos.

A bajas temperaturas, la energía y la energía libre difieren en términos que
se anulan exponencialmente cuando β/a crece, por lo que la entropía se anula
exponencialmente y valen las observaciones que hicimos para el caso no masivo
en la sección 4.4. En efecto, la entropía puede escribirse como

SS3/H =
∞∑
k=1

d
(H)
k

 β
a

√
k2 + (am)2

e
β
a

√
k2+(am)2 − 1

− log
(

1− e−
β
a

√
k2+(am)2

) , (5.35)

de donde vemos que tiende a cero en ambos regímenes de masa cuando la
temperatura se anula.

En el límite de altas temperaturas, la entropía tiene la forma

SS3/H ∼
4π4

45|H|

(
a

β

)3

− π2

6|H|(am)2 a

β
+ S0,S3/H(am) , (5.36)

donde S0,S3/H contiene términos que dependen de la masa adimensionalizada
am, así como términos independientes de la masa y el tamaño del espacio, no
dependiendo en forma alguna de la temperatura. Esta parte de la entropía
es diferente para los distintos espacios, coincidiendo en el límite am→ 0 con
el término constante en la entropía que obtuvimos en el caso no masivo del
capítulo anterior. Observamos la presencia de términos extensivos de tipo
Stefan-Boltzmann, de los cuales el dominante es el mismo que aparecía en el
caso no masivo [65, 105]. El término subdominante tiene el signo opuesto al
dominante, lo que en el caso de la esfera está en acuerdo con los resultados
reportados en [112].

El término S0,S3/H(am), que por cuestiones de espacio no escribiremos ex-
plícitamente para los distintos espacios, depende de la masa adimensionalizada
de forma diferente para los distintos espacios; ilustramos esto mostrando en
la figura 5.1 gráficos de su valor para distintos valores de la masa en el caso
de los espacios lente de orden más bajo. Allí podemos ver que la dependencia
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con el orden del espacio tiene una forma muy diferente según el valor de la
masa. Una exploración numérica sencilla muestra que rápidamente se alcanza
la “forma asintótica”: para am = 10 el gráfico tiene la misma forma que para
valores mayores de la masa.
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Figura 5.1: Parte independiente de la temperatura de la entropía sobre espacios
lente como función del orden del grupo para distintos valores de ma.

Con el objetivo de estudiar la diferencia en la dependencia con la masa
en los distintos espacios, exploramos la forma del término constante en el
desarrollo de la entropía a altas temperaturas en función de la masa para
algunos espacios lente. En la figura 5.2 pueden verse tales gráficos, de los que se
observa que a medida que el orden del espacio lente crece la forma de la curva
se parece menos a la de la esfera. En todos los casos, el término constante en
la entropía diverge en el límite am→∞.

En el capítulo siguiente analizaremos en más detalle la dependencia del
término S0,S3/H con la masa. En particular, veremos que es posible definir a
partir de él una cantidad que comparte algunas propiedades con las cantidades
involucradas en los teoremas C.
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Figura 5.2: Parte constante en el límite de altas temperaturas de la entropía en
función de la masa adimensionalizada para distintos espacios lente.
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6La entropía de holonomía

“Contrariwise,” continued Tweedledee, “if it
was so, it might be; and if it were so, it would
be: but as it isn’t, it ain’t. That’s logic.”

— L. Carroll, Through the looking-glass,
and what Alice found there

En este capítulo describiremos la propuesta de una cantidad C en tres
dimensiones que se construye a partir de la entropía sobre espacios esféricos que
calculamos anteriormente. Comenzamos con un resumen del estado del arte en
lo referido a los teoremas C en Teoría Cuántica de Campos, que esperamos
sirva también como motivación para nuestra contribución.

6.1 Teoremas C en Teoría Cuántica de
Campos

El grupo de renormalización describe cómo cambian con la escala las
teorías cuánticas de campos. Típicamente, al mover la escala de la teoría entre
altas (en el ultravioleta) y bajas energías (en el infrarrojo) la teoría se mueve
entre dos teorías de campos invariantes de escala,1 siendo ambas puntos fijos
del flujo. Este cambio de escalas puede ser pensado como un cambio en el
número de grados de libertad de la teoría: en el esquema de Wilson del grupo
de renormalización [147], el flujo de altas a bajas energías corresponde a la
transformación de la teoría en una teoría efectiva que no contiene los grados
de libertad de altas energías. En efecto, desde el punto de vista de la integral
funcional [121], la funcional generatriz puede pensarse como función de una
escala de energías —un cutoff—, de modo que la integración funcional se hace
sobre las componentes de Fourier de los campos con impulso menor que este
valor. Al haber menos configuraciones posibles, el resultado de este proceso

1 Bajo las suposiciones de unitariedad e invarianza de Poincaré, se espera que dichas teorías
sean conformes [116], lo cual está garantizado en dos dimensiones [122].
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puede interpretarse como una teoría efectiva con menos grados de libertad que
la original.

De manera quizás más intuitiva, el proceso puede entenderse en términos
de una escala de longitudes: dada una teoría con una longitud característica,
digamos la distancia entre átomos en una red periódica, podemos hacer una
descripción del sistema en la que consideramos el promedio sobre grupos
de átomos cercanos, sin incluir la estructura interna de esos grupos; esta
descripción corresponderá a una teoría con una longitud característica mayor,
y repitiendo este proceso de coarse-graining estaremos recorriendo el flujo hacia
el infrarrojo del grupo de renormalización.

En ambos casos, el proceso involucra a teorías intermedias cuyas cons-
tantes de acoplamiento dependen de la escala. Si pensamos en un espacio
de hamiltonianos posibles —en el que las coordenadas son las constantes de
acoplamiento—, la variación de la escala se corresponde con un flujo en ese
espacio. En los extremos de las líneas de flujo tendremos teorías invariantes de
escala: los ya mencionados puntos fijos del flujo.

Un problema de larga data en Teoría Cuántica de Campos es el de definir
una medida del número de grados de libertad de las teorías que sea consistente
con este esquema. En particular, se espera que la cantidad que mida los grados
de libertad decrezca con el flujo entre el ultravioleta y el infrarrojo del grupo de
renormalización y sea estacionaria2 en los puntos fijos del flujo. Si tal cantidad
existe, el flujo del grupo de renormalización puede pensarse como un proceso
irreversible entre ambos puntos fijos. En el año 1986, Alexander Zamolodchikov
[152] obtuvo una función con estas propiedades para cualquier teoría relativista
—esto es, invariante de Poincaré— y unitaria3 en dos dimensiones, a partir de
las funciones de dos puntos del tensor de energía-impulso Tµν . En particular,
esa función, a la que llamó c, es mayor en el punto fijo ultravioleta que en el
infrarrojo: cUV − cIR > 0. En estos puntos, esta función puede relacionarse
con propiedades de la teoría conforme correspondiente: por un lado, coincide
con la carga central de dicha teoría, y por otro lado resulta proporcional al
valor de la anomalía de traza (esto es, el valor de expectación de la traza del

2 En el sentido de que no cambie cuando la teoría es perturbada por un operador relevante.
3 Estrictamente hablando, la prueba de Zamolodchikov utiliza la propiedad de positividad
de la teoría, para lo cual es suficiente pero no necesaria su unitariedad.
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tensor de energía-impulso, que en espacios curvos no se anula, aunque la teoría
clásica sea conforme),

〈T µ
µ 〉 = −cR12 , (6.1)

donde R es la curvatura escalar de la variedad sobre la que está definida la
teoría.

Este teorema tiene importantes aplicaciones en Teoría Cuántica de Campos,
dado que al imponer restricciones bastante generales sobre los flujos del grupo
de renormalización —los flujos sólo pueden conectar teorías conformes si la
teoría en el ultravioleta tiene carga central mayor que la teoría en el infrarrojo—
proporciona un mapa del espacio de teorías posibles en dos dimensiones, en el
que por ejemplo no puede haber curvas cerradas. Esto aporta información de
la relación entre diferentes teorías conformes, permitiendo ordenar las teorías
según clases de universalidad [33], y puede ser usado fuera de los puntos fijos
para obtener información acerca de la dependencia de escala del modelo como
en [94].

Como la prueba del teorema requiere propiedades muy generales de la teoría
como la existencia de un tensor de energía-impulso conservado, la anomalía de
traza, la invarianza de Poincaré y la unitariedad, de inmediato se buscó una
generalización a teorías en más dimensiones. La extensión no necesariamente
sería directa, puesto que por ejemplo en el caso bidimensional el grupo conforme
tiene dimensión infinita, lo que no ocurre en dimensiones más altas. Dos años
después del trabajo fundacional, John Cardy [34] propuso una versión más
débil del teorema para teorías en cuatro dimensiones; en ese caso, hay dos
invariantes de Weyl locales que contribuyen a la anomalía de traza4 —el tensor
de Weyl Wµνρσ y la densidad de Euler E4

5—:

〈T µ
µ 〉 = cWµνρσW

µνρσ − aE4 . (6.2)

4 Un término proporcional a �R es también posible, pero puede ser eliminado por medio
de la introducción de un contratérmino local en la acción [49].

5 En las convenciones de (6.2) resulta

W 2 = 1
16π2

(
RµνρσRµνρσ − 2RµνRµν + 1

3R
2
)
,

E4 = 1
16π2

(
RµνρσRµνρσ − 4RµνRµν +R2) .
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Observando que en dos dimensiones el coeficiente c puede obtenerse también
por medio de la integral en todo el espacio de 〈T µ

µ 〉, y que un cálculo similar en
cuatro dimensiones da el coeficiente a de la anomalía conforme, Cardy estudió el
comportamiento de dicho coeficiente bajo el flujo del grupo de renormalización,
encontrando que al orden más bajo en teoría de perturbaciones (para algunas
trayectorias del grupo de renormalización) se verifica la desigualdad aUV −
aIR > 0. Este “teorema a” fue testeado en numerosos ejemplos [5, 6, 120],
y fue probado décadas más tarde [102], encontrándose además una función
interpolante entre los valores aUV y aIR (véase también [103, 111]). En cuanto
al coeficiente c en (6.2), rápidamente se encontraron teorías en las cuales no
tiene el comportamiento esperado [6, 33].

En general, en dimensión d par la anomalía de traza tiene la forma [49]

〈T µ
µ 〉 =

∑
i

ciIi − (−1)d/2aEd , (6.3)

donde Ed es la densidad de Euler y los Ii son invariantes de Weyl. La prueba
del teorema a puede extenderse en principio al coeficiente a en dimensión par
arbitraria [68, 69].

En dimensión impar la simetría conforme no es anómala, por lo que la
traza del tensor de energía-impulso se anula en los puntos fijos del flujo del
grupo de renormalización. Esto impide la extensión obvia de la propuesta
de Cardy a dimensiones impares. Sin embargo, volviendo a dimensión par,
el coeficiente a puede obtenerse también como la parte logarítmica (que es
universal, en el sentido de que no depende de la regularización) de la energía
libre F = − logZSd de la teoría conforme sobre la esfera de radio r como [34]

a = (−1)d/2
d

dF

d log r . (6.4)

Además, este término coincide con el término universal en la entropía de
entrelazamiento del estado fundamental de la teoría entre la esfera Sd−2 en d
dimensiones y su complemento [40], lo que sugiere la posibilidad de considerar
la misma cantidad en dimensión impar —en ese caso, no habiendo término
logarítmico, el término equivalente en la energía libre es el constante—.
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En [73, 78] se estudiaron flujos del grupo de renormalización en el contexto
de la correspondencia AdS/CFT, encontrando para ciertas6 teorías duales a la
gravedad de Einstein acoplada a campos de materia en dimensión d arbitraria
cantidades que satisfacen la versión débil del teorema C —esto es, que son
mayores en el punto fijo ultravioleta que en el infrarrojo— y que en dichos
puntos fijos coinciden con el ya mencionado coeficiente a. No obstante, en este
tipo de teorías las cargas centrales son muy particulares: en el caso d = 4,
por ejemplo, en todas ellas el coeficiente a de la anomalía conforme coincide
con el c. Buscando una formulación que distinguiera el coeficiente a en toda
dimensión, en [114, 115] se estudiaron teorías con duales holográficos más
generales,7 encontrando cantidades a∗d con la propiedad deseada. Para teorías
en dimensión par, estas cantidades coinciden con el correspondiente coeficiente
a, lo que sugirió una extensión de los teoremas C ya conocidos al caso impar:
la cantidad relevante en el caso conforme que puede ser calculada en cualquier
dimensión resulta ser el término universal en la entropía de entrelazamiento
entre dos mitades de la esfera Sd−1 —separadas por un “círculo máximo”
Sd−2— en la teoría sobre R× Sd−1 [118, 125]. En este caso, el flujo del grupo
de renormalización se implementa usando como escala el radio de la esfera.

Además de la observación de que el coeficiente a de la anomalía conforme
puede obtenerse de la función de partición euclídea sobre la esfera, hay otra
propiedad que sugiere a la función de partición en esferas como la cantidad
a considerar en el caso tridimensional. Antes de que se probara el teorema
a, dentro de la evidencia a favor del mismo se encontró el llamado principio
de maximización de a [89]: para teorías supersimétricas, a está determinado
por las correspondientes cargas U(1)R, y se encontró evidencia de que esa
simetría maximiza localmente el coeficiente a. En [91] se propuso un análogo
tridimensional al principio de maximización de a, que se estudió para teorías
superconformes N = 2, en el que la cantidad relevante es justamente F . Con
estas propiedades, un grupo de investigadores propuso [92] en tres dimensiones
el llamado “teorema F”, en el que la cantidad que es más grande en el
ultravioleta que en el infrarrojo es el término constante F en la acción efectiva de
la correspondiente teoría conforme sobre la esfera. Esta conjetura corresponde,

6 La monotonicidad de las cantidades C en este caso se prueba suponiendo que el sector de
materia satisface la null energy condition (condición de energía para vectores tipo luz).

7 Más específicamente, las teorías en cuestión tienen dual gravitatorio “cuasi-topológico”
—en el que la acción de gravedad incluye, además de la parte de Einstein, términos
que involucran el cuadrado y el cubo de la curvatura escalar— [113, 119]. Además, los
parámetros de la acción gravitatoria se eligen de modo que las correspondientes teorías
conformes no involucren operadores no unitarios, y se supone como en los trabajos previos
que la acción de materia satisface la null energy condition.
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otra vez, a una formulación “débil” del teorema C, dado que no involucra
ninguna propiedad de las teorías intermedias del flujo entre las dos teorías
conformes en cuestión.

En [37], Horacio Casini y Marina Huerta dieron una demostración alter-
nativa del teorema c en dos dimensiones en el cual la cantidad relevante es
justamente la parte universal de la entropía de entrelazamiento en círculos; la
prueba es válida para cualquier teoría relativista unitaria y utiliza únicamente
las propiedades de la entropía de entrelazamiento. En los puntos fijos del
flujo del grupo de renormalización dicha cantidad es proporcional a la carga
central de la correspondiente teoría conforme.8 Con algunos cuidados y detalles
técnicos adicionales, la prueba puede extenderse a tres dimensiones [39], lo que
se completa con la observación de que este término en la entropía de entrelaza-
miento de la teoría tridimensional coincide, en el caso de teorías conformes,
con el término constante en la acción efectiva de la teoría sobre la esfera [109],
en la prueba del teorema F . Hay que hacer aquí alguna salvedad, puesto que
en el flujo de masa de campos libres F diverge en el punto fijo infrarrojo,
y la sustracción de la divergencia afecta el cambio de F en el ultravioleta;
estudiaremos este problema con algo más de detalle en el apartado siguiente.
Desde un punto de vista filosófico, el hecho de que los teoremas C involucren a
la entropía de entrelazamiento es en sí mismo interesante, puesto que permite
un paralelo con la teoría clásica —en la que la entropía de Shannon mide la
falta de información que se tiene de un sistema dado—, y porque la idea de
pérdida de información a lo largo del flujo del grupo de renormalización se
asemeja a la operación de traza sobre configuraciones de los campos mediante
la que se define la entropía de von Neumann.

Llegados a este punto podríamos pensar que el problema en tres dimensiones
está agotado. Sin embargo, quedan cuestiones por entender. En particular,
notemos que si bien da una función interpolante entre las teorías conformes
en los extremos del flujo, esta prueba del teorema F no involucra ningún
cálculo explícito en las teorías de campos intermedias; esto es, no tenemos
una cantidad, como la que había en la propuesta de Zamolodchikov en dos
dimensiones, de la que podamos conocer el valor a lo largo de todo el flujo.
Por otra parte, para el caso de teorías conformes, la teoría en el espacio plano
puede mapearse a la esfera para calcular allí su valor de F , pero en las teorías
intermedias no hay una prescripción definida para el mapeo a la esfera. Los

8 Si bien el valor en los puntos conformes de las cantidades c de Zamolodchikov y Casini-
Huerta es el mismo, las funciones interpolantes son diferentes [36].
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autores de [98] estudiaron la posibilidad de definir la función interpolante
entre los valores conformes como la energía libre de la teoría sobre la esfera
para flujos de masa de campos escalares y de Dirac libres, encontrando que la
función diverge en el límite de masa infinita, por lo que es necesario considerar
alguna modificación de la misma. La posibilidad que sugieren es la sustracción
manual de los términos divergentes, que son funciones no constantes de la
masa. En el artículo [21] analizamos cómo esa propuesta afecta la estabilidad
en los puntos fijos, y qué otras funciones interpolantes pueden considerarse.
No expondremos aquí en detalle los cálculos en dicho artículo, pero hacemos a
continuación un resumen de los resultados.

6.1.1 Una cantidad C para teorías en la esfera
tridimensional

Como resumen de los requisitos para una cantidad C, que nos permitirá
también introducir algo de notación, supongamos, en la representación de
Wilson del grupo de renormalización, que hemos integrado funcionalmente las
configuraciones del campo con impulso mayor a µ y tenemos entonces una teoría
efectiva a esa escala, y llamemos gi(µ) a las constantes de acoplamiento de dicha
teoría. Moviendo la escala µ realizamos el flujo del grupo de renormalización
como un flujo en el espacio de parámetros gi. Si parametrizamos el flujo con la
cantidad t = −logµ, que crece hacia el infrarrojo, vemos que éste está generado
por el vector

dgi

dt
= −µdg

i(µ)
dµ

=: −βi(g(µ)) ,

donde β depende de µ sólo a través de las constantes de acoplamiento. En
otras palabras, el flujo del grupo de renormalización es un movimiento de un
solo parámetro en el espacio de las constantes de acoplamiento renormalizadas
de la teoría, en el que las velocidades son las funciones beta:

∂

∂t
= −βi(g) ∂

∂gi
. (6.5)

Además, estos flujos tienen puntos fijos, en los cuales la función beta se
anula. Allí, las constantes de acoplamiento no dependen de la escala; dicho
de otro modo, en esos puntos la teoría es invariante de escala, y bajo ciertas
condiciones corresponde a una teoría conforme.
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Recapitulando las formulaciones de teoremas C en distintas dimensiones,
observamos diferentes niveles de profundidad en las propiedades exigibles a las
cantidades involucradas [18]:

1. Como condición más débil, podemos pensar en una cantidad que cuente
grados de libertad en teorías conformes conectadas por una trayectoria
del grupo de renormalización; en ese caso, buscaremos una cantidad
C ≥ 0 con CIR < CUV .

2. Por otra parte, podemos buscar una función que interpole monótonamente
entre sus valores en los puntos conformes, que dé una medida de los grados
de libertad de todas las teorías intermedias: si g(t) denota colectivamente
a las constantes de acoplamiento de la teoría como funciones de una escala
t que controla el flujo hacia el infrarrojo del grupo de renormalización,
querremos entonces una función C tal que

Ċ(g(t)) = −βi(g) ∂
∂gi

C(g(t)) ≤ 0 , (6.6)

con Ċ = 0 si y sólo si la teoría es conforme.

3. Finalmente, podríamos imponer la condición más restrictiva

Ċ(g(t)) = −Gij(g)βi(g)βj(g) , (6.7)

con Gij una métrica —definida positiva— en el espacio de constantes de
acoplamiento, y Ċ = 0 si y sólo si la teoría es conforme.

Siguiendo la idea al final de [98], en [21] estudiamos el flujo de masa
de campos escalares y de Dirac libres sobre la esfera tridimensional, con el
objetivo de analizar el comportamiento bajo dicho flujo de algunos posibles
candidatos a cantidades C que conecten los valores de F en las teorías conformes
correspondientes a los puntos fijos ultravioleta (el campo sin masa) e infrarrojo
(en el límite de masa infinita).

Comenzamos estudiando la acción efectiva de la correspondiente teoría
sobre la esfera. Encontramos, en coincidencia con [55, 98], que para el campo
de Dirac dicha acción efectiva satisface la primera parte de la condición 2,
pero su derivada con respecto a la constante de acoplamiento no se anula en el
punto fijo ultravioleta. Para el campo escalar, en cambio, posee una divergencia
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en el infrarrojo que al ser renormalizada o bien conduce a una contribución
imaginaria en el punto fijo ultravioleta o bien resulta en una función que no
es monótona, que toma valores negativos y cuya derivada con respecto a la
constante de acoplamiento en el punto fijo ultravioleta es infinita.

Como ya hemos mencionado, otra cantidad que coincide con F en el punto
fijo ultravioleta es la parte finita —cambiada de signo— de la entropía de
entrelazamiento entre un círculo y su complemento, que puede ser obtenida
como límite de las entropías de Rényi Sq [38, 86]:

Sent = ĺım
q→1

Sq := ĺım
q→1

qΓS3 − ΓqS3

1− q , (6.8)

donde ΓqS3 es la acción efectiva sobre el cubrimiento de orden q de la esfera.9

Analizando esta cantidad para teorías libres masivas encontramos un compor-
tamiento similar al de la acción efectiva. Consideramos entonces una variante
de esta cantidad: la entropía de entrelazamiento renormalizada [39, 109]

Sren = am
dSent

d(am) − Sent , (6.9)

y vimos que en el caso de Dirac satisface la condición 2, pero que en el
caso escalar no es una función monótona de la masa, y toma además valores
negativos, como se vio también en [20].

Finalmente, consideramos la modificación de la acción efectiva

F̃ = Γ− n

3 g
dΓ
dg

, (6.10)

donde n es el orden del operador de fluctuaciones cuánticas de la teoría y g
la constante de acoplamiento relevante, y encontramos que en ambos casos
es una función positiva y monótonamente decreciente a lo largo del flujo,
pero su derivada con respecto a la constante de acoplamiento en el punto fijo
ultravioleta no se anula. Invitamos al lector interesado en explorar los detalles
de este problema a consultar el artículo [21].

9 Esta acción efectiva se calcula para valores enteros de q y luego se extiende analíticamente
a la recta real [29, 84].
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6.1.2 La entropía topológica
En el capítulo 4, cuando estudiamos las propiedades termodinámicas de

una teoría escalar sin masa acoplada conformemente a la métrica de distintos
espacios esféricos, encontramos que es posible definir a partir de la entropía de
dicha teoría una cantidad que llamamos entropía topológica, que es positiva
en todos los casos, y que no depende de la temperatura ni del volumen del
espacio. Dicha cantidad puede obtenerse directamente de las acciones efectivas
de la teoría sobre la parte espacial del espacio esférico correspondiente y sobre
la esfera. Ahora bien; la teoría sin masa es el punto fijo ultravioleta en el flujo
de masa de la teoría masiva, cuyo punto fijo infrarrojo corresponde al límite
de masa infinita, donde la acción efectiva —y por lo tanto también la entropía
topológica— se anula en todos los espacios. De este modo, los resultados que
obtuvimos en los capítulos anteriores implican que para dicho flujo de masa
del campo escalar sobre los distintos espacios esféricos, la entropía topológica
satisface la condición 1 —que es, como ya hemos dicho, la condición más débil
que debe exigirse a una cantidad para que pueda considerarse en algún sentido
como una medida de los grados de libertad de la teoría—.

Inspirándonos en esta observación, analizaremos a continuación las propie-
dades de dicha cantidad a lo largo de todo el flujo de masa. Para eso usaremos
los cálculos del capítulo 5 para el caso masivo. En las teorías intermedias la
cantidad correspondiente dependerá no sólo de la topología del espacio sino
también de la masa adimensionalizada am, y entonces cambiaremos su nombre
por el de entropía de holonomía:

Shol,S3/H := ĺım
β→0

[
SS3/H (am, β/a)− 1

|H|
SS3 (am, β/a)

]
. (6.11)

Como ya hemos mencionado, esta cantidad puede obtenerse a partir de las
acciones efectivas de la teoría en tres dimensiones sobre la esfera y el espacio
esférico correspondiente como

Shol,S3/H = 1
|H|

ΓS3 − ΓS3/H . (6.12)
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6.2 El campo escalar masivo

Calculamos entonces la entropía de holonomía (6.11) a partir de las expre-
siones para la entropía del campo escalar masivo sobre los distintos espacios
esféricos obtenidas en el capítulo 5 en el régimen en el que la temperatura es
la escala más grande. Los cálculos son directos: escribimos los resultados a
continuación.

Para los espacios lente de orden impar tenemos

Shol,S3/Z2q+1 = − 1
π

q∑
r=1

r
∞∑
n=1

1
n2

(
2πamn
2q + 1 + 1

)
sen

(
4πrn
2q + 1

)
e−

2πamn
2q+1 , (6.13)

mientras que para los espacios lente de orden par resulta

Shol,S3/Z2q =− 1
8π2q

∞∑
k=1

1
k3

[
1 + 2πamk + 1

2(2πamk)2
]
e−2πamk (6.14)

+ 1
π2q

∞∑
k=1

1
k3

[
1 + πmak + 1

2(πamk)2
]
e−πamk

− 1
π

q−1∑
r=1

r
∞∑
n=1

1
n2

(
2πamn

2q + 1
)

sen
(

2π2r + 1
2q n

)
e−

2πamn
2q .

En el caso de los espacios prisma, tenemos

Shol,S3/D∗p =1
2Shol,S3/Z2q + 1

π

∞∑
k=1

k impar

(−1)bk/2c
k2

(
1 + πamk

2

)
e−

πamk
2 . (6.15)

Finalmente, en los espacios poliédricos la entropía de holonomía se obtiene
como combinación de la misma cantidad en ciertos espacios lente de orden par,
de acuerdo a las expresiones (4.59).

Notamos en primer lugar que, como ilustramos en la figura 6.1, la depen-
dencia del valor de la entropía de holonomía con el orden del grupo para el
caso de los espacios lente es monótona independientemente del valor de la
masa. En este sentido, esta cantidad es mejor que el término constante en la
interpretación del orden del grupo como una especie de temperatura, como
habíamos mencionado al final del capítulo 4.
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Figura 6.1: Entropía de holonomía sobre espacios lente como función del orden del
grupo para distintos valores de ma.

Puede demostrarse que en todos los casos la entropía de holonomía es una
función decreciente de la masa: no haremos aquí la demostración analítica,
que no es complicada pero sí engorrosa, y que consideramos poco iluminadora;
en cambio, mostramos este comportamiento con gráficos numéricos de las
expresiones anteriores, en las figuras 6.2 y 6.3. De ellas podemos observar
además que la entropía de holonomía se anula en todos los casos en el límite
de masa infinita, lo cual está de acuerdo con el resultado que obtendríamos
para dicho límite usando las extensiones analíticas a la región de parámetros
en la que la masa es la escala más grande. Con esto vemos que se verifica
la condición 2, al menos parcialmente, puesto que la entropía de holonomía
satisface la ecuación (6.6). Sin embargo, esta condición no se cumple totalmente:
en efecto, un cálculo inmediato muestra que, si bien la derivada de la entropía
de holonomía con respecto a la masa adimensionalizada se anula en am = 0
para todos los espacios, su derivada con respecto a la constante de acoplamiento
(am)2 de la teoría es negativa. Ilustramos este comportamiento para los espacios
lente en la figura 6.4. De manera algo rebuscada, podríamos definir a partir de
la entropía de holonomía una nueva cantidad cuya derivada con respecto a la
constante de acoplamiento se anule en ambos puntos fijos considerando por
ejemplo la diferencia 2Shol(m′)− Shol(m), donde m′2 = m2/2.

Notamos que la entropía de holonomía es siempre positiva, lo cual es con-
secuencia de la subaditividad del término independiente de la temperatura en
el desarrollo a altas temperaturas. Digamos aquí que si, en cambio, considerá-
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Figura 6.2: Entropía de holonomía como función de la masa para los primeros
espacios lente. El corte con el eje vertical crece con el orden del grupo
de isotropía de la variedad.
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Figura 6.3: Entropía de holonomía como función de la masa para los primeros
espacios prisma (izquierda) y para los espacios poliédricos (derecha). En
ambos casos, el corte con el eje vertical crece con el orden del grupo de
isotropía de la variedad.
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Figura 6.4: Entropía de holonomía como función del cuadrado de la masa para los
primeros espacios lente. El corte con el eje vertical crece con el orden
del grupo de isotropía de la variedad.
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ramos por ejemplo la energía libre F sobre estos espacios, no tendríamos esa
propiedad [10]. Lo mismo sucede con la contribución topológica a la energía
de vacío [11, 58].

Habiendo mostrado que la entropía de holonomía posee un comportamiento
compatible con el teorema C para teorías escalares en tres dimensiones, tenemos
dos caminos a seguir. Por un lado, podemos preguntarnos acerca de su validez
como cantidad C en tres dimensiones en un contexto más general; en particular,
a falta de una prueba general, nos interesa examinar la propuesta en otras
teorías. Por otro lado, podemos estudiar el mismo flujo de masa de la teoría
escalar en dimensiones más altas. En ese caso podremos considerar el espacio
proyectivo Sd/Z2, que de todos los espacios esféricos es el único que puede
ser definido en todas las dimensiones. En lo que sigue abordaremos las dos
posibilidades.

6.3 Generalización a dimensiones mayores
Analizamos entonces la teoría escalar libre con masa sobre esferas en

dimensión arbitraria. En primer lugar haremos un comentario acerca de la
dimensión, que completaremos de alguna manera luego de calcular la entropía
de holonomía para el campo escalar masivo acoplado conformemente a la
métrica de la esfera tridimensional.

6.3.1 Un comentario acerca de la dimensión
Llegados a este punto, en el que estamos proponiendo a la entropía de

holonomía como una cantidad C en tres dimensiones, podemos objetar de
la propuesta el hecho de que la teoría original que consideramos tuviera en
realidad cuatro dimensiones —siendo en nuestro caso la cuarta dimensión
la que identificamos con la temperatura—. Para responder a la objeción,
digamos que las cantidades que nos interesan se obtienen del límite de altas
temperaturas de la función de partición, que resulta coincidir con la función
de partición de la teoría en tres dimensiones. Sin embargo, aún luego de esa
observación notamos que quedan rastros de la cuarta dimensión en el hecho
de que el acoplamiento conforme que consideramos sea el correspondiente a
la teoría en cuatro dimensiones. En lo que sigue calcularemos la entropía de
holonomía para campos en dimensión arbitraria con el acoplamiento conforme
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correspondiente a esa dimensión. Consideramos por separado y en primer lugar
el caso tridimensional.

6.3.2 Campo escalar masivo con acoplamiento
conforme en tres dimensiones

Consideremos un campo escalar con masa acoplado de manera conforme a
la métrica de la esfera tridimensional; de la acción clásica leemos el operador de
fluctuaciones cuánticas4+ 3/4a2 +m2, cuyos autovalores difieren de los que
ya habíamos considerado en una cantidad constante, manteniendo las mismas
degeneraciones. La función zeta se escribe

ζS3(s) = (µa)2s
∞∑
k=1

k2
[
k2 − 1

4 + (am)2
]−s

. (6.16)

Para obtener una extensión analítica de esta función zeta que nos permita
tomar la derivada con respecto a s en s = 0, usamos un desarrollo del binomio
de la potencia de la cantidad entre paréntesis para escribir

ζS3(s) = (µa)2s
∞∑
n=0

Γ(−s+ 1)
n! Γ(−s+ 1− n)

[
(am)2 − 1

4

]n
ζR(2s+ 2n− 2) , (6.17)

expresión que es válida siempre que |(am)2 − 1/4| < 1. Utilizando ahora la
identidad Γ(s)Γ(−s+ 1) = π/ sen πs podemos reescribir esta cantidad como

ζS3(s) = (µa)2s

Γ(s)

∞∑
n=0

(−1)n Γ(s+ n)
n!

[
(am)2 − 1

4

]n
ζR(2s+ 2n− 2) , (6.18)

de donde vemos que —como es bien conocido que sucede en dimensión impar—
la función zeta se anula en s = 0 y la acción efectiva resulta

ΓS3(am) = ζR(3)
4π2 + 1

2

∞∑
n=0

(−1)n
n+ 1

[
(am)2 − 1

4

]n+1
ζR(2n) . (6.19)

El comportamiento de esta acción efectiva con la masa está ilustrado en la
figura 6.5 que dejamos para el próximo apartado10. Su valor cuando la masa

10 Para obtener dicho comportamiento hemos utilizado otra extensión analítica de la función
zeta, que es válida para cualquier valor de la masa y además resulta más conveniente
para la evaluación numérica. Obtendremos esa expresión en el apartado que sigue.
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se anula puede calcularse fácilmente de la expresión (6.19): evaluando para
am = 0 obtenemos

ΓS3(0) = ζR(3)
4π2 −

1
8

∞∑
n=0

ζR(2n)
(n+ 1)22n , (6.20)

que podemos simplificar teniendo en cuenta que [140, página 318]

∞∑
n=1

ζR(2n)
(n+ 1)22n = 1

2 + log
(
B14

2

)
, (6.21)

con logB = ζR(3)/4π2 [139]. Luego

ΓS3(0) = −3ζR(3)
16π2 −

log 2
8 ≈ 0,0638 , (6.22)

que coincide con el valor reportado en [21, 98]. Por otra parte, el valor de la
derivada de la acción efectiva con respecto al cuadrado de la masa adimensio-
nalizada puede obtenerse también mediante la expresión encontrada:

dΓS3

d(am)2 = 1
2

∞∑
n=0

(−1)n
[
(am)2 − 1

4

]n
ζR(2n) , (6.23)

y usando la expresión [140, página 271]

∞∑
n=1

ζR(2n)
22n−1 = 1 (6.24)

puede verse que su valor a masa nula es cero. por otra parte, en el espacio
proyectivo S3/Z2 la función zeta es

ζS3/Z2(s) = (µa)2s
∞∑
k=1

k impar

k2
[
k2 − 1

4 + (am)2
]−s

, (6.25)

que puede reescribirse como

ζS3/Z2(s) = ζS3(s)− 41−s(µa)2s
∞∑
k=1

k2
[
k2 − 1

16 + (am)2

4

]−s
= ζS3(s)

∣∣∣
am
− 22−2sζS3(s)

∣∣∣
m̃
, (6.26)

donde 4m̃2 = (am)2 + 3/4. Como la de la esfera, esta función zeta se anula en
s = 0 y tenemos para la acción efectiva

ΓS3/Z2(am) = ΓS3(am)− 4ΓS3(m̃) . (6.27)
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La entropía de holonomía tiene entonces la expresión

Shol,S3/Z2(am) = 4ΓS3(m̃)− 1
2ΓS3(am) (6.28)

El comportamiento de la entropía de holonomía con el cuadrado de la masa
puede verse en la figura 6.6. El valor a masa cero de su derivada con respecto
al cuadrado de la masa adimensionalizada no se anula; en efecto,

d

d(am)2Shol,S3/Z2(am) = d

dm̃2 ΓS3(m̃) , (6.29)

de donde obtenemos,

d

d(am)2Shol,S3/Z2(am)
∣∣∣∣∣
am=0

= d

dm̃2 ΓS3(m̃)
∣∣∣∣∣
m̃2=3/16

. (6.30)

Para calcular esta cantidad evaluamos una vez más la expresión (6.23), de lo
que obtenemos [140, página 271]

d

dm̃2 ΓS3(m̃)
∣∣∣∣∣
m̃2=3/16

= 1
2

∞∑
n=0

ζR(2n)
42n = − π

16 . (6.31)

La derivada de la entropía de holonomía resulta entonces

d

d(am)2Shol,S3/Z2(am)
∣∣∣∣∣
am=0

= −π4 . (6.32)

Vemos que, al igual que en el caso del campo escalar acoplado conformemen-
te a la métrica tetradimensional del espacio S1×S3, esta entropía de holonomía
es una función monótonamente decreciente de la constante de acoplamiento,
pero su derivada con respecto a la misma en el punto fijo ultravioleta no
se anula. De esto concluimos que cualquiera de las dos posibilidades cumple
parcialmente el requisito 2 para una cantidad C.

Cualquiera de ellas podría entonces ser propuesta como la cantidad relevante
en un teorema C, aunque, como ya hemos mencionado, nos inclinaremos por
el acoplamiento conforme en la dimensión de interés. En la sección siguiente
veremos que existe una conexión entre ambas cantidades.
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Otra expresión para la entropía de holonomía

Partiendo de las funciones zeta (6.16) y (6.25) es posible obtener una
expresión diferente para la entropía de holonomía si en lugar de usar un
desarrollo binomial separamos k2 −M2 = (k + M)(k −M), donde definimos
M :=

√
1
4 − (am)2, y calculamos por separado las funciones zeta correspondien-

tes a cada factor. Como en tres dimensiones no hay anomalía multiplicativa
del determinante [43], el logaritmo del determinante que da la acción efectiva
puede calcularse como la suma de las dos funciones zeta correspondientes a
cada uno de los factores,

ζ±(s) = (µa)2s
∞∑
k=1

k2 (k ±M)−s . (6.33)

Completando el factor k2 como (k±M)2∓2M(k±M)+M2, podemos reescribir
estas funciones zeta como

ζ±(s) = (µa)2s
[
ζH(s− 2, 1±M)∓ 2MζH(s− 1, 1±M) (6.34)

+M2ζH(s, 1±M)
]
.

lo que deja para la acción efectiva sobre la esfera la expresión

ΓS3(m) =− 1
2

{
ζ ′H(−2, 1 +M) + ζ ′H(−2, 1−M)− 2M

[
ζ ′H(−1, 1 +M)

− ζ ′H(−1, 1−M)
]

+M2
[
ζ ′H(0, 1 +M) + ζ ′H(0, 1−M)

]}
.

De aquí el valor a masa cero se obtiene fácilmente a partir de la representación
de la función zeta de Hurwitz como suma de senos y cosenos [79, página 1037],
resultando el mismo valor que ya obtuvimos.

Esta expresión puede evaluarse para cualquier valor de la masa —si bien
puede implicar valores imaginarios de M , estos son tratables en el segundo
argumento de la zeta de Hurwitz—, como muestra una simple evaluación
numérica. En acuerdo con el valor nulo de la anomalía multiplicativa, puede
verse que esta evaluación coincide además, en el rango de masas correspondiente,
con la de la expresión (6.19). Para finalizar la sección mostramos los gráficos
de la acción efectiva y la entropía de holonomía en función del cuadrado de la
masa, a los que nos hemos referido en un apartado anterior.
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Figura 6.5: Acción efectiva para el campo conforme en tres dimensiones sobre la
esfera como función del cuadrado de la masa adimensionalizada.
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Figura 6.6: Entropía de holonomía en S3/Z2 para el campo conforme en tres dimen-
siones como función del cuadrado de la masa adimensionalizada (curva
negra). Se incluye, a modo de comparación, la misma cantidad para el
campo con acoplamiento conforme en cuatro dimensiones (curva gris).

6.3.3 Otro comentario acerca de la dimensión
Como último dato en la discusión acerca de la dimensión, mostramos a

continuación que existe una relación, en principio inesperada, entre la entropía
topológica —que, recordemos, no es otra cosa que el valor de la entropía de
holonomía en el límite no masivo— para el campo escalar sobre espacios lente
con acoplamiento conforme en cuatro dimensiones y la energía libre F de la
teoría tridimensional sobre la esfera. Podemos resumir dicha relación en la
igualdad

∂pS
(4)
top,S3/Zp

∣∣∣∣
p=1

= 2F (3)
S3 . (6.35)
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Las implicaciones de esta identidad no son evidentes pero, si la entropía de
holonomía fuera una buena cantidad C, su estudio podría echar luz al problema
de la relación entre cantidades C en dimensiones diferentes [77].

Para probar la igualdad anterior, comenzamos por dar sentido a su lado
izquierdo notando que es posible extender los resultados obtenidos para la
acción efectiva sobre espacios lente S3/Zp a valores no enteros de p por medio de
una representación de las degeneraciones en términos de una función generatriz
[58]; el resultado es [54]

S
(4)
top,S3/Zp

= 1
4

∫ ∞
0

dx < p senh z + cosh z senh pz
z senh2 z senh2 pz

2
(6.36)

− 1
4p

∫ ∞
0

dx < senh z (1 + cosh z)
z senh2 z senh2 z

2
,

donde z = x+ i∆, con 0 < ∆ < 2π/p [57]. De esta expresión podemos tomar
la derivada con respecto a p, con lo que tenemos para el lado izquierdo de la
ecuación (6.35)

∂pS
(4)
top,S3/Zp

∣∣∣
p=1

=1
4

∫ ∞
0
dx< senh z

z senh2 z senh2 z
2

+ 1
4

∫ ∞
0
dx<senh z (1 + cosh z)

z senh2 z senh2 z
2

+ 1
4

∫ ∞
0

dx <
cosh2 z − coth z

2 senh z (1 + cosh z)
senh2 z senh2 z

2

=:I1 + I2 + I3 . (6.37)

Veremos ahora cómo calcular las integrales Ii, i = 1, 2, 3. Notemos en primer
lugar que la tercera integral en la expresión anterior es nula. En efecto, haciendo
uso de la identidad

cosh2 z − coth z2 senh z (1 + cosh z) = −1− 2 cosh z,

es posible escribir

I3 = −1
4

∫ ∞
0

dx < 1 + 2 cosh z
senh2 z senh2 z

2
.

Puede verse que el valor de esta integral no depende de ∆, siempre que
0 < ∆ < π. Tomando ∆ = π/2 tenemos

I3 = −1
4

∫ ∞
0

dx <
1 + 2 cosh

(
x+ iπ2

)
senh2

(
x+ iπ2

)
senh2

(
x
2 + iπ4

) ,
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que podemos reescribir usando

<
1 + 2 cosh

(
x+ iπ2

)
senh2

(
x+ iπ2

)
senh2

(
x
2 + iπ4

) = 2
( 3

cosh4 x
− 2

cosh2 x

)
,

y se anula, puesto que
∫ ∞

0

dx

cosh2 x
= 1 ,

∫ ∞
0

dx

cosh4 x
= 2

3 .

Luego,

∂pS
(4)
top,S3/Zp

∣∣∣
p=1

= I1 + I2 = 1
4

∫ ∞
0

dx < 2 + cosh z
z senh z senh2 z

2
.

Nuevamente, tomando ∆ = π/2 podemos reescribir la integral para obtener

∂pS
(4)
top,S3/Zp

∣∣∣
p=1

= 1
4

∫ ∞
0

dx
2π − 6x senh x− π senh2 x

(x2 + π2

4 ) cosh3 x
. (6.38)

Por otra parte, la energía libre sobre la esfera en el caso conforme en tres
dimensiones puede escribirse como [54]

F (3) = −1
4

∫ ∞
0

dx <
cosh z

2 (1 + cosh z)
z senh2 z senh2 z

2
, (6.39)

donde ahora z = x + i∆ con 0 < ∆ < 2π. Si elegimos ∆ = π, esta integral
puede ponerse en la forma

F (3) = − π

16

∫ ∞
0

dx
1− cosh 2x

(x2 + π2

4 ) cosh3 x
. (6.40)

Podemos entonces combinar las integrales obtenidas para escribir la diferencia
entre (6.38) y el doble de (6.40) como

1
2

∫ ∞
0
dx

4− 2 cosh2 πx
2

(x2 + 1) cosh3 πx
2
− 1

2

∫ ∞
0
dx

3x senh πx
2

(x2 + 1) cosh3 πx
2

= Ĩ1 + Ĩ2 . (6.41)

Las integrales Ĩ1 and Ĩ2 pueden evaluarse fácilmente por medio de las transfor-
madas de Laplace

1
1 + x2 =

∫ ∞
0

dt e−t cos tx , x

1 + x2 =
∫ ∞

0
dt e−t sen tx ,
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con lo que obtenemos finalmente

Ĩ1 =
∫ ∞

0
dt e−t

∫ ∞
0

dx
2− cosh2 πx

2
cosh3 πx

2
cos tx = 3ζR(3)

2π2 ,

y

Ĩ2 = −3
2

∫ ∞
0

dt e−t
∫ ∞

0
dx

senh πx
2

cosh3 πx
2

sen tx = −3ζR(3)
2π2 ,

lo que completa la prueba de la identidad (6.35).

6.3.4 Campo escalar masivo conforme en dimensión
arbitraria

Consideramos ahora el caso del campo escalar masivo conforme en d

dimensiones sobre la esfera Sd y el espacio proyectivo Sd/Z2. De la acción
clásica para tal teoría obtenemos el operador de fluctuaciones cuánticas

4(d) + d(d− 2)
4a2 +m2 , (6.42)

con 4(d) el laplaciano sobre la esfera d-dimensional. Teniendo en cuenta que el
espectro de 4(d) puede ser obtenido a partir de los autovalores y degeneraciones
del Casimir cuadrático de SO(d+ 1) sobre las representaciones irreducibles del
grupo, podemos ver que los autovalores para la teoría sobre ambos espacios
son [30]

a2λn =
(
n+ d− 1

2

)2

− 1
4 + (am)2 n ∈ N , (6.43)

siendo sus respectivas degeneraciones

dn = (2n+ d− 1)(n+ d− 2)!
n!(d− 1)! , (6.44)

donde en el caso de Sd/Z2 tenemos que restringir el índice n a sus valores pares.
A continuación obtendremos las acciones efectivas y la entropía de holonomía
por separado para el caso de dimensión par e impar.
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6.3.5 Dimensiones impares

Consideramos en primer lugar el caso en que la dimensión de la esfera es
impar, d = 2k+ 1. Renombrando k+n→ n, los autovalores son λn = n2−M2,
con n = k, k + 1, . . ., y las degeneraciones pueden reescribirse como

dn = 2n(n+ k − 1)!
(2k)!(n− k)! . (6.45)

Notando que los factores en la expresión expandida de (n+ k − 1)!/(n− k)!
pueden reordenarse como

(n+ k − 1)!
(n− k)! = (n2 − (k − 1)2)(n2 − (k − 2)2) · · · (n2 − 1)n , (6.46)

que es un polinomio de orden impar en n, vemos que podemos escribir esta
cantidad en la forma

(n+ k − 1)!
(n− k)! =

k∑
l=1

c
(2k+1)
l n2l−1 , (6.47)

con algunos coeficientes enteros c(2k+1)
l .

La función zeta sobre la esfera S2k+1 se escribe entonces

ζS2k+1(s) = 2(µa)2s

(2k)!

∞∑
n=1

k∑
l=1

c
(2k+1)
l n2l

[
n2 + (am)2 − 1/4

]−s
, (6.48)

donde la suma sobre n puede ser extendida de modo de comenzar en n = 1,
puesto que las degeneraciones (6.45) se anulan para n = 1, 2, . . . , k−1. Al igual
que en el caso tridimensional, tenemos aquí dos posibilidades: podemos utilizar
el desarrollo binomial de la potencia entre corchetes —habiendo extraído
previamente el factor n2 en los autovalores— y obtener para la acción efectiva
una expresión en términos de una serie de potencias de (am)2−1/4, que no será
entonces válida fuera del rango −3/4 < (am)2 < 5/4, o podemos aprovechar
el hecho de que en dimensión impar no hay anomalía del determinante [43] y
calcular la acción efectiva utilizando la suma de las dos funciones zeta que se
obtienen de factorizar los autovalores como diferencia de cuadrados. Eligiendo
esta última opción, escribimos

ΓS2k+1 = −1
2
d

ds
[ζ+(s) + ζ−(s)]

∣∣∣∣∣
s=0

, (6.49)
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con

ζ±(s) = 2(µa)2s

(2k)!

∞∑
n=1

k∑
l=1

c
(2k+1)
l n2l(n±M)−s . (6.50)

Si usamos el hecho de que

n2l =
2l∑
p=0

(2l)!
p!(2l − p)!(n±M)2l−p(∓M)p (6.51)

podemos poner estas funciones zeta en la forma

ζ±(s) = 2(µa)2s

(2k)!

k∑
l=1

c
(2k+1)
l

2l∑
p=0

(2l)!
p!(2l − p)!(∓M)pζH(s− 2l + p, 1±M) ,

que para k = 1 se reducen a las expresiones (6.34) obtenidas en la sección
anterior para el caso de la esfera tridimensional. La acción efectiva resulta

ΓS2k+1(m) =− 1
(2k)!

k∑
l=1

c
(2k+1)
l

2l∑
p=0

(2l)!
p!(2l − p)!M

p (6.52)

× [ζ ′H(p− 2l, 1−M) + (−1)pζ ′H(p− 2l, 1 +M)] .

En el caso del espacio proyectivo S2k+1/Z2, los términos de la serie en (6.48)
que permanecen son los de n (im)par si k es (im)par. Escribimos entonces

ζS2k+1/Z2(s) = 1 + (−1)k+1

2 ζS2k+1(s) + (−1)k∆ζ(s) , (6.53)

donde ∆ζ(s) tiene la misma forma que (6.48), con la diferencia de que la suma
sobre el índice n se hace sólo sobre sus valores pares. Escribiendo como antes
∆ζ(s) = [ζ+(s) + ζ−(s)], tenemos

ζ±(s) = 21−2s(µa)2s

(2k)!

k∑
l=1

c
(2k+1)
l 22l

2l∑
p=0

(2l)!
p!(2l − p)!

(∓M)p
2p ζH

(
s− 2l + p, 1± M

2

)
.

Luego de juntar ambos resultados, la entropía de holonomía se escribe

Shol,S2k+1/Z2 =(−1)k+1

(2k)!

k∑
l=1

c
(2k+1)
l

2l∑
p=0

(2l)!
p!(2l − p)!M

p (6.54)

×
{1

2 [ζ ′H(p− 2l, 1−M) + (−1)pζ ′H(p− 2l, 1 +M)]

− 22l−p
[
ζ ′H
(
p− 2l, 1− M

2

)
+ (−1)pζ ′H

(
p− 2l, 1 + M

2

)] }
.
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En la figura 6.7 puede verse el comportamiento de esta entropía de holo-
nomía con el cuadrado de la masa adimensionalizada para las dimensiones
impares más bajas. Observamos que dicho comportamiento es similar al que
obtuvimos en el caso tridimensional, lo cual está de acuerdo con nuestra hipó-
tesis. En particular, al igual que en aquel caso, la derivada con respecto a la
constante de acoplamiento en el punto fijo ultravioleta no se anula.

1 2 3 4 5

0.005

0.010

0.015

0.020

Figura 6.7: Entropía de holonomía para el campo conforme sobre la esfera (2k + 1)-
dimensional como función del cuadrado de la masa adimensionalizada
para los primeros valores de k. El corte con el eje vertical es menor para
los valores más altos de k.

6.3.6 Dimensiones pares
En el caso en que la dimensión es par, d = 2k, reescribimos las degenera-

ciones (6.44) como

dn = 2
(2k − 1)!

(
n+ k − 1

2

) (n+ 2k − 2)!
n! . (6.55)

Definiendo ñ = n+ k − 1
2 , vemos que

(n+ 2k − 2)!
n! =

(ñ+ k − 3
2)!

(ñ− k + 1
2)! =

k−2∏
l=0

[
ñ2 −

(
l + 1

2

)2]
, (6.56)

que, siendo un polinomio de orden par en la variable ñ, puede escribirse como

(n+ 2k − 2)!
n! =

k−1∑
l=0

c
(2k)
l ñ2l , (6.57)

donde c(2k)
l son números racionales.
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Puede verse que en este caso la anomalía multiplicativa del determinante
no se anula [43]. Por simplicidad, en lugar de tenerla en cuenta en la descompo-
sición, consideraremos el procedimiento que involucra un desarrollo binomial,
que, aunque no válido en todo el rango de masas, nos permitirá al menos
verificar si el comportamiento para valores pequeños de la masa es el esperado.
Extrayendo convenientemente un factor en los autovalores, la función zeta
sobre S2k se escribe

ζS2k(s) = 2 (µa)2s

(2k − 1)!

k−1∑
l=0

c
(2k)
l

∞∑
n=k

(
n− 1

2

)1+2l−2s [
1 + (am)2 − 1/4

(n− 1
2)2

]−s
, (6.58)

de donde, luego del desarrollo binomial de la potencia entre corchetes, y
notando que por la forma de las degeneraciones la suma sobre n se puede
extender de modo de comenzar en n = 2, obtenemos para |am| < 1/2

ζS2k(s) = 2 (µa)2s

(2k − 1)!

k−1∑
l=0

c
(2k)
l

∞∑
p=0

Γ(−s+ 1)
p! Γ(−s+ 1− p)

[
(am)2 − 1

4

]p
(6.59)

× ζH
(
2s+ 2p− 2l − 1, 3

2

)
.

Puede verse que esta función zeta no se anula en s = 0, como es usual en
el caso de problemas en dimensión par. En efecto, si usamos la identidad
Γ(1 − x)Γ(x) = π/ sen πx podemos ver que para cada valor de l los únicos
términos de la suma sobre p que no se anulan en el límite s→ 0 son p = 0 y
p = l + 1. El límite resulta

ζS2k(0) = 2
(2k − 1)!

k−1∑
l=0

c
(2k)
l

{
ζH
(
−2l − 1, 3

2

)
+ 1

2(l + 1)

[1
4 − (am)2

]l+1}
.

Para el caso del espacio proyectivo con k par, teniendo en cuenta la reducción
en el espectro con respecto al de la esfera, podemos obtener para la función
zeta la expresión

ζS2k/Z2(s) = 4(µa)2s

(2k − 1)!

k−1∑
l=0

c
(2k)
l 2−2s+2l

∞∑
n=0

(
n− 1

4

)1+2l−2s [
1 + (am)2 − 1/4

4(n− 1
4)2

]−s
,

que, para |am| < 1/4, puede ser reescrita como

ζS2k/Z2(s) = (µa)2s

(2k − 1)!

k−1∑
l=0

c
(2k)
l

∞∑
p=0

Γ(s+ p)
p! Γ(s) 22+2l−2s−2p

[1
4 − (am)2

]p
(6.60)

× ζH
(
2s+ 2p− 2l − 1, 3

4

)
.
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El valor de esta función zeta en s = 0 se puede calcular fácilmente y resulta

ζS2k/Z2(0)= 1
(2k − 1)!

k−1∑
l=0
c

(2k)
l

{
22+2lζH

(
−2l − 1, 3

4

)
+ 1

2(l + 1)

[1
4 − (am)2

]l+1}
.

En el caso en que k es impar, la expresión correspondiente para la función
zeta puede obtenerse como la diferencia entre la función zeta sobre la esfera y
esta última expresión.

Es posible mostrar que, si bien las funciones zeta (6.59) y (6.60) no se
anulan en s = 0, su “diferencia holonómica”

ζhol(s) := ζS2k/Z2(s)− 1
2ζS2k(s) (6.61)

sí lo hace, de modo que la acción efectiva no depende del regulador.

La entropía de holonomía resulta finalmente

Shol,S2k/Z2 = (−1)k+1

(2k − 1)!

k−1∑
l=0

c
(2k)
l


[

1
4 − (am)2

]l+1

2(l + 1) [log 2 + ψ(3/4)− ψ(3/2)]

− 22+2l
[
− log 2 ζH

(
−2l − 1, 3

4

)
+ ζ ′H

(
−2l − 1, 3

4

)]
−

∞∑
p=1
p 6=l+1

[
1
4 − (am)2

]p
2p

[
22+2l−2pζH

(
2p− 2l − 1, 3

4

)

− ζH
(
2p− 2l − 1, 3

2

) ]
+ ζ ′H

(
−2l − 1, 3

2

) .

En las figuras 6.8 y 6.9 ilustramos el comportamiento de esta entropía de
holonomía con el cuadrado de la masa adimensionalizada para las esferas en 4
y 6 dimensiones respectivamente. De las curvas se desprende que esta cantidad
se comporta como una cantidad C para el rango de masas en el que los cálculos
son válidos.

Vemos entonces que el testeo de la entropía de holonomía como cantidad
C para flujos de masa de campos escalares libres en dimensión arbitraria ha
dado una respuesta parcialmente satisfactoria: en todos los casos y rangos
analizados esta cantidad es monótonamente decreciente como función de la
constante de acoplamiento, pero su derivada con respecto a esta variable en
el punto fijo ultravioleta no se anula, cumpliendo entonces parcialmente, del
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Figura 6.8: Entropía de holonomía para el campo conforme sobre la esfera 4-
dimensional como función del cuadrado de la masa adimensionalizada.
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Figura 6.9: Entropía de holonomía para el campo conforme sobre la esfera 6-
dimensional como función del cuadrado de la masa adimensionalizada.

mismo modo como sucedía para el caso tridimensional, el requisito 2 para
una cantidad C. Por otra parte, observamos que el orden de magnitud de los
valores de la entropía de holonomía decrece sustancialmente con la dimensión
del espacio, lo que hace que para dimensiones mayores los valores tengan un
significado menos claro.
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6.4 El campo de Dirac sobre espacios
proyectivos

Consideramos ahora un segundo testeo de la entropía de holonomía como
cantidad C: el flujo de masa de un campo de Dirac libre sobre el espacio
proyectivo Sd/Z2. La acción clásica euclídea para dicha teoría se escribe

S[ψ] = 1
2

∫
ddx
√
g ψ̄ (∂/+m)ψ , (6.62)

donde la integral se realiza sobre la esfera Sd o el espacio proyectivo Sd/Z2

según sea el caso, y donde g es el determinante de la métrica de la esfera. Una
vez más, calcularemos las acciones efectivas a partir del determinante funcional
del operador de fluctuaciones cuánticas de la teoría.

El espectro del operador en cuestión sobre la esfera Sd se compone de los
autovalores y degeneraciones [145]

λ±n = ± i
a

(
n+ d

2

)
+m, dn ≡ d±n = 2b d2 c

(
d+ n− 1

n

)
, (6.63)

donde n es un número entero no negativo.

En el caso de los espacios proyectivos hay que hacer la siguiente salvedad:
los espacios de dimensión par S2k/Z2 no son variedades de spin, puesto que
no son orientables [17]. No obstante, es posible dotarlas de una estructura pin
[145]. Las variedades S2k+1/Z2, en cambio, son orientables, pero puede verse
que son spin sólo si k es impar. En lo que sigue haremos un abuso de lenguaje
y nos referiremos genéricamente a estas estructuras como de spin. Cuando la
dimensión d es par o d = 3 mód 4, la construcción de Clifford sobre Sd/Z2

lleva a dos posibilidades para la estructura de spin que, a su vez, dan dos
elecciones del operador de Dirac, que en el caso no masivo tienen espectros
opuestos entre sí: llamaremos D(+) y D(−) a estos operadores. Los autovalores
de D(+) son [16, 31, 145]

λ+
n = i

a

(
n+ d

2

)
+m, n par , λ−n = − i

a

(
n+ d

2

)
+m, n impar ,

(6.64)
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donde n es nuevamente un entero no negativo. Las degeneraciones son las
mismas que las de los autovalores de la esfera correspondientes.

Como los autovalores no son reales positivos tenemos, como mencionamos
en el capítulo 2, una ambigüedad en la definición de la función zeta de los
operadores D(±). A lo largo de los cálculos, cuando fijemos un valor para la
fase de alguna potencia compleja estaremos eligiendo el corte que hace que el
campo se desacople en el límite m→∞ [50].

Debido a la dependencia de los autovalores con la paridad del índice entero
que los caracteriza, será útil dividir el cálculo en dos partes, dependiendo de la
paridad de la dimensión del espacio. Sin embargo, haremos primero el cálculo
en el caso tridimensional, puesto que éste nos permitirá tener algo más de
control sobre las expresiones finales, con lo que intentaremos dar sentido a la
definición de la acción efectiva sobre los espacios proyectivos.

6.4.1 El caso tridimensional
Veremos a continuación que la acción efectiva sobre el espacio proyectivo

S3/Z2 con una de las estructuras de spin —digamos D(+)— tiene una parte
imaginaria no nula, que no se anula en su diferencia “holonómica” —con
la mitad de la acción efectiva sobre la esfera tridimensional—. En efecto,
consideremos la cantidad

ζ
(+)
hol (s) := ζS3/Z2(s)− 1

2ζS
3(s) . (6.65)

Utilizando la expresión para los autovalores y degeneraciones del operador
de Dirac sobre ambos espacios que, aunque estemos considerando el caso
particular de d = 3, llamaremos como en (6.63), podemos escribir

ζ
(+)
hol (s) = µs

2


∞∑
n=0
n par

dn
[
(λ+

n )−s − (λ−n )−s
]
−

∞∑
n=0

n impar

dn
[
(λ+

n )−s − (λ−n )−s
] ,

que, fijando la fase de la potencia compleja en los autovalores mediante la
elección is = exp(iπs/2) y reescribiendo las degeneraciones como polinomios
de λ+

n o λ−n según sea el caso, puede ponerse en la forma
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ζ
(+)
hol (s) = (µa)s21−s

{
e−i

π
2 sδζH(s, am)− eiπ2 sδζH(s,−am)

}
, (6.66)

donde hemos denotado para abreviar

δζH(s, am) := δ̃ζH(s− 2, am) + iam δ̃ζH(s− 1, am) (6.67)

− (am)2 + 1/4
4 δ̃ζH(s, am) ,

con δ̃ζH(s, am) := ζH
(
s, 3

4 −
iam

2

)
− ζH

(
s, 5

4 −
iam

2

)
.

Escribiendo las funciones zeta de Hurwitz en enteros negativos en términos
de polinomios de Bernoulli [79, página 1037] y haciendo las combinaciones
correspondientes, puede verse que δζH(0,±am) = 1/16, por lo que la función
zeta en (6.66) se anula en s = 0. La correspondiente diferencia de acciones
efectivas tiene un término que depende de estas contribuciones —que es el
que proviene de derivar las exponenciales—, que no depende de la masa, y
términos con derivadas de funciones zeta de Hurwitz con respecto a su primer
argumento evaluadas en enteros negativos:

Γ(+)
hol (am) = −iπ8 + 2 δζ ′H(0, am)− 2 δζ ′H(0,−am) . (6.68)

Si tomamos por ejemplo am = 0, vemos que los términos en δζ ′H(0, am) y
δζ ′H(0,−am) se cancelan entre sí, por lo que la acción efectiva resulta

Γ(+)
hol (0) = −iπ8 . (6.69)

Esto es, la diferencia “holonómica” de acciones efectivas es imaginaria en el
punto fijo ultravioleta, y puede verse que lo mismo es cierto para valores
arbitrarios de la masa. Esto es consecuencia de la presencia de una asime-
tría espectral no nula. Es posible mostrar que lo mismo sucede para la otra
estructura de spin, donde se obtiene

Γ(−)
hol (am) = −iπ8 − 2 δζ ′H(0, am) + 2 δζ ′H (0,−am) . (6.70)

Esto implica que las diferencias “holonómicas” de acciones efectivas con una
y otra estructura de spin son conjugadas entre sí. Luego, una forma de tener
para la teoría sobre el espacio proyectivo una acción efectiva real, de modo de
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recuperar la unitariedad de la teoría, es tomar el promedio sobre las posibles
estructuras de spin —como es usual en Teoría de Cuerdas [133]—

ZS3/Z2 := 1
2
(
Z(+) + Z(−)

)
, (6.71)

lo que corresponde a separar la integral funcional que define la función de
partición sobre S3/Z2 en la suma de dos integrales funcionales diferentes —una
sobre cada sector—, que hemos llamado Z(+) y Z(−), con una normalización
apropiada para la medida. Con esta prescripción, la acción efectiva es

ΓS3/Z2 ≡ − logZS3/Z2 = − log
e−Γ(+) + e−Γ(−)

2

 (6.72)

y, teniendo en cuenta que las acciones efectivas resultan opuestas una de la
otra y su parte real coincide con la mitad de la acción efectiva sobre la esfera,
tenemos para la entropía de holonomía

Shol,S3/Z2 = log cos=
(
ΓS3/Z2,(+)

)
. (6.73)

En lo que sigue, calcularemos las entropías de holonomía para teorías de Dirac
masivas sobre espacios proyectivos en dimensión arbitraria, tomando como
definición de la acción efectiva sobre dichos espacios la expresión (6.72)

ΓSd/Z2 := − log
e−Γ(+) + e−Γ(−)

2

 . (6.74)

6.4.2 Entropía de holonomía en dimensión par

Comenzamos analizando el caso en el que la dimensión del espacio es par,
d = 2k + 2. Reescribimos el espectro (6.63) haciendo el cambio n→ n− k − 1.
Los autovalores se escriben entonces

λ±n = ± i
a
n+m, n = k + 1, k + 2, . . . , (6.75)

y las correspondientes degeneraciones son

dn = 2k+1

(2k + 1)!
(n+ k)!

(n− k − 1)! . (6.76)
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Usaremos un procedimiento similar al del caso escalar, para lo cual escribimos

(n+ k)!
(n− k − 1)! = (n+ k)(n+ k − 1)(n+ k − 2) . . . (n− k + 1)(n− k)

= n(n2 − 1)(n2 − 22) . . . (n2 − k2) (6.77)

Esta expresión es un polinomio impar en la variable n, con lo que podemos
escribirla como en aquel caso en términos de coeficientes enteros c(2k+2)

l :

dn = 2k+1

(2k + 1)!

k∑
l=0

c
(2k+2)
l n1+2l . (6.78)

Notando que la forma de las degeneraciones (6.76) permite extender el rango
del índice n a todos los valores enteros no negativos, podemos escribir la función
zeta para esta teoría como

ζS2k+2(s) = (µa)s 2k+1

(2k + 1)!

k∑
l=0

c
(2k+2)
l


∞∑
n=1

n1+2l (in+ am)−s + (6.79)

+ (−1)−s
∞∑
n=0

n1+2l (in− am)−s
 .

Tomemos ahora la primera suma entre llaves: usando un desarrollo binomial
podemos escribir

∞∑
n=1

n1+2l (in+ am)−s = i−s
∞∑
n=1

(n− iam+ iam)1+2l (n− iam)−s (6.80)

= i−s
2l+1∑
p=0

(
2l + 1
p

)
(iam)2l+1−pζH(s− p, 1− iam) .

Esta expresión, junto con una similar para la otra suma sobre n, nos permite
obtener

ζS2k+2(s) = (µa)s 2k+1

(2k + 1)!

k∑
l=0

c
(2k+2)
l

2l+1∑
p=0

(
2l + 1
p

)
(iam)2l+1−p (6.81)

×
{
i−sζH(s− p, 1− iam) + (−i)−s(−1)1−s−pζH(s− p, iam)

}
.

Puede verse que esta función zeta no se anula en s = 0, por lo que la corres-
pondiente acción efectiva tendrá un término proporcional a log(µa). Eligiendo
otra vez la fase desacoplante, tenemos

6.4 El campo de Dirac sobre espacios proyectivos 119



ΓS2k+2 = 2k+1

(2k + 1)!

k∑
l=0

c
(2k+2)
l

2l+1∑
p=0

(
2l + 1
p

)
(iam)2l+1−p (6.82)

×
{

log(µa)
[
ζH(−p, 1− iam) + (−1)1+pζH(−p, iam)

]
+ ζ ′H(−p, 1− iam) + (−1)1+pζ ′H(−p, iam)

− iπ
[
ζH(−p, 1− iam)− (−1)1+pζH(−p, iam)

] }
,

que, haciendo uso de la propiedad ζH(−p, 1−x) = (−1)1+pζH(−p, x), podemos
finalmente reescribir como

ΓS2k+2 = 2k+1

(2k + 1)!

k∑
l=0

c
(2k+2)
l

2l+1∑
p=0

(
2l + 1
p

)
(iam)2l+1−p (6.83)

×
{

2(−1)1+pζH(−p, iam) log(µa) + ζ ′H(−p, 1− iam)

+ (−1)1+pζ ′H(−p, iam)
}
.

Observamos que, como sucedía en el caso del campo escalar masivo, la acción
efectiva depende del regulador µ, lo cual es un problema, puesto que su valor
es ambiguo. Sin embargo, veremos a continuación que en la combinación
“holonómica” que nos interesa el término problemático se cancelará con el
correspondiente en el espacio proyectivo. El coeficiente de este término en la
acción efectiva es proporcional a la anomalía de traza del tensor de energía
impulso de la teoría; al final de esta sección reportaremos los valores de
dicha cantidad para esferas en dimensión arbitraria, para compararlos con los
presentes en la literatura para las dimensiones más bajas.

En el caso de los espacios proyectivos S2k+2/Z2 en dimensión par con las
distintas estructuras de spin, donde el espectro está reducido a los autovalores
(6.64), un cálculo similar al que hicimos para la esfera nos permite obtener

ΓS2k+2/Z2,(±) = 2k+2

(2k + 1)!

k∑
l=0

c
(2k+2)
l

2l+1∑
p=0

(
2l + 1
p

)
2p(iam)2l+1−p (6.84)

×
{

log µa2
[
ζH
(
−p, 1

4 ∓
1
4 −

iam
2

)
− (−1)pζH

(
−p, 1

4 ±
1
4 + iam

2

)]
+ ζ ′H

(
−p, 1

4 ∓
1
4 −

iam
2

)
− (−1)pζ ′H

(
−p, 1

4 ±
1
4 + iam

2

)
− iπ

2
[
ζH
(
−p, 1

4 ∓
1
4 −

iam
2

)
+ (−1)pζH

(
−p, 1

4 ±
1
4 + iam

2

)] }
.
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Las dos acciones efectivas ΓS2k+2/Z2,(±) para una dimensión dada resultan
ser complejas conjugadas una de la otra, como se desprende del hecho de que
sus invariantes eta son opuestos [15]. Además, su parte real es la mitad de la
parte real de la acción efectiva (6.83) sobre la esfera. Con esto y la definición
(6.74), la entropía de holonomía resulta

Shol,S2k+2/Z2 = log cos=
(
ΓS2k+2/Z2,(+)

)
. (6.85)
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Figura 6.10: Entropía de holonomía como función de la masa adimensionalizada
para espacios proyectivos en dimensión 2 (curva negra), 4 (curva
gris oscura) y 6 (curva gris clara).

En la figura 6.10 puede verse el comportamiento de esta entropía de
holonomía como función de la constante de acoplamiento —que para esta
teoría es la masa— adimensionalizada, para las primeras dimensiones pares.
Vemos que su valor es siempre negativo, lo cual derriba la posibilidad de
considerarla como una cantidad C, en contra de lo que sucedía con el campo
escalar. Sin embargo, podemos observar que su dependencia con la masa es
monótona, lo que resulta en sí mismo no trivial.

6.4.3 Digresión: la anomalía de traza para
fermiones en dimensión par

Apartándonos de la línea principal del capítulo, aprovechamos los cálculos
realizados sobre esferas en dimensión par para hacer algunos comentarios con
respecto al coeficiente del término log(µa) en la acción efectiva (6.83) —que,
como es bien conocido, coincide a menos de un factor con la anomalía de traza
del tensor de energía impulso de la teoría—,
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A(2k+2)(m) = 2k+2

(2k + 1)!

k∑
l=0

c
(2k+2)
l

2l+1∑
p=0

(
2l + 1
p

)
(iam)2l+1−p (6.86)

× (−1)1+pζH(−p, iam) .

Notemos en primer lugar que A es un número real. En efecto, escribiendo la
función zeta de Hurwitz en términos de polinomios de Bernoulli [79, página
1037] y usando la definición de éstos en términos de los números de Bernoulli
Bq [79, página 1041] obtenemos

(iam)2l+1−pζH(−p, iam) = − 1
p+ 1

p+1∑
q=0

(
p+ 1
q

)
(iam)2l+2−qBq . (6.87)

De aquí vemos inmediatamente que los términos con q par son números reales.
Con los términos correspondientes a valores impares de q tendremos que tener
alguna precaución: como los números de Bernoulli con índice impar son nulos
a excepción de B1 = −1/2, podemos escribir

− 1
p+ 1

p+1∑
q=0

q impar

(
p+ 1
q

)
(iam)2l+2−qBq = − 1

p+ 1

(
p+ 1

1

)
(iam)2l+1B1 , (6.88)

que una vez reemplazado en la ecuación (6.86) conduce a

2k+1

(2k + 1)!

k∑
l=0

c
(2k+2)
l

2l+1∑
p=0

(
2l + 1
p

)
(−1)1+p(iam)2l+1 (6.89)

o, lo que es lo mismo,

− 2k+1

(2k + 1)!

k∑
l=0

c
(2k+2)
l (iam)2l+1(1− 1)2l+1 , (6.90)

lo que completa la prueba de que A es real. En el caso no masivo este coeficiente
asume la expresión más simple

A(2k+2) = 2k+2

(2k + 1)!

k∑
l=0

c
(2k+2)
l ζR(−2l − 1) , (6.91)

o, en términos de números de Bernoulli,

A(2k+2) = − 2k+2

(2k + 1)!

k∑
l=0

c
(2k+2)
l

B2l+2

2l + 2 . (6.92)
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En la Tabla 6.1 pueden verse los valores de A para las dimensiones pares
más bajas. El valor para d = 12 está en desacuerdo con el reportado en [45],
pero coincide con el calculado en [32]. Para el resto de las dimensiones, los
valores obtenidos coinciden con los de ambas referencias.

d 2 4 6 8 10 12 14

A(d) −1
3

11
90 − 191

3780
2497

113400 − 14797
1496880

92427157
20432412000 − 36740617

17513496000

Tabla 6.1: Anomalía de traza para las dimensiones pares más bajas.

6.4.4 Entropía de holonomía en dimensión impar
Volviendo a la entropía de holonomía, consideramos ahora el caso de una

teoría de Dirac sobre un espacio proyectivo en dimensión impar d = 2k + 1.
Luego del desplazamiento n→ n− k en el espectro (6.63), los autovalores se
escriben

λ±n = ± i
a

(
n+ 1

2

)
+m, n = k, k + 1, k + 2, . . . , (6.93)

con las correspondientes degeneraciones

dn = 2k
(2k)!

(n+ k)!
(n− k)! . (6.94)

Una vez más, escribimos la cantidad

(n+ k)!
(n− k)! = (n+ k)(n+ k − 1)(n+ k − 2) . . . (n− k + 1)

=
(
n+ 1

2 + k − 1
2

) (
n+ 1

2 + k − 3
2

)
. . .
(
n+ 1

2 − k + 1
2

)
(6.95)

=
[(
n+ 1

2

)2
−
(
k − 1

2

)2
] [(

n+ 1
2

)2
−
(
k − 3

2

)2
]
. . .
[(
n+ 1

2

)2
− 1

4

]

en términos de coeficientes racionales c(2k+1)
l como

dn = 2k
(2k)!

k∑
l=0

c
(2k+1)
l

(
n+ 1

2

)2l
. (6.96)
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La función zeta correspondiente puede escribirse como

ζS2k+1(s) = (µa)s 2k
(2k)!

k∑
l=0

c
(2k+1)
l

i−s
∞∑
n=0

(
n+ 1

2

)2l (
n+ 1

2 − iam
)−s

(6.97)

+ (−i)−s
∞∑
n=0

(
n+ 1

2

)2l (
n+ 1

2 + iam
)−s .

De manera análoga al caso par, usamos un desarrollo binomial para obtener

ζS2k+1(s) = (µa)s 2k
(2k)!

k∑
l=0

c
(2k+1)
l

2l∑
p=0

(
2l
p

)
(iam)2l−p (6.98)

×
{
i−sζH

(
s− p, 1

2 − iam
)

+ (−i)−s(−1)pζH
(
s− p, 1

2 + iam
)}

.

Puede verse que esta función zeta se anula en s = 0, como es de esperar en
dimensión impar. Tomando una vez más el corte de la función logaritmo de
modo que is = exp(iπs/2), podemos escribir

ΓS2k+1 = 2k
(2k)!

k∑
l=0

c
(2k+1)
l

2l∑
p=0

(
2l
p

)
(iam)2l−p (6.99)

×
{
ζ ′H
(
−p, 1

2 − iam
)

+ (−1)pζ ′H
(
−p, 1

2 + iam
)

− iπζH
(
−p, 1

2 − iam
)}

.

Sobre el espacio proyectivo S2k+1/Z2, un cálculo similar al del caso par per-
mite obtener para las acciones efectivas correspondientes a las dos estructuras
de spin las expresiones

ΓS2k+1/Z2,(±) = 2k
(2k)!

k∑
l=0

c
(2k+1)
l

2l∑
p=0

(
2l
p

)
2p(iam)2l−p (6.100)

×
{
ζ ′H
(
−p, 1

2 −
iam

2 ∓
1
4

)
+ (−1)pζ ′H

(
−p, 1

2 + iam
2 ±

1
4

)
− iπζH

(
−p, 1

2 −
iam

2 ∓
1
4

)}
.

Al igual que antes, usamos el hecho de que estas acciones efectivas son complejas
conjugadas entre sí y su parte real coincide con la mitad del valor de la acción
efectiva sobre la correspondiente esfera para obtener la entropía de holonomía
de la misma expresión que en el caso par, como en la ecuación (6.85). En la
figura 6.11 puede verse su comportamiento con la masa adimensionalizada para
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las dimensiones más bajas, que es similar al del caso par. Como en aquel caso,
la dependencia con am es monótona y —como consecuencia de la elección que
hicimos para la fase— el campo se desacopla en el límite am → ∞, pero la
función es siempre negativa. Queda abierta la pregunta acerca de la posibilidad
de definir la acción efectiva sobre el espacio proyectivo de otra forma, de modo
de tener, por un lado, una acción efectiva real, pero además una entropía de
holonomía positiva.
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Figura 6.11: Entropía de holonomía como función de la masa adimensionalizada
para espacios proyectivos en dimensión 3 (curva negra) y 7 (curva
gris).

Finalmente, puede verse que el valor de la entropía de holonomía para la
teoría sin masa en dimensión 2k+ 1 coincide con el valor de la misma cantidad
en dimensión 2k + 2, aunque son diferentes para valores no nulos de la masa.
Ilustramos este comportamiento con un ejemplo en la figura 6.12.
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Figura 6.12: Entropía de holonomía como función de la masa adimensionalizada
para espacios proyectivos en dimensión 3 (curva negra) y 4 (curva
gris).
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7Conclusiones

Mas depois?...
Ah, meus poetas, meus poemas — e depois?
O pior é sempre o depois...

— Álvaro de Campos (Fernando Pessoa)
Tantos poemas contemporâneos!

La obtención de magnitudes cuánticas al orden de un loop en Teoría Cuán-
tica de Campos está relacionada con el cálculo de determinantes funcionales.
En esta tesis hemos utilizado para obtener esos determinantes la regularización
analítica que se define a partir de la función zeta de los operadores corres-
pondientes. Como aplicación principal de dicha regularización, calculamos
las correcciones a un loop a las acciones efectivas de teorías escalares libres
sobre los llamados espacios esféricos, que se obtienen a partir de la esfera
tridimensional mediante el cociente con ciertos subgrupos finitos de su grupo
de isometrías.

En primer lugar, consideramos la teoría a temperatura finita 1/β de un
campo escalar sin masa acoplado conformemente a la métrica en cada uno de los
espacios esféricos, para la que obtuvimos dos expresiones analíticas diferentes
de la acción efectiva, ambas válidas en todo el rango de temperaturas; cada
una de estas expresiones es conveniente para tomar uno de los límites de
temperatura [9]. En ambos límites la dependencia con la temperatura está
dada por potencias de la variable adimensional β/a y correcciones adicionales
suprimidas exponencialmente. En el límite de altas temperaturas la contribución
dominante diverge como β−3, de acuerdo con la ley de Stefan-Boltzmann, y
tiene un coeficiente proporcional al volumen del espacio. La contribución
subdominante es un término que en el caso de la entropía no depende de
la temperatura o el volumen del espacio, siendo diferente para los distintos
espacios esféricos. A partir de este término, que coincide con la acción efectiva
de la teoría sin temperatura sobre la parte espacial de la variedad, definimos
una cantidad que de algún modo mide la topología del espacio, a la que
llamamos entropía topológica. El resto del desarrollo se anula exponencialmente
con β/a. En el límite de bajas temperaturas, por otra parte, la contribución
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dominante está dada por la energía de vacío, y el resto de los términos se anula
exponencialmente cuando β/a→∞. Puede verse que allí la entropía se anula
para todas las variedades consideradas, en acuerdo con la primera ley de la
Termodinámica. En el caso de la esfera reproducimos la relación de dualidad
entre los valores de la energía a altas y bajas temperaturas [62]; en el resto de
los espacios esféricos esta dualidad falla debido a la dependencia de la energía
de vacío con la topología.

En el caso de los espacios lente —cocientes de la esfera con grupos cíclicos
Zp— encontramos que la entropía topológica crece con el orden p del grupo,
resultado que puede extenderse a valores continuos de p como en (6.36). Esto
sugiere la interpretación de p como una especie de temperatura, aunque en
nuestro análisis esta similitud no va más allá de la observación de que la
entropía topológica es una función creciente de p, como en la segunda ley de
la Termodinámica. Un problema que podría estar relacionado con esta idea
es la dualidad formulada en [135], que consiste en un intercambio entre p
y la temperatura en el límite en el que ambas cantidades tienden a infinito.
Encontramos el mismo comportamiento con el orden del grupo para la familia
de espacios que denominamos prisma —en los que el cociente de la esfera es con
subgrupos de SU(2) que en SO(3) corresponden a las simetrías de polígonos
en el plano—.

Por otra parte, la entropía topológica es subaditiva en cada uno de los
espacios esféricos, a la manera de una entropía de entrelazamiento. Teniendo en
cuenta que una entropía de entrelazamiento fue utilizada para el estudio de un
teorema C en tres dimensiones [39], como una aplicación de los cálculos sobre
espacios esféricos nos preguntamos acerca de las propiedades de la entropía
topológica a lo largo del flujo del grupo de renormalización. Analizamos entonces
el caso más simple del flujo de masa de la teoría escalar libre sobre los distintos
espacios esféricos, para la que calculamos las correspondientes acciones efectivas
a temperatura finita [10]. Comenzamos analizando el caso de la esfera, en
el que encontramos que la presencia de tres escalas independientes —masa,
radio del espacio y temperatura— introduce una dependencia de la acción
efectiva con el regulador µ, que eliminamos por medio de una prescripción
de renormalización. Luego de ese procedimiento obtenemos acciones efectivas
en los diferentes regímenes de valores relativos de las escalas. A partir de
las entropías de cada espacio esférico y de la esfera en el límite en el que
la temperatura tiende a infinito más rápido que cualquier otro parámetro
definimos, de manera similar a la que dio lugar a la entropía topológica en
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el caso no masivo, una diferencia que llamamos entropía de holonomía, que
depende de la masa y el radio de la esfera que cubre el espacio, y cuyo valor
a masa cero es la entropía topológica del espacio en cuestión. Para la teoría
escalar libre la constante de acoplamiento es el cuadrado de la masa del campo,
y el flujo del grupo de renormalización se implementa variando esa cantidad.
En todos los casos estudiados la entropía de holonomía es siempre positiva
y decrece monótonamente con el flujo, anulándose en el punto fijo infrarrojo.
Esto que se corresponde con el comportamiento de una cantidadC, al menos
en una formulación débil [18]: una cantidad C como la de Zamolodchikov [152]
satisface además la condición de estabilidad en los puntos fijos del flujo, y la
entropía de holonomía tiene en cambio una derivada con respecto a la constante
de acoplamiento que es nula en el punto fijo infrarrojo —correspondiente a la
teoría desacoplada en el límite m→∞— pero que es negativa en el punto fijo
ultravioleta —que corresponde a la teoría sin masa—.

Con ese resultado, nos preguntamos si la entropía de holonomía define una
cantidad C más allá del ejemplo del flujo de masa del campo escalar libre en
tres dimensiones. Dado que en ese caso los términos constantes en el desarrollo
a altas temperaturas de las acciones efectivas pueden obtenerse a partir del
determinante de la teoría a temperatura cero sobre la parte espacial de la
variedad, estudiamos la versión tridimensional de la entropía de holonomía
considerando la teoría con acoplamiento conforme en tres dimensiones a la
variedad espacial, para la que encontramos un comportamiento análogo al
de la anterior. Generalizamos luego estos cálculos a la esfera y el espacio
proyectivo real en dimensión arbitraria, encontrando en todos los casos un
comportamiento similar.

Como primer ejemplo diferente de la teoría escalar consideramos el flujo de
masa del campo de Dirac libre sobre esferas y espacios proyectivos en dimensión
arbitraria. En el caso de los espacios proyectivos, la presencia de dos estructuras
de (s)pin introduce una ambigüedad en la elección de los espinores. Debido a la
presencia de una asimetría espectral no nula, las acciones efectivas sobre ambas
estructuras resultan complejas, por lo que una teoría definida con sólo una de
ellas no es unitaria. Por otra parte, dichas acciones efectivas son conjugadas
entre sí y su parte real es la mitad de la acción efectiva sobre la esfera. Esto
permite recuperar la unitariedad definiendo la función de partición sobre el
espacio proyectivo como el promedio de las funciones de partición sobre las
distintas estructuras de (s)pin. Con esa prescripción, los cálculos muestran que,
a diferencia del caso escalar, la entropía de holonomía es negativa y creciente
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a lo largo del flujo, por lo que no es compatible con una cantidad C. Sin
embargo, su comportamiento es monótono y presenta algunas similitudes con
su contraparte escalar: su límite en el punto fijo infrarrojo m → ∞ es nulo
—lo cual es consecuencia de la elección de la fase en el determinante de Dirac—
y su derivada con respecto a la constante de acoplamiento —que en este caso
es simplemente la masa— en el punto fijo ultravioleta tiene el mismo signo que
a lo largo del flujo. Dicho en otras palabras, puede verse que la entropía de
holonomía cambiada de signo se comporta con la constante de acoplamiento
para la teoría fermiónica sobre espacios proyectivos reales de la misma forma
que la entropía de holonomía para la teoría escalar.

Los cálculos para las teorías escalar y de Dirac sobre la esfera tridimensional
nos permitieron investigar [21] el comportamiento frente al flujo de masa de
algunas cantidades relacionadas con la acción efectiva que en el punto fijo
ultravioleta de dicho flujo coinciden con una cantidad C ya conocida [98]. De
ese análisis encontramos que, en el mejor de los casos, la función interpolante
se comporta de la misma forma que la entropía de holonomía.

Con estos resultados se presentan varias direcciones de acción. Por un
lado, se impone un análisis más detallado de la entropía de holonomía en el
caso fermiónico que justifique, de ser posible, el cambio de signo con respecto
al caso bosónico. Podría buscarse, por ejemplo, una definición de la acción
efectiva sobre espacios proyectivos que, siendo real, dé lugar a una entropía
de holonomía con las propiedades requeridas. Otra posibilidad es la búsqueda
de una relación entre ésta y alguna propiedad ya estudiada en el marco de
los teoremas C, como la que obtuvimos en la ecuación (6.35) para el caso
escalar. Por otra parte, el estudio de teorías en interacción podría arrojar
alguna información adicional acerca de las propiedades de la entropía de
holonomía; el modelo O(N) en tres dimensiones es de particular interés por
haber constituido el primer ejemplo de la no monotonicidad a lo largo del flujo
del grupo de renormalización del coeficiente de la potencia de la temperatura
en una expresión de la entropía térmica [126].

Desde un punto de vista más general, si la entropía de holonomía fuera una
buena medida del número de grados de libertad podríamos intentar reformular
su definición para poder considerar teorías sobre otros espacios. Para ello,
una posibilidad sería explorar la estructura de la acción efectiva, aislando los
términos que correspondan a las contribuciones a la integral funcional de los
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caminos cerrados no contraíbles sobre la variedad, para poder identificarlos
con contribuciones topológicas en el caso conforme [11].

Finalmente, queremos destacar la simplicidad con que la regularización
zeta permite calcular cantidades físicas en teorías sobre espacios con topología
no trivial. A los ejemplos considerados podrían también agregarse espacios que
no tengan curvatura positiva: en el caso tridimensional han sido estudiados,
entre otros [108, 142], el toro [100] y la botella de Klein [52, 59], y en espa-
cios hiperbólicos la función de partición está relacionada con la entropía de
entrelazamiento en esferas [40, 114].
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